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Zur Modellierung von Schiittgut
als Kontinuum und als Diskontinuum

1 Einleitung

Schiittgiiter oder granulare Medien, wie Sand, Pulver oder Puder, sind ge-
nauer betrachtet, d. h. , mikroskopisch“ gesehen, Vielteilchensysteme, die auf
der makroskopischen Beobachtungsebene als materielles Kontinuum mit cha-
rakteristischen Materialeigenschaften erscheinen. Die Mikroeigenschaften der
Teilchen in Form und Material sowie die Art der zwischen den Kérnern wir-
kenden Krifte duflern sich in der Praxis im makroskopischen Verhalten des
Materials. Die theoretische Ableitung makroskopischer Kontinuumsgréfien
und die Vorhersagbarkeit von Materialeigenschaften aus den bestimmen-
den Groflen und Eigenschaften des diskreten Mikrosystems sind Gegenstand
vielféltiger Forschung [1].

Der hier vorgestellte Mikro-Makro-Ubergang behandelt das diskrete Schiitt-
gut durch Simulation des mikroskopischen Vielteilchensystems nach Metho-
den der Molekulardynamik ! [2-5]. Uber spezielle Mittelungsverfahren lassen
sich aus diesen Mikrodaten definierende Feldgrofien der Kontinuumsbeschrei-
bung, wie z. B. Spannungstensor und Geschwindigkeitsgradient, berechnen
und verwerten.

Ziel dieses Artikels ist eine kurze Einfiihrung in die mikroskopische Model-
lierung und die Vorstellung geeigneter Mittelungsverfahren. Dabei werden
einige ausgewéhlte Resultate diskutiert.

2 Diskretes mikroskopisches Modell

Wegen der enorm groflen Teilchenzahl in realen Systemen (Silo, Schiittung)
erscheint es sinnvoll, sich auf die Modellierung von Teil- oder Modellsystemen
(Biaxial- oder Ringschergerit) zu beschrinken. Bei einer diskreten Modellie-
rung von Einzelteilchen ist die Kenntnis mikroskopischer Wechselwirkungs-
gesetze erforderlich, die z. B. Reibungskrifte definieren. Die Teilchen werden
als starre Korper behandelt, und im ersten Schritt verwendet man nur ein-
fachste Modelle. Beschrinkt man sich, als weitere Vereinfachung, nur auf die
Untersuchung zweidimensionaler Systeme, so bestehen die Teilchen zumeist

! Molekulardynamik wird auch als Diskrete-Elemente-Methode bezeichnet.
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aus kreisrunden Scheiben.

Die Simulation des Vielteilchensystems erfolgt auf der Grundlage der Mole-
kulardynamik (MD) bzw. Diskrete-Elemente-Methode (DEM). Dies ist ein
Verfahren zur numerischen Integration der Bewegungsgleichungen fiir Viel-
teilchensysteme. Die MD-Methode wurde urspriinglich zur Modellierung von
Fliissigkeiten mit langreichweitigen Wechselwirkungspotentialen benutzt [3].
Fiir die Beschreibung granularer Medien wird die Methode insofern veridndert,
als daf8 nur der kurzreichweitige, abstolende Anteil des Potentials eingeht und
Dissipation sowie Reibung im Modell beriicksichtigt werden [5-8].

Zur Simulation der Diskontinua und zur Untersuchung des Mikro-Makro-
Ubergangs sind bestehende Molekulardynamik-Programme [9-11] weiterent-
wickelt, an die Randbedingungen fiir Biazialtest und Scherzelle angepafit und
sowohl methodisch als auch algorithmisch verfeinert worden. Im folgenden
Abschnitt wollen wir einige Randbedingungen kurz diskutieren.

2.1 Anwendungsbeispiele

Als ein fortgeschrittenes Beispiel fiir die DEM-Simulation und deren Méglich-
keiten wird exemplarisch der Fall eines kohésiven Reibungsmaterials ange-
schnitten — danach ziehen wir uns wieder auf den einfacheren Fall nicht-
kohésiver Materialien zuriick. Fiir die Simulation kohésiver Reibungsmateria-
lien kann die Methode des Feder-Balken-Modells zur Behandlung von Beton
benutzt werden [8,12], siehe Bild 1. An diesem Beispiel sind die interessan-
testen Figenschaften von Schiittgut illustriert. Durch vertikale Kompression
bildet sich unter einem bestimmten Winkel eine Scherzone, in der die kohisi-
ven Kontakte durch Zug zerstort werden. Gleichzeitig mit der lokalisierten
Abnahme der Festigkeit stellt man eine starke Drehbewegung der Teilchen
in diesem Bereich fest — ein Phinomen, das noch immer nicht genau verstan-
den ist und ebensowenig theoretisch befriedigend beschrieben werden kann.
Obwohl darauf im Rahmen dieser Arbeit nicht niher eingegangen werden
kann, sei angemerkt, dafl neben der Verfeinerung der Kontaktmodelle noch
die Implementierung einer Randbedingung fiir den Biaxialtest mit hydrosta-
tisch belasteten, verformbaren Winden als grofle Herausforderung verbleibt —
erste Arbeiten fiir Kugelsysteme haben sich dabei als vielversprechend erwie-
sen [13]. Als Erweiterung zur Annahme starrer Korner, von der iiblicherweise
ausgegangen wird, kann auch ein Modell verwendet werden, bei dem grofle
Spannungen zu einem Bruch einzelner Korner fiihren [14].
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Bild 1: Simulation der Kompression eines kohisiven Granulates bestehend
aus eckigen Teilchen. Helle Striche bezeichnen aktive kohé&sive Kontakte,
dunkle Striche bedeuten starke Zugspannungen. (a) Scherbandbildung, (b)
Trajektorien der Teilchen (blau) mit der Zone starker Rotationen im Scher-
bandbereich (rot).

Im weiteren beschrinkt sich die Diskussion auf nicht-kohésive Reibungsmate-
rialien, bestehend aus Scheiben, welche entweder in einer Couette-Scherzelle
(siehe Bild 2) oder in einem Biaxialtest (siehe Bild 3) untersucht wurden.
Diese beiden Randbedingungen sind zweidimensionale Modelle der Standard-
experimente Ringschergerit (zylindrische, axial drehende Wénde) und Biaxi-
albox (glatte, flache Winde die stets ein Rechteck bilden). In Bild 2 ist die
Scherzelle schematisch dargestellt. Die Scheiben im Zwischenraum zwischen
den beiden Zylindern werden mit leicht unterschiedlicher Gréfle gew#hlt, um
Kristallisationseffekte zu vermeiden. Die Biaxialbox in Bild 3 ist ebenfalls mit
Teilchen unterschiedlicher Grofle gefiillt, wobei hier ein wesentlich stirkerer



Groflenunterschied gew#hlt wurde.
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Bild 2: Darstellung der simulierten Couette-Scherzelle. Die Detailbilder zei-
gen die Entstehung des Scherbandes am inneren Rand (links-unten: die Far-
ben kodieren die vertikale Anfangsposition der Teilchen) sowie die Formie-
rung des Kontaktgeriists (rechts-unten: schwarze Linien verbinden die Zen-
tren von Kontaktpartnern) und von Spannungsketten (rechts-unten: die Far-
ben kodieren die Kontaktenergie, wobei rot, griin und blau jeweils groflen,
mittleren und kleinen Werten entsprechen.

2.2 Wechselwirkungskrifte

Zur Modellierung sind zuerst die Wechselwirkungskrifte zu spezifizieren. In
der hier verwendeten Simulationsmethode werden die Wechselwirkungen als
Kontaktkrifte von Teilchenpaaren beschrieben. Die Teilchenzentren befinden
sich an den Orten r; (1 = 1,..., N) und die Gréfle der Teilchen wird durch
den Radius a; bestimmt. Zwei Teilchen 7 und j sind in Kontakt, sobald sich
ihre Umrisse {iberlappen und iiben dann gegenseitig eine Kraft aufeinander
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Bild 3: Statische Konfiguration einer bidispersen Probe, mit Radienverhéltnis
1 : 3. Die Farben rot, griin und blau entsprechen jeweils grofien, mittleren
und kleinen Werten der Kontaktenergie. Starke Spannungen sind entlang von
Kraftketten organisiert — einige wenige Teilchen (schwarz) sind in stabilen
Hohlrdumen isoliert.

aus (,actio = reactio“). Man zerlegt die Kraft zwischen den Teilchen eines
Paares in eine normale Komponente f , die der Abstofung und Energie-
Dispersion Rechnung trigt, und eine tangentiale Komponente f,, welche fiir
die Reibung verantwortlich ist.

Sieht man von starken , plastischen“ Verformungen wie Briichen der Teil-
chen ab, so 1463t sich die Normalkraft in einen elastischen und einen dis-
sipativen Anteil zerlegen. Fiir die Simulation von Scheiben wird dabei im
einfachsten Fall ein lineares Gesetz der Form f, , = k,0n verwendet, wo-
bei n der Einheitsvektor vom Zentrum eines Teilchens zum Zentrum eines
Kontaktpartners ist. Die Kraft ist also proportional zum virtuellen Uberlapp
6 = |r; — r;| — (a; + a;) der Teilchen. Fiir Kugeln wére hier ein Kraftge-
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setz nach Hertz die bessere Wahl [15,16]. Der zweite Anteil der Normalkraft
trégt der Dissipation von Energie wihrend des Stofles Rechnung. Diese wird
mittels einer viskosen, dissipativen Kraft f, j = 7,0m beschrieben und ist

proportional zur Normalkomponente 5= —uv;;-n der Relativgeschwindigkeit
v;; = v; — v; zweier kontaktierender Teilchen [17-20].

Im einfachsten Fall lassen sich die Tangentialkrifte f, definieren als Cou-
lombsche Reibungskrifte f; o, deren Verbindung zu den Normalkriften f,
durch die Beziehung f, o < —pu[f [t hergestellt wird. Dabei ist u = tan 6 der
Reibungskoeffizient und # der Reibungswinkel. Der Tangenteneinheitsvektor
t = vy/|vy| ist parallel zur Tangentialkomponente vy = v;; — (v;; - n)n,
wobei der Einheitsvektor n in die Normalenrichtung der gemeinsamen Tan-
gentialebene am Beriihrungspunkt weist. Da dieser ,nicht-glatte® Ansatz nu-
merische Probleme fiir kleine vy mit sich bringt, filhren wir zusétzlich eine
regularisierende viskose Kraft f; ;. = —7v; ein. Als wirkende Kraft wird
schliefllich das Minimum dieser beiden Krifte verwendet,

ft = _min(|’7tvt|a/'[’|fn|)t . (1)

Ein wichtiges Element realistischer Simulationen ist die statische Reibung
zwischen den Teilchen, die in Glg. (1) nicht enthalten ist. Daher kann ei-
ne quasi-statische Reibungskraft implementiert werden, welche als Cundall-
Strack-Feder [21] bekannt ist. Hierbei verwendet man als Tangentialkraft
fu = —min(ki&, pl £,))t mit & = (fv.(#') dt') - ¢(t), wobei & die Liinge der
imagindren Tangentialfeder ist. Die Steifigkeit der Feder ist k; und ¢, ist der
Zeitpunkt des Kontaktbeginns. Das Kraftgesetz erwies sich als zuverlissig,
stabil und realistisch insofern, als daf statische Packungen erzeugt werden
konnten [6]. Zusammenfassend 148t sich die Kraft auf ein Teilchen i damit
als

fi:Z(-fn,el+fn,diss+ft)+fb (2)

C

beschreiben, wobei sich die Summe iiber die Kréfte an allen Kontaktpunkten
c erstreckt und weiterhin eine Volumenkraft f, wie die Gravitation beriick-
sichtigt werden kann. Berechnet man neben den Kriften und daraus ent-
stehenden Beschleunigungen noch die Drehmomente und entsprechende Ro-
tationen, so ist die Dynamik des Systems vollstindig beschrieben und die
Bewegungsgleichungen kénnen numerisch integriert werden [5].
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2.3 Numerik

Fiir die numerische Integration der Bewegungsgleichungen kommen verschie-
dene Algorithmen in Frage, welche in Lehrbiichern diskutiert werden [3,22].
Zur stabilen Integration sollte der Integrationszeitschritt deutlich kleiner
sein als die typische Einschwingdauer eines Kontaktes [17,18,23]. Mit ei-
nem Verhiltnis von 1 : 50 erzielt man in der Regel befriedigende Resultate.

Der Hauptanteil der Rechenzeit wird fiir die Kraftberechnung verbraucht.
Zwei der eingesetzten Verfahren zur Beschleunigung der Nachbarschaftssuche
sind Verlet-Tafeln und ,,Linked-Cell“-Strukturen [3]. Bei nicht allzugrofen
Teilchenzahlen (N < 1000) sind Verlet-Tafeln eine einfache Alternative zur
komplexeren ,,Linked-Cell“-Struktur. Man speichert die Nachbarn jedes Teil-
chens innerhalb einer Kugel, d.h. die mdéglichen Kollisionspartner, und kon-
trolliert die Maximalgeschwindigkeit aller Teilchen. Hat das schnellste Teil-
chen eine bestimmte Entfernung zuriickgelegt, kann es die Nachbarschaft
verlassen haben und die Verlet-Tafeln miissen neu erstellt werden. Diese Er-
stellung ist bei grolen Teilchenzahlen der rechenzeitaufwendigste Teil. In
einer ,,Linked-Cell“-Struktur sind alle Teilchen in Zellen sortiert und bei der
Nachbarschaftssuche mufl man lediglich die benachbarten Zellen eines jeden
Teilchens nach méglichen Kollisionspartnern durchsuchen. Dieses Verfahren
ist in der Regel dem Verlet-Tafel-Algorithmus vorzuziehen, da beliebig grofie
Teilchenzahlen effektiv simuliert werden kénnen.

2.4 Eichung

Die Methode der diskreten Simulation wurde am Beispiel eines Ringscher-
geréts mit Experimenten [24-27] verglichen. Dabei konnte eine Eichung in-
sofern erfolgen, als daf} eine gute Reproduktion der Experimente erzielt wur-
de [25]. Bei Scherung der inneren, zylinderférmigen Wand bildet sich eine
Scherzone, wobei die Scherrate im Bereich weniger Teilchenradien exponen-
tiell abfillt. Sowohl in Simulationen als auch im Experiment findet man im-
mer Ziige des Kontaktgeriists entlang derer starke Kréfte vorherrschen, die
sog. ,Kraftketten®, siehe Bild 3. Im {ibrigen Bereich stellt man wesentlich
schwichere, isotrop verteilte Krifte fest [28-30]. Erhoht man die Dichte des
Systems indem man beispielsweise bei festem Volumen neue Teilchen zugibt,
so findet sich eine maximale Dichte oberhalb der das System unter Spannung
yeinfriert* und die innere Wand nur rutscht — die Scherzone verschwindet.
Bei Dichteverringerung verlieren die Teilchen unterhalb eines anderen kri-
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tischen Wertes den Kontakt mit der inneren Wand und das System bleibt
stehen, diesmal aber spannungsfrei. Der Einflufl von Bodenreibung sowie von
unterschiedlichen Tangentialsteifigkeiten wurde mit Hilfe von Parameterstu-
dien genauer betrachtet. Eine Zusammenfassung dieser Untersuchungen im
Hinblick auf den quantitativen Vergleich mit den Experimenten findet sich
in [31].

3 Makroskopische Kontinuumsgroéfien

Das iibergeordnete Ziel von diskontinuierlichen, ,,mikro“- oder mesoskopi-
schen Simulationsverfahren, wie sie in Kapitel 2 vorgestellt wurden, ist letzt-
endlich das Verstindnis des Materialverhaltens, auch auf makroskopischer
Ebene. Der Ubergang von diskreten Simulationen zu einer makroskopischen
Kontinuumsbeschreibung und die damit verbundene Vorhersagbarkeit des fiir
praktische Anwendungen interessierenden Materialverhaltens wird im folgen-
den skizziert. Derartige ,, Mikro-Makro“-Ubergiinge sind Gegenstand vielfilti-
ger aktueller Forschung [32-42].

In die diskreten Modelle unserer Simulationen werden nur vektorielle Gréfen
wie Ortsvektoren, Krifte oder Drehmomente eingebracht. Damit ist eine de-
terministische, diskrete Beschreibung des Systems moglich. Die fiir den Ver-
gleich mit den Kontinuumstheorien entscheidenden Gréflen wie Verzerrungs-
und Spannungstensoren (und im allgemeineren Fall auch Kriimmungs- und
Momentenspannungstensoren) stehen dabei nicht als diskrete Variablen zur
Verfiigung. Thre Berechnung ist Gegenstand der Homogenisierung oder Mit-
telwertbildung, welche die Nahtstelle zwischen Mikro- und Makrobeschrei-
bung bildet.

3.1 Mittelungsformalismus

Um von der diskreten Methode zu Kontinuumsgréflen zu gelangen, muf
zunédchst ein Mittelungsformalismus definiert werden, mit dem sich neben
skalaren Groflen (wie Dichte oder Koordinationszahl) auch vektorielle und
tensorielle Felder (wie Geschwindigkeit, Spannung oder Geschwindigkeits-
gradient) ortsabhéingig ermitteln lassen. Ausgangspunkt ist die naheliegende
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Definition des lokalen Volumenanteils

v=g S ubv, (3)

peEV

den man aus der allgemeinen Beziehung

Q=(@) =3 SV, ()

pEV

erhiilt, indem man Q? = 1 setzt. V? ist dabei das Teilchenvolumen und w},
der Bruchteil des Teilchens p, der im Mittelungsvolumen V' liegt.

Fiir die Wahl von w}, gibt es mehrere Moglichkeiten: Man kann eine teilchen-
zentrierte Mittelung durchfiihren, oder man kann die zu mittelnde Gréfie
gleichméBig iiber das Teilchen verschmieren und nur den im Mittelungsvolu-
men V liegenden Anteil des Teilchen beriicksichtigen [43]. Die zweite Methode
erwies sich als wesentlich robuster und fiihrte zu realistischen Resultaten. In-
teressanterweise stimmen beide Mittelungverfahren gerade dann besonders
gut iiberein, wenn die Dicke Ar des Kreisrings in etwa so grofl wie ein Teil-
chendurchmesser gewéhlt wird. Die Untersuchungen hierzu und Vergleiche
mit allgemeineren Formulierungen [44,45] miissen jedoch weitergefiihrt wer-
den, um endgiiltig sicherzustellen, dafl durch die Wahl der Mittelungsmetho-
de keine Artefakte entstehen.

In Bild 4 ist die nach Gleichung (3) gewonnene Dichte fiir alle Teilchen (1)
bzw. fiir Teilchen mit m oder mehr Kontakten (v,,) dargestellt. Man erkennt,
daf relativ viele Teilchen nur jeweils wenig Kontakte haben, d. h. nicht zum
stabilen Kontaktgeriist beitragen. Der Anteil dieser losen Teilchen ist in der
Scherzone, in der sowieso niedrige Dichte (Dilatanz) herrscht, am héchsten.

An den glatten Winden stellt man auflerdem Ordnungseffekte in Form von
Schichtbildung fest.

Eine beliebige Gréfle QQP, die fiir ein Teilchen p definiert ist, 148t sich mit
Glg. (3) in das zugehorige Volumen-Mittel iiberfiithren. Dabei kann die Teil-
cheneigenschaft P ein Tensor beliebiger Stufe sein — die gemittelte makro-
skopische Groe @) = (QP) besitzt dann die entsprechende Tensorstufe. Die
untersuchten makroskopischen Groflen sind in Tabelle 1 zusammengefafit.
Fiir eine eingehendere Diskussion sei auf [43,46,47] verwiesen.
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Bild 4: Dichteprofile als Funktion des Abstands vom inneren Ring. Die Be-
zeichnung v,, entspricht dem Volumenanteil aller Teilchen mit m oder mehr
Kontakten. Die Symbole entsprechen einer niedrigen Auflésung, die Linien
wurden mit hoher Auflosung berechnet. Die Schwankungen der Dichte bei
hoher Auflésung spiegeln eine Schichtbildung des Materials an der glatten
Wand wider.

3.2 Scherzone und Geschwindigkeitsgradient

Aus den Simulationsdaten erhélt man durch Mittelung die Stromdichte

1
— Z wh VPP . (5)

Vv =
V
pPEV

In der Radialsymmetrie des Ringschergeriites (siehe Bild 2) untersucht man
die Tangentialgeschwindigkeit v4 und die Radialgeschwindigkeit getrennt.
(Im Quasi-Gleichgewicht ist die Radialgeschwindigkeit v, der Teilchen ver-
nachléssigbar klein.) In Bild 5 ist die tangentiale Stromdichte als Funktion des
Abstands vom inneren Ring dargestellt. Die gestrichelte Linie gibt einen ex-
ponentiellen Fit an die Daten wieder. Aus ihm 148t sich eine Scherzonenbreite
von s /& 0.0127 m ablesen. Auf der Linge etwa 3s, also 5-6 Teilchendurchmes-
sern, fillt die Geschwindigkeit um den Faktor 1/10 ab, in Ubereinstimmung
mit experimentellen Resultaten zur Breite von Scherzonen.
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Tabelle 1: Makroskopische Gréflen, die nach dem von Gleichung (4) ausge-
henden Mittelungsverfahren berechnet wurden.

‘ Grofle ‘ Qr ‘
Volumenanteil v 1
Stromdichte vv vP

CcpP
Fabric-Tensor F > n°@n’
16210”
- c pC
Spannungstensor o v 0—21 el
wh & 1
. . T pe o e T
Verschiebungsgradient € v szl A" -F

Aus dem gemittelten Geschwindigkeitsfeld v erhélt man durch rdumliches
Differenzieren den Geschwindigkeitsgradienten gradv. Sein symmetrischer
Anteil ist die Deformationsrate des makroskopischen Kontinuums, der anti-
symmetrische Anteil beschreibt die Kontinuumsdrehung [46,47]. Diese und
die Eigenrotation der Teilchen, siehe auch Abschnitt 3.7, sind die Groflen,
auf der ein mikropolares Cosserat-Kontinuumsmodell aufbauen kann [48].

Der Geschwindigkeitsgradient hat in Zylinderkoordinaten die zwei Eintréige

0
Volo= 5% und [Vol,, =~ (©)
von denen sich sowohl die Deformationsrate als symmetrischer Anteil
1 8U¢ Vg
Dyy=—-|——-—|, 7
¢ 9 [87‘ 7"] (M)
als auch die Rotationsrate als antisymmetrischer Anteil
1 6U¢ ()
Wi =< |—+— 8
2 [87“ * r] (®)

ableiten lassen.
Ausgehend vom Geschwindigkeitsfeld in Bild 5 lassen sich Deformations- und
Rotationsrate von der an die Daten angepafiten Exponentialkurve abgleiten:

v r—RN\NT1 1
N
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Bild 5: Skalierte Geschwindigkeit v,/Qr bezogen auf Festkorperrotation,
als Funktion des Abstands r vom inneren Ring. Die schwarzen und wei-
en Symbole wurden mit jeweils 20 und 60 Mittelungsintervallen gewon-
nen. Die gestrichelte Linie gibt die angepafite Exponentialkurve v,(r) =
vo exp(—(r — R;)/s), mit vy /(QR;) = 0.645 und s = 0.0127 m, wieder.

Fiir die Rotationsrate ist lediglich das positive Vorzeichen vor dem zweiten
Term der Summe in Glg. (9) durch ein negatives zu ersetzen.

3.3 Strukturtensor

Bei diskreten Systemen ist offensichtlich das Kontaktgeriist, entlang dessen
die Kréfte propagieren, von herausragender Bedeutung. Eine Grofle, die die
Struktur des Kontaktgeriists beschreibt, ist der sog. ,Fabric“-Tensor, siehe
Tabelle 1. Der Fabric-Tensor ist ein Tensor zweiter Stufe und gibt in er-
ster harmonischer Ndherung an, mit welcher Wahrscheinlichkeit man einen
Kontakt in einer bestimmten Richtung finden kann. Diese richtungsabhéngi-
ge Kontaktdichte ist in Bild 6 fiir die in Bild 3 gegebene Situation als Po-
larkurve dargestellt. Man stellt fest, dafl die Kontakte in allen Richtungen
mit dhnlicher Wahrscheinlichkeit vorkommen — dies riihrt von den isotropen
Randbedingungen her und ist z. B. bei Scherung nicht mehr der Fall, eine
Randbedingung, bei der stark anisotrope Kontaktnetzwerke zu beobachten
sind [43].
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Eine interessante Fragestellung lautet: Wie hiingt die Kontaktanzahldichte
und die Steifigkeit des Systems von der Dichte ab und wie wirken sich un-
terschiedlich grofle Teilchen darauf aus? Der zweite Teil der Frage, wie sich
das Verhalten des Materials bei unterschiedlichen Korngroéfenverteilungen
verdndert, soll hier kurz erlidutert werden. Nachdem Liétzel et al. [43] her-
ausgefunden hatten, dafl bei dhnlich groflen Teilchen die Spur von F linear
mit der Dichte (und somit dem Volumenanteil ») und der Koordinationszahl
(Kontaktzahl) C zusammenhéngt, konnten Madadi et al. [49] einen analyti-
schen Zusammenhang zwischen der Spur des Fabric-Tensors, der mittleren
Anzahl der Kontakte pro Teilchen und der Groflenverteilungsfunktion her-
stellen (vgl. Bild 6). Das Resultat ist

trF = govC , (10)

wobei g nur von den ersten drei Momenten der Teilchengréfien-Verteilungs-
funktion abhingt und g, = 1 im Fall gleichgrofler Teilchen ist. Bei den in
Bild 6 gezeigten Daten war der Korrekturfaktor stattdessen g, = 1.223. Die
Dichteabhiingigkeit von C und der damit verbundene kritische Ubergang von
einem stabilen zu einem fragilen Korngeriist ist eine noch verbleibende Auf-
gabe [26, 27].

3.4 Spannungstensor

Der mikromechanische Spannungstensor ist &hnlich definiert wie z. B. in
[60-54]. Dabei wird der statische Anteil des Spannungstensors durch Volu-
menintegration iiber Einzelteilchen und die nachfolgende Mittelung lediglich
iiber die im Mittelungsvolumen liegenden Teilchen berechnet [43], da die
Spannung innerhalb des leeren Porenraumes verschwindet. Die Spannungen
innerhalb eines Teilchens o’ werden somit als iiber das Teilchen ,, verschmiert*
betrachtet. Das ergibt fiir ein Teilchen den transponierten Spannungstensor

1
(e?)" = T VpdV’ div (z ® o)
1 /
= W/awdS(a:@)cr)-n, (11)

nach Anwendung des Gauflschen Satzes. In dieser Gleichung reprisentiert
dS das Oberflichenelement von VP auf dem Rand OV? und n ist der nach
auBlen gerichtete Normalenvektor. Mit der Definition der Cauchy-Spannung
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Bild 6: Zusammenhang zwischen der Spur des Fabric-Tensors und der mittle-
ren Zahl der Kontakte fiir unterschiedliche uniform-disperse Systeme (gleiche
Wahrscheinlichkeit fiir Teilchenradien in einem Intervall). Die Abweichun-
gen von der Geraden sind auf statistische Schwankungen der Resultate in
Teilsystemen mit lediglich 200 Teilchen zuriickzufiihren. In der Figur ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kontakte in Polar-Darstellung zu sehen.
Die Linien sind dabei jeweils die isotrope, die erste und die zweite harmoni-
sche Ndherung an die Daten.

t, = o' - n erhilt man

(o) = dSz®t, . (12)

VP Javr
Greift nun eine Kraft ¢ an einem Kontakt ¢ auf der Fliche ds¢ an, erhélt man
einen Spannungsvektor t¢ = f¢/§s¢. Konzentriert man die Angriffsflichen auf
Punkte, so 148t sich das Integral als Summe

1 & c c
(o?)! = v ;w QFf (13)

schreiben. Nach Transponieren ergibt sich schliefilich die mittlere Spannung
innerhalb eines Teilchens p zu
1 &
P =_— E ¢ . 14
7 Vp c=1 f ® v ( )
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Auf den ersten Blick scheint dieser Ausdruck iiber ¢ vom Bezugsrahmen
abzuhingen. Zerlegt man x¢ = x? +1”° jedoch in den Positionsvektor ? und
den sogennannten branch-Vektor I*¢, der vom Teilchenzentrum zum Kontakt
¢ weist, so 148t sich Glg. (14) umformen zu

1 (& 1 & »
P — c ¥4 . c
" = g (et g rer
1 &
= szc@)lpc. (15)
c=1

Der erste Summand verschwindet im statischen Gleichgewicht, da hier die
Summe aller Kréifte auf ein Teilchen verschwinden mufl. Fiir die Spannung
ergibt sich unter Verwendung des Mittelungsformalismus

cr
c=(o") = Y uh Y ferr. (16)

peEV c=1

Die Abweichungen von den verschiedenen Varianten aus der Literatur [50-54]
kann mit einer leicht unterschiedlichen Wahl der Rdnder des Mittelungsvo-
lumens begriindet werden, siehe [43].

Die in Bild 7 dargestellte Spannung hat neben dem isotropen Anteil (Druck)
auch einen deviatorischen Anteil. Der isotrope Anteil des Spannungstensors
ist im Gleichgewicht im gesamten System fast konstant und nimmt mit der
Gesamtdichte zu. Der deviatorische, anisotrope Anteil ist am stirksten in der
Scherzone und nimmt nach auflen hin ab, wobei das Verhalten des anisotro-
pen Anteils kaum von der Gesamt-Dichte 7 abhéingt.

3.5 Mittleres elastisches Verschiebungsfeld

Bei der Beschreibung der Materialeigenschaften eines Granulates spielt die
Spannungs-Dehnungs-Beziehung eine entscheidende Rolle. Um aus der dis-
kreten Vielteilchenbewegung in einfacher Weise ein rdumliches Dehnungsfeld
abzuleiten, wird hiufig die ,, Voigt-Hypothese®“ eingesetzt.

Eine einfache und hiufig eingesetzte Methode, um die Dehnung zu erhalten,
ist die Anwendung der ,,Voigt-Hypothese“. Dabei wird angenommen, daf
die Dehnung beziiglich eines spannungsfreien Referenzzustands gleichférmig
ist und daf} jede Einzelteilchenverschiebung dem mittleren Verschiebungs-
feld folgt [33]. Die zu erwartende Verschiebung an einem Kontakt c¢ des
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Bild 7: Isotroper (a) und deviatorischer (b) Anteil des Spannungstensors fiir
die im Bild angegebenen, globalen Volumenfraktionen o.

Teilchens p, welche mit einem Verschiebungsgradienten € relativ zur kraft-
freien Referenzkonfiguration einhergeht, berechnet sich dann als € - I¢, mit
I’ = a,n° Es sei hier darauf hingewiesen, daf§ die lineare, symmetrische
Dehnung € = %(e + €1) nicht notwendiger Weise mit dem Verschiebungsgra-
dienten identisch ist.

Analog zur Vorgehensweise von Liao et al. [34] gehen wir davon aus, daf} das
lokale Verschiebungsfeld nicht mit dem mittleren Verschiebungsfeld iiber-
einstimmt, sondern um dieses fluktuiert [43]. Der Unterschied zwischen der
lokalen Verschiebung AP¢ und der erwarteten Verschiebung 148t sich dann
als

X6 =€ 1P — AP° (17)

darstellen. Die lokale Verschiebung ergibt sich direkt aus den Simulationen
als AP = §°n®, wobei ¢ die Kontaktverformung ist.

Nimmt man nun an, daf§ das mittlere Verschiebungsfeld eine gute Nidherung
der lokalen Verschiebung ist, so a3t sich ein ,least square fit“ auf die Fluk-

tuationen
cp

1
5= X YK (18)
peV c=1
anwenden, indem S beziiglich des Verschiebungsgradienten minimiert wird,
oS
-~ = 0 19
e (19)
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2 c?

= I RN (e vt - Ay (e 1t - A

|4 peV =1 €

Diese vier Gleichungen fiir die vier Komponenten von € (in 2D) lassen sich
in eine Beziehung fiir das mittlere Verschiebungsfeld als Funktion der Kon-
taktdeformationen und der Vektoren I”° umformen. Unter der Annahme, dafl
0AP/Je = 0, kann man € aus der Summe ziehen und nach Multiplikation
der Gleichung mit dem inversen Fabric-Tensors, ergibt sich

Ccp

€= % (Z f€ZAPC®lp“) F7. (20)
peV c=1

Die isotrope Deformation in Bild 8 ist in der Scherzone am stérksten, da dort

die Dichte niedrig ist (Dilatanz) und nimmt mit zunehmender Gesamt-Dichte

zu. Der deviatorische Anteil der Verformung ist in der Scherzone lokalisiert

und nimmt nach auflen hin stark ab.

1w

dev(e) / tr(g)

1 1 1 O 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
rid r/d

Bild 8: Isotroper (a) und deviatorischer (b) Anteil des elastischen Deforma-
tionsgradienten fiir die im Bild angegebenen, globalen Volumenfraktionen ».

3.6 Steifigkeit und Schermodul

Der Fabric-Tensor F, der das Kontaktnetzwerk und die innere Struktur des
Materials beschreibt, verdient eine eingehendere Diskussion, obwohl er ei-
gentlich nicht explizit in der klassischen Kontinuumstheorie vorkommt. F ist
allerdings nur die erste Ndherung eines allgemeineren Tensors vierter Stufe,
welcher mit dem Steifigkeitstensor C in Verbindung gebracht werden kann
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[33]. Das hat zur Folge, dafl im allgemeinen Fall einer anisotropen Beschrei-
bung des Materials der Steifigkeitstensor eine funktionale Abhéngigkeit von
Zeit, Deformation und Spannung beinhalten miifite. Diese Erkenntnis wird
fundiert durch unsere Mittelungsergebnisse und tritt besonders beim Ver-
gleich der Orientierungen der Tensoren o, € und F zutage. Die angefiihrten
Tensoren sind nicht ko-linear, wie fiir eine einfache isotrop-elastische Theorie
angenommen wird. Nichtsdestotrotz konnten die makroskopischen Material-
parameter Steifigkeit E (siehe Bild 9) und Schermodul (siehe Bild 10) identi-
fiziert werden — die Anisotropie wurde dabei jedoch nicht beriicksichtigt. Ein
interessantes Ergebnis ist, dal die Steifigkeit unabhéingig von der globalen
Dichte v nur von der Kontaktanzahldichte, d. h. der Spur des Fabric-Tensors
trF, abzuhingen scheint. Verschiedene Simulationen mit unterschiedlichen
Gesamtdichten skalieren, d. h. werden durch die gleiche Beziehung beschrie-
ben.

!
n

2nE/k

05 1 15 2 25 3 35

Bild 9: Skalierte Steifigkeit 27 E/k!, = tro/tre, iiber trF aufgetragen, fiir
verschiedene Simulationen. Jeder Datenpunkt gehort zu einem von 150
ringférmigen Mittelungsvolumina mit Dicke Ar = (1/8)d.

Beim Schermodul G, skaliert dargestellt in Bild 10, stellt man fiir niedrige
Dichten, also kleinen Werten von trF, ein dhnliches Verhalten fest. Bei einem
mit der Dichte zunehmenden Schwellwert findet man jedoch eine Divergenz
von G, die der Tatsache, dafl ein zu dicht gepacktes Schiittgut nicht mehr
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geschert werden kann, Rechnung trigt.
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Bild 10: Skaliertes Schermodul 7G/k] = dev(eo)/dev(e) aufgetragen iiber
trF fiir verschiedene Simulationen mit jeweils verschiedenen Dichten 7, wie
im Bild angegeben.

3.7 Rotation und Mikropolare Tensoren

Um die besonders in der Scherzone auftretenden Rotationen der Teilchen,
vgl. Bild 1 und 11, in eine makroskopische Theorie mit einzubinden, eignet
sich die Theorie des Cosserat-Kontinuums. Dabei werden jedem Materie-
punkt zusitzlich zu den translatorischen auch rotatorische Freiheitsgrade zu-
geordnet. Die Teilchenrotation (Spindichte), siehe Tabelle 2, sowie die durch
Subtraktion der Kontinuumsrotation gewonnene Teilchenzusatzrotation w*
sind in Bild 11 dargestellt.

Die konstituierenden Gleichungen miissen dann um eine Beziehung zwischen
den Momentenspannungen und den Kriimmungen erweitert werden. Jene
erhilt man aus den Definitionen von o und € durch Analogieiiberlegungen,
wobei Kriifte bzw. zugehérige Uberlappungen jeweils durch Drehmomente
bzw. Kreuzprodukte ersetzt werden [55], siche Tabelle 2.

Die genannten Gréfen bilden den Kern mikropolarer Theorien und die ana-
lytische Herleitung sowie das bessere Verstindnis ihrer Eigenschaften sind
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Bild 11: Spindichte der Teilchen in der Scherzone (links) und oszillierende
Teilcheneigen- oder -zusatzrotation w* = w — W, (rechts).

Voraussetzung dafiir, die interne Lénge in der Cosserat-Theorie mit entspre-
chenden Lingenskalen anderer Modelle vergleichen zu kénnen.

Das erste vielversprechende Resultat hierzu betrifft den Quotienten der Mo-
mentenspannung und der korrespondierenden Kriimmung, der angibt, wie
stark ein Material auf eine kleine Rotationsbewegung reagieren wird — er
stellt also eine Rotationssteifigkeit (in Analogie zur Steifigkeit E) dar. Die
Ergebnisse in Bild 12 zeigen, dafl die Rotationssteifigkeit in der Scherzone
abnimmt (durch abnehmende Dichte und dadurch abnehmende Frustration)
und, aus dhnlichen Griinden, mit zunehmender Materialdichte systematisch

Tabelle 2: Mikropolare Gréflen, die mit dem Volumen-Mittelungsverfahren
bestimmt wurden. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion sei auf [43,46,47] ver-
wiesen.

| Groe | Q |
Spindichte vw Wp
Momentenspannungen M T Lol (I x £ @ 1P
Kriimmungen & Ih S (1P x AP) @ IP° - F !
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zunimmt. Ein dichtes Material setzt also einem Drehmoment mehr Wider-
stand entgegen als ein diinneres.

500 T T T TT T T 0 ,8083| ;
oo p=0. o]
w0 | L p=08149 +
ol [ =0.8194 —+—
350 | | | ]
300 ' ,‘: /M‘ *R o]
Q o / i Iy \ ]
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Bild 12: Rotationssteifigkeit p. liber 7 aufgetragen fiir Simulationen mit un-
terschiedlicher Dichte. p, ist der Quotient aus den Komponenten der Momen-
tenspannung und der Kriimmung aus der mikropolaren Theorie, 7 der mit
dem mittleren Teilchendurchmesser reskalierte Abstand vom inneren Ring.

4 Zusammenfassung

Die hier vorgestellte diskrete Modellierung von granularen Medien erméglicht
einen Vergleich mit Scher- und Biaxial-Versuchen, wobei auch quantitativ
Ubereinstimmung mit Referenzexperimenten erzielt wird. Bei der Simulati-
on von Scherzonen ist ein exponentielles Abklingen der Schergeschwindigkeit
weg von der Scherzone und eine alternierende Zusatzrotation der Teilchen
festzustellen. Diese Phéanomene werden auch in Biaxial-Simulationen beob-
achtet und beweisen, dafl in einer Scherzone die Teilchenrotation von grofier
Wichtigkeit ist.

Um den Mikro-Makro-Ubergang von einer ,,mikroskopischen“ zu einer kon-
tinuumstheoretischen Beschreibung moglich zu machen, ist ein konsistenter
Mittelungsformalismus entwickelt worden. Damit kénnen neben der Dichte
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und dem Geschwindigkeitsfeld auch tensorielle Grofen wie der Geschwindig-
keitsgradient, der Spannungstensor, der elastisch-reversible Deformationsgra-
dient und der Struktur-Tensor berechnet werden. Aus der Teilchenrotation
und der Kontinuumsdrehung erhélt man die Teilchenzusatzrotation im Sin-
ne einer mikropolaren Kontinuumstheorie. In Analogie zu den klassischen
Groflen Spannungstensor und Deformationsgradient sind der Momentenspan-
nungstensor und die Kriimmung bestimmt worden.

Die Dichteabhéngigkeit der gemittelten Groflen ist vorerst am Beispiel des
Strukturtensors fiir verschiedene Gréfenverteilungsfunktionen untersucht wor-
den. Weiterhin erhdlt man Aufschliisse iiber die Anisotropie des Materials,
die sich dynamisch wéhrend der Simulation durch die Scherung ergibt. Al-
le Tensoren haben unterschiedliche Eigenrichtungen, d. h. eine auf Isotropie
basierende Beschreibung kann nur eine schwache Naherung der Realitét sein.

Aus den tensoriellen Groflen lassen sich verschiedene Materialparameter wie
z. B. die isotrope Steifigkeit oder das Schermodul berechnen. Als neue Gréfie
kommt die ,, Rotationssteifigkeit“ hinzu, die den Widerstand eines Materials
gegeniiber Drehungen einzelner Teilchen beschreibt und die aus den mikro-
polaren Tensoren bestimmt werden kann.

Gegenstand aktueller Forschung ist neben der Weiterentwicklung der Mitte-
lungsmethoden auch die Verbesserung der Kontaktgesetze, um unter ande-
rem kohisive Teilchenkontakte und beliebige Teilchenformen einzubeziehen.
Wihrend die diskrete Simulation realistischerer Teilchen bereits fortgeschrit-
ten ist, bedarf der Mikro-Makro-Ubergang im allgemeinen Fall noch weiterer
Forschungsarbeit.
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