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Teil 1
Einleitung

In der Sichtweise der Alchimie bestand die Welt aus den Elementen Erde, Wasser,
Luft und Feuer. Heute unterscheidet man zwischen Festkorper, Fliissigkeit, Gas und
dem weniger alltédglichen Plasma. Das Verstédndnis und die Theorie dieser ,klassi-
schen“ Medien ist weit entwickelt. Aber eine ganz andere Form der Materie ist ebenso
allgegenwirtig: Kaffeepulver, Salz, Zucker, Mehl und Miisli sind in jedem Haushalt
zu finden. Aus der Industrie kennt man Erz, Sand, Toner oder Pillen, und Mais,
Korn, Reis und Samen sind landwirtschaftliche Produkte. Diese granularen Medien
lassen sich keinem der klassischen Aggregatszustinde eindeutig zuordnen. Die einzel-
nen Teilchen sind Festkorper, die grofler sein konnen als ein Buch, aber auch kleiner
als die Dicke des Papiers. Dennoch kann der Zustand vieler granularer Teilchen nur
selten als fest oder fliissig bezeichnet werden. Man kann zwar am Strand auf Sand
laufen wie auf einem Festkorper, aber man kann auch gleichzeitig etwas Sand in die
Hénde nehmen und flielen lassen wie eine Fliissigkeit. Granulare Medien lassen sich
also nicht in die klassischen Schemata einordnen. Eine umfassende Beschreibung des
granularen Zustands ist eine der groflen Herausforderungen fiir die Forschung.

Granulare Medien wie Wiistensand, kosmischer Staub oder Stahlkugeln zeigen
interessante Verhaltensweisen, die man teilweise an einem Sandhaufen demonstrieren
kann: L&t man Sand aus einer Flasche auf den Boden eines flachen Behélters rieseln,
so bildet sich — anders als bei einer Fliissigkeit — ein konischer Haufen mit typischem
Boschungswinkel. Dieser Winkel héngt vom Material ab und bleibt ohne Stérung
sehr lange Zeit stabil — dhnlich wie ein Festkorper. Betrachtet man den Sandhau-
fen mikroskopisch, so wird man eine komplizierte, ungleichméflige Krifteverteilung
in seinem Inneren vorfinden, die man am besten als ein Netzwerk von Kraftlinien
veranschaulichen kann. Ein ausgewihltes Korn im mechanischen Gleichgewicht spiirt
durch seine Nachbarn bestimmte Krifte. Die Fluktuationen sind so grof}, dafl man
nicht vorhersagen kann wie grof die Kréfte sind, die auf Teilchen wirken, die sich
in der Nihe befinden. Unter Umstinden findet man direkt neben einem Korn, das
starke Krifte spiirt, ein anderes Korn, das nur durch sein Eigengewicht belastet wird.

Neigt man den Behilter leicht und iiberschreitet dabei der Boschungswinkel des
Sandhaufens seinen kritischen Wert, so zerflie§it die Boschung. Dies geschieht nicht
etwa kontinuierlich, die Béschung wird stattdessen intermittent abgebaut: Lawinen
transportieren das Material der Schwerkraft folgend nach unten, solange bis der kri-
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tische Winkel unterschritten wird und das Material wieder zur Ruhe kommt. Der
Unterschied zwischen dem Béschungs- und dem kritischen Winkel betriagt nur weni-
ge Grad und die Lawinen kéonnen nur wenige Kérner oder aber die gesamte Oberfliche
betreffen.

Schiittelt man den Behilter, so wird sich der Béschungswinkel normalerweise lang-
sam abbauen, da immer wieder Lawinen ausgelost werden und auflerdem die innere,
stabile Struktur des Sandhaufens zerstort wird. Man erwartet nun, daf sich die Ober-
fliche — wie bei einer Fliissigkeit — senkrecht zur Gravitationskraft einstellt. Uberra-
schenderweise ist dies nicht immer der Fall. Durch die Vibrationen kann durch die
Wandreibung Konvektion ausgelost werden: Material an den Wénden bewegt sich
nach unten und Material fliet nach oben, um Massenerhaltung zu gewéhrleisten. In
seltenen Fillen kann dies auch wieder zur Haufenbildung aus einer anfangs glatten
Oberfléche fiihren.

Mit zunehmender Energiezufuhr kénnen Oberflichenwellen auftreten, dhnlich wie
sie in Fliissigkeiten beobachtet werden. Durch die periodische Vibration werden in
Fliissigkeiten und auch in granularen Medien Wellen mit typischer Periode und Wel-
lenldnge angeregt. Die Periode ist mindestens doppelt so lang wie die Anregungspe-
riode, und die Ausdehnung der Muster wird nicht kleiner als zehn Teilchendurchmes-
ser. Diese Wellen sind fiir Fliissigkeiten gut verstanden, in granularen Medien sind sie
nicht selbstverstandlich, da keine anziehende Kraft und deshalb keine Oberflichen-
spannung existiert. In Abb. 1 sind die beschriebenen Verhaltensweisen schematisch

dargestellt.
(b) (©)
—

Abbildung 1: (a) Statischer Sandhaufen mit typischem Boschungswinkel 6, (b) La-
winen bei Neigung der Oberfliche iiber den Winkel 8, > 6, (c) Verschwinden des
Boschungswinkels bei schwacher Stérung und (d) Oberflichenwellen bei stérkerer
Storung.

(d)

Schiittelt man viel stérker, so kann das granulare Medium in einen gasdhnlichen
Zustand iibergehen. Die Teilchen fliegen mit hoher Geschwindigkeit im Behélter um-
her und stoflen einander nur nach relativ langen freien Wegléngen. Damit wird klar,
daB sich granulare Medien, in Abhéngigkeit von den Randbedingungen, dhnlich wie
Festkorper, Fliissigkeiten oder Gase verhalten konnen. Zusétzlich gibt es noch zahl-
reiche weitere Phanomene, die in keinem der drei klassichen Aggregatszustinde vor-
kommen. In der Regel sind granulare Medien nur mit einem Gas oder einer Fliissigkeit
gemischt anzutreffen; das freie Volumen wird durch einen oder zwei der klassischen
Aggregatszustinde ausgefiillt. Vernachlissigt man dieses intergranulare Medium und
alle eventuell damit verbundenen attraktiven Wechselwirkungen, kann man das gra-
nulare Medium als kohé&sionslos bezeichnen.



Kohisionslose granulare Medien sind klassische Vielteilchen-Systeme, fernab vom
thermodynamischen Gleichgewicht, deren Komponenten durch kurzreichweitige ab-
stoflende und vernachlissigbare anziehende Krifte wechselwirken. Ein wesentliches
Element granularer Medien ist der Volumenausschluf: Zwei Teilchen kénnen sich
nicht an derselben Stelle befinden. Im Gegensatz zu molekularen Gasen geht bei der
Wechselwirkung Energie durch Reibung, plastische Verformung und weitere Effek-
te verloren, die unter dem Begriff Dissipation zusammengefafit werden. Dissipation
bedeutet, dafl die Energie irreversibel in andere Moden wie Schall oder Temperatur
iibergeht, und dadurch fiir die Dynamik des granularen Mediums nicht mehr existiert.

Eine mogliche Charakterisierung granularer Medien ist ihre Unterscheidung nach
der Grofle zwischen Puder, Pulver, Sand und Kies, die jedoch nicht alle Eigenschaften
beriicksichtigt. Mit abnehmender Grofle gewinnen Elektrostatik, Kohésion und das
Gas oder die Fliissigkeit zwischen den Teilchen stark an Bedeutung. Alternativ kann
man granulare Medien nach ihrem Volumenanteil klassifizieren. Da mit zunehmendem
Volumenanteil die Dichte des Systems zunimmt, wird hier der Volumenanteil als Dich-
te des Systems bezeichnet. In den Féllen, in denen mit Dichte die spezifische Dichte
des Materials gemeint ist, wird dies aus dem Zusammenhang deutlich. Mit zunehmen-
der Dichte verhalten sich granulare Materialien dhnlich wie ein Gas, eine Fliissigkeit
oder wie ein Festkorper. Da auflerdem bei jedem Kontakt zweier Teilchen Energie
verloren geht, ist weiterhin wichtig, ob und wieviel Energie dem System zugefiihrt
wird. Bei gleicher Dichte werden sich Systeme mit verschieden starker Energiezufuhr
unterschiedlich verhalten. Eine Klassifizierung granularer Medien ist demnach nicht
einfach und erfordert ein tiefes Verstindnis der Prozesse und Phénomene, die zum
spezifischen Verhalten fiihren.



1 Zur Physik granularer Medien

Die physikalischen Grundlagen granularer Materie sind schon seit {iber 200 Jahren
Gegenstand wissenschaftlicher Untersuchungen. Trotz der Bemiihungen solch bedeu-
tender Naturwissenschaftler wie Coulomb [Cou81], Faraday [Far31], Hagen [Hagb2],
Hertz [Her82], Reynolds [Rey85] oder Raman [Ram18], ist es bisher nicht gelungen,
ein umfassendes physikalisches Verstéindnis der statischen und dynamischen Eigen-
schaften granularer Materie zu entwickeln, so wie es fiir Newtonsche Fliissigkeiten
oder Festkorper existiert. Diese Tatsache kann angesichts der Komplexitéit bereits
des elementaren Wechselwirkungsprozesses zwischen zwei unregelméflig geformten
Sandkornern kaum verwundern. In granularen Vielteilchen-Systemen kann man ein
breites Spektrum interessanter Effekte beobachten: Bifurkationen, Periodenverdopp-
lung, chaotische Dynamik, seltsame Attraktoren, fraktale Eigenschaften, kritisches
Verhalten, nichtlineare Diffusion, Schockwellen und Hysterese.

1.1 Phinomenologie

An dieser Stelle soll ein stichwortartiger Uberblick iiber die reiche Phinomenologie in
granularen Medien gegeben werden. Dabei wird auf die entsprechenden Publikationen
verwiesen, um einen einfachen Zugang zu detaillierteren Informationen zu erlauben.

Um granulare Medien im Gravitationsfeld in Bewegung zu setzen, oder in Bewe-
gung zu halten, muff man der Dissipation durch Energiezufuhr entgegenwirken, denn
ohne Energiezufuhr wird das System einem statischen Zustand zustreben und dort
verweilen. Energiezufuhr kann z.B. durch Vibration des Behilters in dem sich das
Material befindet realisiert werden. Bei starker Vibration verhélt sich das System im
Behélter dhnlich wie ein Gas oder eine Fliissigkeit, und man kann einen stationéren
Zustand erreichen, in dem sich Energiezufuhr und -verlust im Mittel ausgleichen.
Abhéngig von Fiillhohe, Material und Anregungsenergie wird sich eine bestimmte
mittlere Energie einstellen, die nicht auf einzelne Freiheitsgrade gleichverteilt ist, wie
in klassischen elastischen Systemen [Lud95, DLK95, Mad95, GS95, MB97].

Bei hoheren Dichten kénnen kollektive Phdnomene wie Konvektion, Entmischung
oder Oberflichenwellen auftreten. Bei vertikaler Vibration des Bodens wird Kon-
vektion durch die Reibung des Materials mit den Wénden verursacht. Bei schwa-
cher Anregung bleibt das Material relativ dicht und man kann Haufenbildung durch
Wandreibung [ER89, CDR92, Gro97] oder durch die den Sand durchsetzende Luft
[PB93, PvDB95] beobachten. Konvektion in dreidimensionalen Systemen konnte erst
vor kurzem mit Hilfe von Kernspinresonanz experimentell genauestens untersucht
werden [KEJK95, EJK*95] und wurde als eine mogliche Ursache fiir Entmischung
identifiziert [KJN93]. Daneben kann Entmischung bei schwacher Energiezufuhr allein
durch den Volumenausschluf in einem System verschieden grofler Teilchen zustande
kommen [DRC93, DMCR94b, DL95]. Sofern der Behilter grofi genug ist, kann man
in diinnen granularen Schichten Oberflichenwellen und damit verbundene raumzeit-
liche Muster wie Sechsecke, Streifen oder Quadrate beobachten [MUS95, UMS96,
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CVRDY6].

Bei hoher Dichte und sehr schwacher Energiezufuhr findet eine langsame Rela-
xation des Boschungswinkels statt [JLN89], fiir die eine Vielzahl von méglichen Er-
kldrungen vorgeschlagen wurde [MB91, BCPE95, BCC95]: Phinomenologische, nicht-
lineare dynamische Modelle, die auf viskoplastischen Ansétzen und makroskopischen
Reibungsgesetzen basieren, kénnen die experimentellen Resultate wenigstens quali-
tativ erkldren [LH94, LH95, BdG96]. Auch die Packungsdichte granularer Systeme
unter vertikaler Vibration zeigt eine logarithmisch langsame Relaxation hin zu einer
maximalen Dichte [AS66, KFL195], was numerische und theoretische Aussagen zu
widerlegen scheint [ME90, HYR192]. Stochastische Ansitze [Lin96|, Erweiterungen
des Parkproblems [BNKN96] und Analogien zu Spinglidsern [NCH97| sind einige der
vorgeschlagenen Erklarungen fiir dieses Phinomen.

Im Bereich der Dynamik an Oberflichen wurden Experimente zu Lawinen in rotie-
renden Trommeln von verschiedenen Forschern durchgefiihrt [FDL89, Raj90, JN92].
Rotierende Trommeln eignen sich aber auch, um Mischungs- und Entmischungsef-
fekte quantitativ zu untersuchen [Som79, CDFL93, ZLL*94, MSMO95, CB95]. Das
Konzept der selbstorganisierten Kritizitat (SOK) [BTW87] zur Beschreibung der La-
winendynamik wurde erst kiirzlich fiir einen experimentellen Spezialfall bestitigt
[FCMS*96, Lud96]: SOK ist nicht universell, sondern hiingt vom Mechanismus der
Energiedissipation und von der Geometrie der Teilchen ab.

Dichtewellen in Rohrstromungen wurden experimentell nur in Verbindung mit
einem Gas zwischen den Teilchen beobachtet [BBFJ89, RHH96|, wihrend deutliche
Dichtefluktuationen in Systemen grofler Teilchen, in denen das Gas eine untergeord-
nete Rolle spielt, auf lokale Anderungen der Wandrauhigkeit zuriickzufiihren sind
[DML*96]. Der Ubergang von einem statischen System zu einem System bewegter
Teilchen geht mit einer Verdiinnung des Systems einher, ein Phinomen, das von
Reynolds als Dilatanz bezeichnet wurde [Rey85]. Dabei findet die Verdiinnung nicht
gleichférmig statt, sondern ist auf ,Risse“ lokalisiert [DMCR94a, DML"96].

Bereits ein statisches Granulat in einem Silo oder einem Sandhaufen zeigt Unter-
schiede zu Fliissigkeiten. Fiillt man Sand in einen hohen Behilter, so wird der Druck
nicht wie in einer Fliissigkeit stetig mit der Tiefe ansteigen, sondern einen Maximal-
wert erreichen [Jan95]. Die Ursache dafiir ist die Reibung zwischen den Teilchen und
an den Winden, die die Bildung von Bégen ermdglicht, welche Vertikalkrifte auf die
Wiinde umleiten, die dann einen Teil des Gewichts tragen. In einem Sandhaufen sind
keine Winde, d.h. der Boden trigt das gesamte Gewicht des Materials. Betrachtet
man die Kraftverteilung am Boden, so stellt man ein Minimum der Vertikalspannung
in der Mitte des Haufens fest [TB80, SN81], ein Phinomen, das noch immer umstrit-
ten ist [Sav97]. Bei einer genaueren Betrachtung mit besserer rdumlicher Auflésung
findet man Kraftnetzwerke. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Krifte gehorcht
bei kleinen Kriften einem Potenzgesetz und nimmt bei groflen Kriften exponentiell
mit der Stirke ab [EO89b, LNS*95, RBR96, WCCB96, WCC97, Lud97a).

1.2 Methodik

Die klassische Thermodynamik und die statistische Physik sind auf Systeme im
Gleichgewicht anzuwenden. Dennoch wurde versucht, eine Thermodynamik granula-
rer Medien zu formulieren, in der die Energie durch das freie Volumen und die Tempe-
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ratur durch eine sogenannte Kompaktheit ersetzt wird [EO89a, ME89, Her93, SH95].
Erste experimentelle Messungen der Fluktuationen in granularen Systemen, sowie des
granularen Aquivalents zur spezifischen Wirme, wurden erst kiirzlich durchgefiihrt
[INKP*97].

Ein anderer Ansatz basiert auf der klassischen kinetischen Transporttheorie. Die
zeitliche Entwicklung des Systems wird durch Kollisionen bestimmt, was zu einer,
der kinetischen Gastheorie analogen, Betrachtungsweise (KGT) fiihrt [Sav79, JS83,
Haf83, GS95]. Die Anwendung der KGT erfordert zuerst die Herleitung der kineti-
schen Gleichungen fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen und danach die Losung
derselben. Die Herleitung erfolgt oft durch die Benutzung intuitiver Argumente, #hn-
lich wie sie fiir die Ableitung der Boltzmann- oder der Enskog-Gleichung verwendet
werden. Die Losung ist nur selten analytisch moéglich, aber Rohrflul und Scherung,
oder allgemeiner schnelles Flieflen verdiinnter Granulate, kann man damit in einigen
Parameterbereichen gut beschreiben. Die theoretische Basis ist wegen der notigen
Vereinfachungen und Hypothesen noch immer umstritten.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung granularer Medien sind numerische
Verfahren und Losungsmethoden, sowohl fiir Kontinuumsgleichungen, als auch zur
Betrachtung von vielen diskreten Partikeln. Im Bereich der numerischen Modellierung
diskreter Teilchen gibt es konzeptionell unterschiedliche Ansdtze. Man hat versucht,
granulare Materialien mit stochastischen Simulationsverfahren wie Zellularautoma-
ten [BJW94, PH94, AH96|, Boltzmann-Gittergasen [Puh93, FH93] und Monte-Carlo
Methoden [RSP*87, DL95] zu modellieren. Das Hauptproblem dabei ist die unklare
Bedeutung der Zeit und der Materialparameter im Modell. Dennoch konnten interes-
sante qualitative Erkenntnisse iiber die dem Rohrflufl und der Entmischung zugrun-
deliegenden Prozesse gewonnen werden.

Deterministische Simulationsmethoden, die einzelne Teilchen explizit verfolgen,
lassen sich in drei Hauptgruppen unterteilen. Die erste Methode baut auf der klassi-
schen Molekulardynamik (MD) auf. Die Bewegungsgleichungen werden mit phénome-
nologischen Wechselwirkungsgesetzen fiir Normal- und Tangentialkomponenten nu-
merisch gelost, so dal man die Trajektorien aller Teilchen erhilt. Die zweite Methode,
die Ereignis-Dynamik (ED), nimmt nicht-verformbare Teilchen an und verfolgt dann
jedes Teilchen von Stof§ zu Stof}. Der wesentliche Unterschied der beiden Methoden ist
die Dauer eines Stofles: Bei MD ist die Sto3dauer endlich und von den Materialpara-
metern abhéngig, wihrend bei ED die Kontaktdauer, wegen der Nicht-Verformbarkeit
der Teilchen, verschwindet. Der eigentliche Anwendungsbereich von MD sind Systeme
hoher Dichte, wihrend ED bei niedriger Dichte zu bevorzugen ist. Vergleiche der MD
und ED Methoden fiihrten zur Erkenntnis, dafl beide Methoden im Bereich niedriger
Dichte dquivalent sind [LCB*94¢, LHB94], withrend sich bei hoher Dichte deutliche
Abweichungen ergeben [LCB™94a, LCB*94b, SDW96]. Die dritte Methode, die ne-
ben den Teilchen auch deren Kontakte explizit behandelt, wird dementsprechend als
Kontakt-Dynamik (CD) bezeichnet. Vergleiche von MD und CD wurden an einfachen
Modellsystemen vorgenommen [RSDW96] und ergaben im quasi-stationéren Bereich
gute Ubereinstimmung. Fiir den quasi-statischen Grenzfall kénnen auch auBerdem
schnellere implizite Losungsverfahren benutzt werden, mit denen das Gleichungssy-
stem gelost wird, das man durch die Forderung nach verschwindenden Zeitableitungen
erhilt [BG91, GDZ95, vB96.

Mit MD wurde der Flufl in zweidimensionalen Trichtern [RH94] und Rohren
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[PG96], Konvektion in vibrierten Behéltern [Tag92, GHS92, LCB*94b, GZBN97], De-
formation unter Scherung [CB85, TG91, TH95a], Lawinenstromung entlang granula-
rer Haufen [Cam90, LH93, HKPS95], Entmischung [HW86, RSP 87, GHP096, Ris96]
und Teilchentransport auf schrigen Oberflichen [GH092b, DBW96] erforscht. Weiter
wurden mit MD quasi-statische Modell-Sandhaufen [LL94, Lud97a, LM97, ML97a],
Kompressionsversuche [GS94, vB96, Sch97] und Scherzellen [CW67, Sav84, vB96,
Sch97] untersucht. Ein quantitativer Vergleich mit Experimenten ist nicht immer
moglich, was auf unzureichende Rechenleistung, mangelhafte Wechselwirkungsmo-
delle, aber auch auf das Fehlen von prézisen Mef3daten zuriickzufiihren sein kann.

Alternativ zu MD wurde die ED Methode fiir Systeme ohne Gravitation mit peri-
odischen Réndern verwendet [GZ93, GTZ93, MY94, MY96, McN96, MB97, TH95b,
MML97]. Die Methode wurde fiir dissipative Systeme im Gravitationsfeld erweitert
[LHB94| und erfolgreich zur Untersuchung des Skalierungsverhaltens der Energie in
vibrierten granularen Systemen [LCB*94c, LHB94, Lud95] und von Oberflichenwel-
len [LCRDY6] verwendet. Weiter wurden bei der Modellierung des Flielens in Rohren
[DML*96] dynamische Bogenbildung und Spinselbstordnung entdeckt [LDCR96c].
Die ED Methode wurde auch zur Simulation von Ausschnitten planetarer Ringe ver-
wendet [SHB95, SSK97].

Erweiterungen der oben genannten Methoden beriicksichtigen nicht nur Dissi-
pationsmechanismen an der Oberfliche, sondern lassen auch die Anregung kornin-
terner Freiheitsgrade zu [GZ96]. Kombinationen verschiedener Verfahren, die bis-
her vor allem bei der Simulation von Gas- oder Fliissigkeitsstromungen Anwendung
fanden, sind die Direkte Monte-Carlo Methode (DSMC) [Bir94, AGA95a, MLH97]
oder die Methode verschmierter Teilchen ,Smooth Particle Hydrodynamics“ (SPH)
[HK92, Mon92, HPH'94, PHK95, HK95b).

1.3 Granulare Medien in den Ingenieurwissenschaften

Die Bodenmechanik und die Geowissenschaften behandeln die vielfiltigen Erschei-
nungsformen kohésiver Materialien, zu denen neben feinem Sand auch Ton gehort.
Erz, Zement und Granulat wiederum sind nur wenige Beispiele fiir Materialien, mit
denen sich die mechanische Verfahrenstechnik beschiftigt, um zu erforschen, wie der
betrachtliche Aufwand bei Zerkleinerung, Mischung und Transport vermindert wer-
den kann. Dazu kommen die Astrowissenschaften, die sich mit interstellaren Staub-
wolken, Planetenringen oder Asteroidengiirteln befassen.

Die Notwendigkeit, das Verhalten granularer Materie quantitativ zu beschrei-
ben, hat zu einer gut entwickelten Theorie dieses Aggregatzustandes gefiihrt [Terd3,
Sch68, Ned92], die auf die empirische Plastizitdtstheorie mit diversen Erweiterungen
der Theorien von Jenike und Drucker-Prager aufbaut. Man benutzt vor allem kon-
tinuumsmechanische Ansétze unter der Grundannahme einer homogenisierten Mi-
krostruktur, womit viele der Fragestellungen aus der Bodenmechanik und der Si-
loauslegung addquat zu beantworten sind. Sobald die Mikrostruktur des Materials
wichtig wird, sind zusétzliche Annahmen notwendig.

Die Erforschung von Schiittgiitern ist traditionell durch ingenieurwissenschaftli-
che Arbeiten dominiert, die sich z.B. mit der Auslegung und dem Betrieb von Silos
befassen [Bug84, SW87, FB90, TG93, Gud96¢c|. Ein weiterer stark vertretener Be-
reich ist die Bodenmechanik [Gud96a, Gud96b, DE96, Ehl96, Ver90, SV96|, in der
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vor allem Kontinuumstheorien zur Beschreibung des granularen Bodens Verwendung
finden, wihrend sich bei stirkerer Kohésion hypoplastische Modelle [Kol91, Gud96b]
und zur Beriicksichtigung der Rotation der Koérner auch Cosserat-Ansitze [TG93,
DE96| eignen. In diesem Bereich gibt es einen geschlossenen theoretischen Forma-
lismus, der mit konstitutiven Gesetzen arbeitet, die jedoch Parameter enthalten,
die nicht immer einfach abzuleiten sind. Diese Theorien werden von der numeri-
schen , Finite-Elemente-Methode“ (FEM) hervorragend ergénzt. Zur Untersuchung
des Verhaltens granularer Medien werden auflerdem , Finite Differenzen Methoden“
sowie Labor- und Feldversuche durchgefiihrt [HS83, HSY86, SH89, GH93, KGH94,
HR94, HKPS95, HSR96]. Die windgetriebene Entstehung und Dynamik von Diinen,
in all ihren Erscheinungsformen und Groéflen, sind ebenso Gegenstand aktueller For-
schung [Bes83, Bes86, Bes87, PT90, BP93, NO93, Bes95] wie planetare Ringe, granu-
lare Systeme auf einer ganz anderen Gréflenskala und mit anderen Randbedingungen
[BGT85, Wie87, WD88, SHB95, SSK97].

Offene Fragestellungen, die die Forschung auf dem Gebiet granularer Materiali-
en notig machen, sind z.B. das Versagen von Silos, Lawinen oder Entmischung. Si-
loversagen ist ein Beispiel fiir gefihrliche Konsequenzen seltener, aber extrem starker
Spannungsfluktuationen. Lawinen sind intermittente Phéinomene, die unkontrolliert
zu groflen Schiden fiihren kénnen und manchmal mit Entmischung verbunden sind,
einer Instabilitédt des granularen Materials.



2  Uberblick

Kohisionslose granulare Medien konnen auf verschiedene Arten betrachtet werden.
Eine Moglichkeit ist, bei diinnen Systemen zu beginnen und sich zu immer gréfleren
Dichten vorzuarbeiten. Da in dieser Arbeit vor allem Vielteilchen-Systeme mit paar-
weise interagierenden diskreten Einzelkomponenten betrachtet werden, wird zunéchst
in Teil IT die Theorie der Zwei-Korper-Wechselwirkung ausgefiihrt. Die klassische
StoBmechanik wird auf granulare Partikeln zugeschnitten und um Dissipation und
Reibung erweitert. Danach werden Vielteilchen-Effekte anhand von Modellsystemen
sowie der Ubergang von Dynamik zu Statik bzw. von niedriger zu hoher Dichte disku-
tiert. Da in diinnen Systemen mit ballistischer Bewegung und kurzen Zwei-Teilchen-
StoBen die Teilchengrofle, -form und -oberfliche weniger wichtig ist als in dichten
Systemen, wird zur Beschreibung granularer Medien vor allem das deterministische
Ereignis-Dynamik Modell verwendet.

Experimente, theoretische Ansitze und numerische Simulationen verschiedener
granularer Systeme werden im folgenden jeweils zusammen beschrieben. In Teil III
werden granulare Systeme in einem vibrierten Behélter untersucht, wobei zwischen
verdiinnten gasidhnlichen und dichteren fliissigkeitsihnlichen Systemen unterschieden
wird. Man findet in diinnen, homogenen Systemen interessantes Skalierungsverhal-
ten und bei hoherer Dichte kollektive Phinomene wie Konvektion und Entmischung.
Die Theorie kann das Skalierungsverhalten, das sowohl im Experiment als auch in
der Simulation gefunden wird, nicht erkliaren. Es stellt sich heraus, dafl die Randbe-
dingungen das Verhalten des granularen Mediums im verdiinnten Bereich stark be-
einflussen. Im dichten Bereich zeichnet die Reibung mit den Winden verantwortlich
fiir die Konvektion, ist aber weniger bedeutend fiir die Entmischung. Die Unterschie-
de zwischen granularen Systemen und klassischen, elastischen Vielteilchen-Systemen
ohne Dissipation und die jeweiligen Geschwindigkeitsverteilungen werden diskutiert.

Zwischen diinnen, dynamischen Systemen und dichten, statischen Systemen gibt
es zahlreiche intermittente Zustéinde, in denen sich Bewegung und Stagnation ab-
wechseln konnen. Beispiele fiir derartiges intermittentes Verhalten sind Haufenbil-
dung mit Lawinen entlang freier Oberflichen und Strémungsblockaden in Silos und
Rohren. Durch Dissipation kénnen dynamische Systeme in einen statischen Zustand
gelangen, und diesen, ausreichende Energiezufuhr vorausgesetzt, wieder verlassen.
Die zwei konkurrierenden Effekte Energieverlust und Energiezufuhr fithren auch zu
Instabilitdten, d.h. bei periodischen Anregungen zu Konvektion, Teilchentrennung
und Oberflichenwellen. Wie und warum Stromungsblockaden beim Ubergang von
Statik zu Dynamik entstehen, wird in Teil IV am Beispiel der Bewegung granularer
Materialien in Rohren erldutert. Man findet Stromungsblockaden durch dynamische
Bogenbildung und Selbstorganisation der Drehrichtung kugelférmiger Teilchen. So-
bald das System den homogenen Zustand verldfit, andert sich die Stoflstatistik, und
das granulare Medium versucht, den durch Reibung verursachten Energieverlust zu
minimieren.

Die reichhaltige Phénomenologie granularer Medien machte bisher eine geschlos-
sene Beschreibung unmdoglich. Einfache Ansétze, Modelle und Theorien sind in der
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Regel nur in beschrinkten Parameterbereichen giiltig und nur selten problemlos er-
weiterbar. Bei der Entwicklung von Theorien und Modellen miissen vereinfachende
Annahmen gemacht werden, und man ist oft auf numerische Verfahren angewiesen,
um zu Resultaten zu gelangen. Um Realitédtsnihe zu gewéhrleisten, miissen Simula-
tionsergebnisse mit Experimenten verglichen werden. Wie gut Experimente, Simula-
tionen und theoretische Ansitze miteinander {ibereinstimmen koénnen, wird in Teil
V gezeigt. Die Entstehung und Dynamik periodischer Strukturen mit geschlossenen
Randbedingungen und periodischer Anregung kann quantitativ mit Experimenten
verglichen werden, und die numerische Simulation erlaubt die Bestimmung der Kor-
relationsfunktionen und der Dispersionsrelation. In einem periodischen System ohne
Wiinde wird die dissipationsinduzierte Dichteinstabilitdt mit Clusterbildung nume-
risch untersucht. Der Ubergang von homogener Dichte zu inhomogenen Clustern wird
durch die Clusteranzahl und -gréfle beschrieben und zeichnet sich ebenso durch eine
Anderung der StoBstatistik aus, wie die Inhomogenititen beim Rohrfluf.

Was granulare Medien von einem Festkorper unterscheidet und welche Effekte
durch die granulare Natur und das Kontaktnetzwerk verursacht werden, wird in Teil
VI fiir Sandhaufen untersucht. Fiir den Grenzfall langsamer Schiittung wird aus einem
Gittermodell die Kontinuumsgleichung abgeleitet und bei Verwendung verschiede-
ner Teilchensorten wird Entmischung in Form von Streifen (Stratifikation) gefunden.
Bei der Simulation ganzer Sandhaufen stellt man fest, daf viele Eigenschaften und
Phénomene in granularen Medien mit dem Kontaktnetzwerk zusammenhéngen. Die
Fluktuationen der Kontaktkrifte und die Verteilungsfunktionen gehorchen Gesetzen,
die kaum von der Kornform oder vom Wechselwirkungspotential abhéingen.

Schliefllich werden die numerischen und algorithmischen Aspekte der verwendeten
Simulationsmethoden in Teil VII diskutiert. Neben der hauptsichlich verwendeten
Ereignis-Dynamik (ED) und der ebenso deterministischen Molekulardynamik (MD)
werden auch die stochastischen Monte-Carlo (MC) und DSMC (,,Direct Simulation
Monte Carlo“) Verfahren vorgestellt.
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Teil 11
Theorie der Wechselwirkung

Da granulare Medien aus einzelnen Teilchen bestehen, wird besonders auf die Theorie
der Teilchen-Teilchen Wechselwirkung wertgelegt. Die klassische Stofitheorie wird um
Energieverlust und Reibung erweitert, und schliellich werden Vielteilchen-Effekte
diskutiert.

3 Die Physik des Zwei-Teilchen-Kontaktes

Fiir die Beschreibung granularer Medien gibt es zwei mégliche Vorgehensweisen. Eine
besteht darin, von einer homogenisierten Grundstruktur auszugehen, und das makro-
skopische Verhalten durch konstitutive Gesetze einzubringen. Die andere Moglichkeit
ist die separate Behandlung einzelner Teilchen. Dazu benétigt man eine detaillierte
Kenntnis der zugrundeliegenden Gesetze der klassischen Mechanik, die die Dynamik
der Teilchenkontakte bestimmen.

In diesem Kapitel wird zuerst der Zwei-Teilchen-Stofl im Fall kugelférmiger Teil-
chen diskutiert. Danach werden Phinomene beschrieben, die bei Vielteilichen-Kon-
takten auftreten konnen. Der Zwei-Teilchen-Stof} ist trotz zahlreicher Experimente,
die sich stets auf bestimmte Materialien und Randbedingungen beschrinken, noch
immer unzureichend mikroskopisch erforscht [Ray06, Ram18, Brid5, Gol64, Ree85,
SCB90, DYR94, FLCA94|. Bei der Modellierung des einfachen Zwei-Teilchen-Stofles
fiihren verschiedene Ansétze zum gleichen Ergebnis, erzeugen aber bei Vielteilchen-
Stofen ein unterschiedliches Verhalten des Systems.

3.1 Einfiihrung der Materialparameter

Die theoretische Beschreibung der Kollision zweier Teilchen geht auf die Arbeiten von
Mindlin und Deresiewicz, sowie Maw, Barber und Fawcett [Min49, MD53, MBF76,
MBF81] und auf ein vereinfachtes Modell von Walton et al. [WB86] zuriick. Erst kiirz-
lich wurde von Foerster et al. experimentell nachgewiesen, dafl Zwei-Teilchen-Stofe
durch solche vereinfachten Modelle hinreichend genau beschrieben werden kénnen
[FLCA94]. Vergleiche von Experimenten mit Simulationen, die dieses Modell verwen-
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den, sind jedoch noch relativ selten [WB86, Lud95, DML*96, LDM*96, LDCR96c,
LDCR96a, LCRDY6].

Mit gegebenen Geschwindigkeiten bei Kontaktbeginn (und damit Wechselwir-
kungsbeginn) geniigen zur Erkldrung der experimentellen Daten die drei Parameter
€, 4 und [y, deren Bedeutung im folgenden genauer ausgefiihrt wird.

3.1.1 Der Restitutionskoeffizient in Normalrichtung

In Normalrichtung 7, also parallel zur Verbindungslinie der Zentren zweier kugelformi-
ger Teilchen, beschreibt der Restitutionskoeffizient e (auch Stofizahl genannt) den

Verlust des Relativimpulses im Massenschwerpunktsystem:
T A R S

- _ . 1
m1u§") — mﬂ)én) u&") — vgn) (1)

€E =

Die Teilchen ¢ = 1, 2 haben die Massen m; und im Massenschwerpunktsystem parallel
zum Verbindungsvektor ihrer Zentren die Geschwindigkeiten UE") vor bzw. ui") nach
dem Stof}. Der Bereich der moglichen Restitutionskoeffizienten ist 0 < € < 1. Der
Grenzfall € = 1 entspricht einem elastischen, der Grenzfall ¢ = 0 einem vollsténdig
inelastischen Stof}. Da der Gesamtimpuls relativ zum Massenschwerpunkt verschwin-
det, d.h. |m ¥ + mots| = |myil; + matis| = 0 ist, geht durch den Verlust des Relati-
vimpulses zwar Energie verloren, der Gesamtimpuls aber bleibt erhalten.

Betrachtet man den Stof3 eines Balls mit dem Boden im Gravitationsfeld mit Gra-
vitationsbeschleunigung g, so erhilt man aus der Fallh6he A; und der Riickprallh6he
hy jeweils die Stofigeschwindigkeit v = 1/2gh; und die Riickprallgeschwindigkeit
u = —4/2ghs. Der Massenschwerpunkt wird mit dem Boden identifiziert, so daf§ der
Restitutionskoeffizient nach Gleichung 1 als das negative Verhéltnis von Riickprall-
und Stofgeschwindigkeit definiert ist:

€= ——=/—. (2)

Dabei ist zu beachten, dafl der Restitutionskoeffizient nicht nur vom Material, sondern
u.a. von der Geschwindigkeit abhéingt [Gol64, WB86, LCB*94a, SDW96, BSHP96].

Betrachtet man nun ein Teilchen, das auf eine ebene Platte prallt und solange
springt bis all seine kinetische Energie verbraucht ist, so ergibt sich das in Abb. 2
dargestellte Bild. Die Riickprallgeschwindigkeit nach dem n-ten Stof} ist u, = —ev,,
so dafi sich die Stolgeschwindigkeit vor dem n + 1-ten Stof} ergibt als

Upi1 = €U, = €. (3)
v, ist die Aufprallgeschwindigkeit vor dem Stofl n. Verwendet man z.B. ¢ = 0.6, so
ist nach 80 StoBen vgy ~ 1.8 x 10~ 18vy.
Die Zeit zwischen den Stéflen n und n + 1 ist ¢,11 = 2v,41/g, so dal man durch
Addition aller Zeiten zwischen den Stofen eine geometrische Reihe erhélt, die die Zeit
bis zum Liegenbleiben ergibt:

> 2?)06
ty, = the1 = ) 4
’ 7;) g -e @
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Abbildung 2: Schematische Darstellung der Flugbahn eines springenden Teilchens auf
einer Ebene. Bei jedem Stofl geht ein Teil der Energie verloren bis das Teilchen zur
Zeit ty, liegen bleibt.

Mit vy = 6.3m/s und € = 0.9 ergibt sich t, =~ 11.6s.

Bisher wurde impliziert, daf} ein Stof} instantan erfolgt. Fiir eine Aluminiumkugel
mit Durchmesser d = 1mm ergibt sich jedoch eine Kontaktdauer ¢, &~ 1us [LCB*94a],
so dafl man bei zu kleinen Zeiten zwischen den Stoflen ¢,,; < t. nicht mehr von Ein-
zelstoBen sprechen kann; das Teilchen liegt bereits nach np.x = log[gt./(2v1)]/loge
StoBen auf dem Boden [Lud97b]. Eine ausfiihrliche Diskussion der Konsequenzen
dieser Tatsache ist in Kapitel 5 zu finden.

Bewegt man die Bodenplatte sinusférmig auf und ab, so fiithrt man dadurch dem
System Energie zu, was bereits fiir ein perfekt inelastisches Teilchen mit Restitu-
tionskoeffizient € &~ 1 ein breites Spektrum an interessanten Effekten ergibt: Man
kann Bifurkationen, Periodenverdopplung und Chaos schon an einem solch einfachen
»granularen“ System eines einzelnen Teilchens demonstrieren [Pie83, LM93].

3.1.2 Der Coulomb-Reibungskoeffizient

In Tangentialrichtung gibt der Reibungskoeffizient p das Verhaltnis von Tangential-
und Normalkréften an. Man verwendet hier iiblicherweise das Coulombsche Reibungs-
gesetz [Cou81]. In Abb. 3 sind die Gewichtskraft fy, die Reibungskraft fr und die
Zugkraft f, die an einem auf einer Ebene liegenden Quader wirken, schematisch dar-
gestellt.

A
|

fr —
TR T

Abbildung 3: Darstellung der Krifte, die an einem Block auf einer schiefen Ebene
wirken.

Generell unterscheidet man zwischen Haftreibung fg oft < tofn, Gleitreibung
Gleit — | fx und Rollreibung fE°" < p, fn, wobei in allen Fillen die Reibung un-
abhingig von der Beriihrungsfliche angenommen wird. In der Regel ist po > p >> pu,,

so daB man in vielen Fillen die Haft- und Gleitreibungskoeffizienten gleichsetzt
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(o = p) und den Rollreibungskoeffizienten vernachléssigt (u, = 0). Man beachte
dabei, dafl das Coulombsche Gesetz nur eine gute Ndherung an die Wirklichkeit ist,
keineswegs jedoch fiir alle Situationen richtig sein kann. Als eine Ubersicht zu den
offenen Fragestellungen zur Reibung sei hier ein Konferenzband aus dem Jahre 1997
empfohlen [WG97].

3.1.3 Der Tangential-Restitutionskoeffizient

Analog zum Normal-Restitutionskoeffizienten 148t sich die Tangential-Restitution (3
definieren, die aber, wie spéter gezeigt wird, keine Konstante ist und anders als € auch
negative Werte annehmen kann. Der Tangential-Restitutionskoeffizient [, begrenzt
die Reibungskrifte und damit die Tangentialgeschwindigkeit der Kontaktpunkte nach
dem Sto8.

Da die Reibung entgegen der Tangentialgeschwindigkeit wirkt und Energie dissi-
piert, muf} die aus der Tangentialgeschwindigkeit resultierende Energie nach dem Stof3
kleiner sein als vor dem Stof (siehe auch Anhang E). Um dies in allen Sonderfillen
zu gewahrleisten, miissen die bei beinahe zentralen Stéflen entstehenden sehr starken
Tangentialkréfte begrenzt werden. Physikalisch bedeutet das, dal die Coulombsche
Reibung nur fiir gleitende Kontakte gilt, wihrend der Tangential-Restitutionskoeffi-
zient fiir haftende Kontakte Anwendung findet. Haftend bedeutet, daf} sich die Kon-
taktstellen kaum gegeneinander bewegen. Interessanterweise kann die Tangentialge-
schwindigkeit der Kontaktpunkte nicht nur verschwinden, sondern sich, wie experi-
mentell bewiesen [FLCA94], durch elastische Effekte umkehren.

Das im folgenden genauer beschriebene Modell, das die drei Parameter ¢, u und [y
verwendet, bedingt, dafl gleitende und haftende Kontakte nicht gleichzeitig vorkom-
men. Diese Annahme ist zwar nicht immer richtig, aber fiir die meisten gemessenen
Materialien und Stoparameter eine sehr gute Niherung [FLCA94].

3.2 Die Impulserhaltungsgleichungen

Man betrachte zwei Teilchen mit den Durchmessern d;, den Geschwindigkeiten im
Laborsystem ' = @, + ¥;, sowie den Massen m; (i = 1,2) im Massenschwerpunkt-
system mit der Geschwindigkeit

ﬁcm = (mﬂ_)’f + mgﬁé)/(ml + mg). (5)
Der Einheitsvektor in Normalrichtung ist, wie in Abb. 4 dargestellt,

LTI
n= —-—= 6

F—— (6)
wobei 7; die Position des Zentrums des Teilchens 7 ist. Die Relativgeschwindigkeit der
Kontaktpunkte ist vor dem Stof}

d d
m:a—@—<§@+§@>xm (7)

wobei 7; und &; die lineare und die Winkelgeschwindigkeit von Teilchen ¢ sind.
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(b)

Abbildung 4: Darstellung der Geschwindigkeiten zweier Teilchen vor (a) und nach
(b) einem Stof.

Man beachte, dafl die beiden Geschwindigkeiten ; und 75 im Schwerpunktsystem
parallel sind. Dies 148t sich leicht zeigen, indem man das Kreuzprodukt #; x ¥ be-
rechnet. Hier sei auflerdem bemerkt, dafl die Anderung des Drehimpulses fiir beide
StoBpartner in die selbe Richtung erfolgt. 7, hat die Normalkomponente 7™ = 7(%,-7)
und die Tangentialkomponente #) = 4, — #{™. Der Vektor #*) definiert damit den
Einheitsvektor in Tangentialrichtung ¢ = 7" /|#)|. Der StoBwinkel v ist als der Win-
kel zwischen 7 und #, definiert, und er kann damit nur Werte im Bereich 7/2 < v < &
annehmen.

Die Erhaltungsgleichungen werden nun mit der Impulsinderung Ap des ersten
Teilchens i = 1 ausgedriickt. Kennt man die Kraft f(¢) als Funktion der Zeit ¢, so
ergibt sich die Impulséinderung in einem infinitesimal kleinen Zeitschritt dt aus dem
KraftstoB dj = f(t)dt. Fiir verschwindende Kontaktdauer ¢, — 0 oder fiir konstan-

-

te Krifte f(t) = const. ist die Schreibweise mit Impulsinderungen Ap’ dquivalent
zur Schreibweise mit Kréften f(¢)dt. Der Austausch der beiden Symbole fiihrt zu
dquivalenten Gleichungen.

Die Impulserhaltung erfordert die gleiche Impulsénderung fiir beide Teilchen
Aﬁ: ml(ﬁl — 171) = —mQ(UQ — ’172), (8)

wobei ; die noch unbekannte Geschwindigkeit von Teilchen 7 nach dem Stof ist. Die
Normalkomponente der Impulsinderung Ap™ beeinfluBt die Winkelgeschwindigkei-
ten nicht. Die Tangentialkomponente Ap® fiihrt zu einer Anderung der Winkelge-
schwindigkeit, sobald die Oberfliichen nicht ideal glatt sind. Da Ap(® am Kontakt-
punkt wirkt, ergibt sich die Drehimpulséinderung als Vektorprodukt des Kraftarms
—(dq1/2)n und der Impulséinderung Ap:

—fx AF = @ - @). 9)

In Gleichung 9 ist I; das Tragheitsmoment des Teilchens bei Rotation um den Mas-
senschwerpunkt, und & ist die unbekannte Winkelgeschwindigkeit nach dem Sto8.

Mit gegebenem Ap’ kann man aus den Gleichungen 8 und 9 alle Geschwindigkeiten
nach dem Stof} berechnen, d.h.

=T + Ap/ma, (10)
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—/ — dl

= — ——nxAp 11
wl w1 (2[1)n X D, ( )
’ljg = 172 — Aﬁ/mg, und (12)

dy
B =Gy — —2 i X AP 1
Wy = Wy (212)71 x Ap (13)

Man beachte, da8 sich aus Gleichung 9 fiir beide Teilchen eine Anderung der
Winkelgeschwindigkeiten in die gleiche Richtung ergibt, d.h. beim Stof} rauher Teil-
chen dndert sich die Komponente des Drehimpulses, die von der Rotation der beiden
Teilchen herriihrt. Es muf§ sich also auch die Komponente #ndern, die von der Nicht-
Zentralitdt des Stofles stammt. Mit anderen Worten: bei inelastischen Stéfen rauher
Teilchen kann sich der Stoflparameter

> U — Uy
b= (r — X 14

(7‘1 TQ) |171 — 1_),2| ( )
beim Stof 4ndern. Im vereinfachten Fall gleich grofler und gleichschwerer Teilchen ist
der Kontaktpunkt mit dem Massenschwerpunkt identisch, was mit dem Beitrag des

Bahndrehimpulses den Gesamtdrehimpuls
= - - ]_ d - - - — 1 — — — —
Lyes = (& + &) + Emb\vl — | = mq(d/2)*(&, + Do) + im(rl —7y) X (T, — Up) (15)

ergibt, wobei d = d; = dy, m = m; = my und I = gm(d/2)? verwendet wurde.

3.3 Berechnung der Impulsinderung

Mit den Gleichungen 10-13 verbleibt die Berechnung der Impulsénderung beim Sto8.
Da die Normal- und die Tangentialkomponenten bei kugelférmigen Teilchen entkop-
peln, berechnet man zuerst die Normalkomponente Ap™ mit Hilfe der Definition des
Restitutionskoeffizienten in Gleichung 1. Setzt man die Gleichungen 10 und 12 in die
Normalkomponente der Differenz der Geschwindigkeitsinderungen Ap/m; + Ap/my
ein, ergibt sich

AF™ = —myp (1 + €) 7™, (16)

wobei mys = mymgy/(my + my) die reduzierte Masse ist.

3.3.1 Coulombsche Reibung und Tangentialelastizitét

Coulombs Gesetz beschreibt das Verhiltnis von Normal- und Tangentialkréiften, was
man auch als Verhéltnis der Impulsénderung in Normal- und Tangentialrichtung in-
terpretieren kann: |Ap®| < u|Ap™|, wobei der Reibungskoeffizient positiv ist > 0.
Da die Reibung entgegen der Relativgeschwindigkeit o) wirkt, mu8 Ap® parallel zu
—1t sein, was zu einer Ungleichung fiir die Tangentialkomponente der Impulséinderung
fiihrt:

AP < pumyp(1 + €)vecosy 1 (17)

In Gleichung 17 ist der Betrag der Normalgeschwindigkeit v(™ = |#{"| = —v, cos~,
da cosy < 0 fiir alle méglichen v ist. Zusammen mit dem Einheitsvektor in Tangen-
tialrichtung # = @) / (v, sin ) ergibt Gleichung 17 die Anderung der Tangentialkom-
ponente des Impulses:

AFD = myppu(1 + €) cot y 7. (18)

c
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An der Grenze des Wertebereichs v — 7 ergibt sich coty — —o0, wobei v = 7 einen
zentralen Stof identifiziert. In diesem Fall kleiner Tangentialgeschwindigkeiten kann
Apt in Gleichung 18 sehr gro werden, so daf§ sich riesige Geschwindigkeiten |@(®|
ergeben konnten, wiirde man einfach Gleichung 18 in die Gleichungen 10-13 einset-
zen. Dies wiirde zu einem Energiegewinn fiihren (siche Anhang E) und ist deshalb
zu verhindern. Coulombs Gesetz, mit der Tangentialrestitution (31, die in Anhang
A berechnet wird, darf also nur bei hinreichend kleinen Stofwinkeln oder groflen
Tangentialgeschwindigkeiten angewandt werden. Physikalisch gesehen fiihrt eine zu
starke Kraft zu einer Anderung des Kontaktverhaltens: Ein gleitender Kontakt wird
zu einem haftenden Kontakt. Um diesen Sonderfall zu behandeln, schlugen Walton
und Braun [WB86] vor, einen Tangential-Restitutionskoeffizienten einzufiihren, der
die maximale Tangentialgeschwindigkeit nach dem Stofl begrenzt. Dieser Tangential-
Restitutionskoeffizient mufl im Bereich —1 < 3, < 1 liegen und wird fiir grofle v oder
analog kleine Tangentialgeschwindigkeiten aktiv.

Formt man die Gleichungen 16 und 18 so um, dafi die Koeffizienten € und £ in
analoger Weise vorkommen, so erhilt man schliefflich die Impulséinderung

Ap=—mp(1+ 6)172") — M1s (ﬁ) (1+ ﬂ)Ugt). (19)

Der Faktor ¢/(1 + ¢) kommt daher, daB eine Anderung der linearen Tangentialge-
schwindigkeit bei rauhen Oberflichen mit einer Anderung der Winkelgeschwindigkeit
verkniipft ist. In Gleichung 19 hat man die Tangential-Restitution § = min [y, 31],
was bei grolen Stofiwinkeln 8 = [ und bei kleinen Stofiwinkeln zu § = (3, =
-1- %u(l + €) cot vy ergibt. Letztere Beziehung in Gleichung 19 eingesetzt, fithrt

wieder zu Gleichung 18. Die Tangential-Restitution 3 ist das Aquivalent zu € und
wird in Appenidx A genauer diskutiert und hergeleitet. In Abb. 5(a) sind 3, §y und
(B schematisch als Funktion von 7 dargestellt.

(@ " (b)

W,
0 Bl
W,
—yaen | By

Abbildung 5: (a) Die Tangential-Restitution # als Funktion des Stofiwinkels . (b)
Uy = ul) /v als Funktion von ¥, = v /v{™.
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3.3.2 Klassifizierung von Stéflen

Um St68e quantitativ klassifizieren zu kénnen, haben verschiedene Autoren [FLCA94,
Lud95, SDW96] das von Mindlin und Deresiewicz [Min49, MD53] und Maw, Bar-
ber und Fawcett [MBF76, MBF81]| eingefiihrte Verhiltnis von Tangential- und Nor-
malgeschwindigkeit vor dem Stof ¥, = v /v™ = —tan~y und nach dem Sto8
U, = u/v(® = etany', verwendet, wobei 7' der Winkel zwischen i, und 7 ist.
Mit Gleichung 19 ist

_itg ;
wp:{wl g (L+ep firy <5 (20)
— 6oV fir v > 7.

In Abb. 5(b) ist das Verhalten von Wy schematisch dargestellt. Die gepunktete Linie
stellt den Fall glatter Oberflaichen 4 = 0 dar, und die durchgezogene Linie stellt
Gleichung 20 dar. Bei gegebenen Materialparametern ¢, 4 und g, wird jede Kollision
fiir beliebige Stofiparameter b der Gleichung 20 gehorchen.

3.4 Integration des Zwei-Teilchen-Stofles

Ersetzt man in obigen Gleichungen Ap durch den Kraftstofl fdt, so erhilt man Dif-
ferentialgleichungen fiir die Geschwindigkeiten der Teilchen, die man in einigen ein-
fachen Fillen analytisch 16sen kann. Es erweist sich als geschickt, die Uberlappung

1 o o a
5=§(d1+d2)—(r1—7“2)n (21)

und die Tangentialgeschwindigkeit des Kontaktpunkts

d
—9 = 22
mit der Tangentialverschiebung ¢ zu definieren. Man beachte, daf§ d(5 =6=—0n

vor dem Stof positiv und nach dem Stof negativ ist, wihrend ¥ = ¥,f wegen der
Definition von ¢ i 1mmer positiv ist.

Da b = j;é = — 45,7 ist, folgt 5= —fm /my — fzn)/mg, wobei f™ = m;7in die
Kraft in Normalrlchtung ist, die auf Teilchen i wirkt. Da Impulserhaltung gefordert
wird (,,actio=reactio), setzt man f; () — f(") und erhélt damit fiir die Anderung

der Normalgeschwindigkeit

. d 1w
= ——Fn=——Ff". 2
5 dt Ve Mo fl ( 3)

Diese Differentialgleichung kann man fiir einfache Kriifte f( (4,4, t) lsen [LCB*94a]
und hat damit eine analytische Darstellung der Teilchenbewegung in Normalrichtung.

In Tangentialrichtung ergibt sich aus den Gleichungen 10-13 und 22 eine dhnliche
Beziehung fiir die Anderung der Tangentialgeschwindigkeit der Kontaktpunkte der

Teilchen
. d oo 1 ]. (t)
Y =—vgt=— 14— . 24
dtv ( + q) fi (24)

mig
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Im Fall von Kugeln ist das Trigheitsmoment um den Schwerpunkt I; = ¢;m;(d;/2)?
mit ¢; = 2/5, und das verschachtelte Kreuzprodukt [7 X Tt)] x 71, das man im Laufe der
Berechnung von Gleichung 24 erhilt, reduziert sich zu fl(t). Auch diese Differential-
gleichung 148t sich fiir einfache Krifte fl(t) l6sen, wie im nichsten Abschnitt gezeigt
wird.

Die Kenntnis dieser Krifte ist die Voraussetzung fiir die Losung der Bewegungs-
gleichungen. Wihrend es fiir die abstoflende Kraft wenigstens einige Experimente gibt
[Gol64], sind genauere Messungen der Tangentialkraft sehr schwierig. Ublicherweise
werden nur die Geschwindigkeiten vor und nach dem Stofl gemessen, woraus man die
gesamte Impulsdnderung berechnet. Eine solche Messung hilft nicht immer bei der
Entscheidung, welches Kraftgesetz zu bevorzugen ist, da verschiedene Gesetze zum
gleichen Ergebnis fiihren konnen. Die im folgenden durchgefiihrten Rechnungen sol-
len verdeutlichen, wie sich verschiedene Kréfte wihrend des Stofles auf die Dynamik
auswirken kénnen.

3.5 Modellierung des abstoflenden Potentials

Um Teilchen zu modellieren, die sich nicht durchdringen diirfen, benétigt man zu-
erst ein abstoflendens Potential. Die abstoflende Kraft und damit das Potential ist
eine Funktion des Elastizitdtsmoduls und der Querdehnungszahl. Diese Werte sind
materialabhéingig und bestimmen die Kontaktdauer ¢, fiir eine Kollision. Ein linearer
Ansatz beinhaltet eine Federkonstante & und eine Kraft proportional zur Uberlap-
pung. Ein allgemeinerer Ansatz, basierend auf der Elastizitétstheorie [Her82, fiihrt
zu einer komplizierteren Funktion £, die auch von der Sto3geschwindigkeit abhingt
[LCB*94a]. Mit der Abhiingigkeit k oc 6/ erhilt man das Hertzsche Kontaktgesetz

1(72)  0%? und kann damit die Kontaktdauer eines ungedimpften StoBes exakt be-
rechnen [LCB*194a]. Diese Stodauer wichst mit abnehmender Stofigeschwindigkeit,
abnehmender Materialsteifigkeit und zunehmendem Teilchenradius, wie im folgenden
gezeigt wird.

3.5.1 Das lineare Feder-Diampfer-Modell in Normalrichtung

Im einfachsten Fall modelliert man die abstoflende Kraft, die auf das Teilchen ¢ = 1
wirkt, als eine Hooksche Feder mit der Federkonstante k, woraus die Normalkraft

F5 = ko (25)

folgt, die nur wirkt, solange die Uberlappung positiv ist (6§ > 0). Um den Energie-
verlust beim Stofl zu modellieren, benutzt man eine dimpfende, der Geschwindigkeit

7™ entgegengerichtete Kraft
(n)

diss

= d, (26)
was mit Gleichung 23 die Differentialgleichung
6+ 26 + w26 = 0 (27)

ergibt. In Gleichung 27 ist wg = 4/k/m1s die Schwingungsfrequenz eines ungedampf-
ten Ostzillators zweier Teilchen, die iiber eine Feder der Stdrke k& miteinander wech-
selwirken, und n = v/(2m12) ist die Ddmpfungskonstante des Oszillators. Die Losung
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von Gleichung 27 ist
§(t) = (vo/w) exp(—nt) sin(wt) (28)

mit der entsprechenden Geschwindigkeit
6(t) = (vo/w) exp(—nt) [—n sin(wt) +w cos(wt) ]. (29)

In den Gleichungen 28 und 29 ist vy = 6(0) die Relativgeschwindigkeit vor dem Stof

und w = (/w3 — n? die Schwingungsfrequenz des gedimpften Oszillators. Solange die
Bedingung n < wy erfiillt ist, ist die Dauer eines Kontaktes

te=7/w, (30)

da der Kontakt endet, sobald die Uberlappung negativ wird o (t) < 0. Aus Gleichung
1 ergibt sich der Restitutionskoeffizient

€ = exp(—mn/w), (31)

und aus den Gleichungen 28 und 29 ergibt sich die maximale Uberlappung may zur
Zeit t.x durch die Begingung O(tmax) = 0. Damit ergibt sich aus Gleichung 29 die
Phase der maximalen Uberlappung wt,x = arctan(w/n) = arcsin(w/wy), und damit

Omax = (Vo/w) exp(—Ntmax) SIn(Wtpax) = (vo/wo) exp [(—n/w) arcsin(w/wyp)].  (32)

Eine alternative Regel um zu entscheiden wann ein Kontakt voriiber ist, kann
man anstatt durch die Uberlappung durch die am Kontaktpunkt wirkende Kraft for-
mulieren: Da die Teilchen keine anziehende Wechselvvlrkung haben, muf} der Kontakt
enden, sobald die Kraft das Vorzeichen wechselt, d.h. f\" ( 1) = 0. Setzt man die
Gleichungen 28 und 29 in diese Regel ein, erhélt man:

0 = (vo/w) exp(—ntf) [(k — 2myon?) sin(wtf) + 2mignw cos(wt!) ] , (33)
was zur Losung

1 2 1
th =~ <7r — arctan — 2) = — <7T — 2arctan Q) (34)
w

w w?—n w

fiihrt. Die letzte Umformung ist ein Additionstheorem fiir (n/w)? < 1 und die Lésung
ist im Intervall —7/2 < wt! < 37/2 giiltig. Im elastischen Grenzfall sind n = 0
und w = wp, womit die beiden Definitionen der Kontaktdauer (siehe Gleichung 30
und 34) dquivalent sind. Fiir w > n > 0 weichen die beiden Definitionen dagegen
voneinander ab. Das Ma8 fiir die Abweichung ist das Verhéltnis 7; = t./t/ der beiden
Kontaktdauern.

Die Kontaktdauer, die sich aus der zweiten Definition des Kontaktes und Glei-
chung 34 ergibt, ist immer kiirzer als die Kontaktdauer, die man durch die erste De-
finition und Gleichung 30 erhélt. Bei schwacher Dampfung und damit 7, ~ 1 ist die
Wahl der Definition der Kontaktdauer nicht wichtig, wihrend bei starker Dampfung
die zweite Definition zu bevorzugen ist, da attraktive Krifte explizit ausgeschlossen
werden.
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3.5.2 Das nicht-lineare Feder-Dampfer-Modell in Normalrichtung

Anstatt einer linearen Feder (Gleichung 25) kann man einen allgemeineren nichtli-

nearen Ansatz
5 1+a
o=ve(3) (39

mit dem effektiven Teilchendurchmesser d = (2d1d2) /(dy + dy), dem effektiven, geo-

metrieabhéingigen Elastizititsmodul Y ~! = 2 (1 Efl L Ug) und damit der Federkon-
stante k(0) = Yd(5/d)* verwenden. Hier ist o; die Querdehnungszahl und F; das Ela-
stizitdtsmodul des Teilchens 7. Im Fall o = 0 ergibt sich Gleichung 25, und im Fall o =
1/2 ergibt sich die bekannte Formel fiir Hertzsche Kontakte [Her82, LL89, LCB*94a).

Um den Energieverlust beim Stofl zu modellieren, benutzt man eine allgemeinere,

der Geschwindigkeit 7™ entgegengerichtete Kraft

¢o s\ Gt
m) _ o:(0\" (9
() (2

mit der Viskositdt n und einer typischen Geschwindigkeit 5.

Zur exakten Berechnung der Kollisionsdauer ¢, mufl man den Dampfungsterm
vernachlissigen, d.h. man setzt 7 = 0. Die maximale Uberlappung 6max erhilt man
fiir 6 = 0 aus der Energiebilanzgleichung e, (t) + ,(t) = ex(0), wobei die kinetische
Anfangsenergie e, = mi2v3/2 ganz in potentielle Energie e, = Yd' *0212/(2 + )
umgewandelt wird. Nach 0., aufgelst ergibt sich

A\ /2Fa) 1 e N 1/(2+a) .
Omax = (1 + 5) (Ydllia> ’1)3/(2+ )' (37)

Durch Separation der Variablen ¢ und ¢ in der Energieerhaltungsgleichung 148t sich
die halbe Kontaktdauer t./2 als Integral von 6 = 0 bis § = dmax berechnen und ergibt

,UO—OL/(Q-FO[). (38)

B 1/(2+a) 1/(2+a)
te=J(a) = J(@) (1 + %) (YT;EJ

Die Funktion .
(-1
Jo) = Y ze)
1+ HT(55)

44+2a

(39)

enthélt die Gamma-Funktion I'(x), was zu J(0) = 7 und J(1/2) = 2.94 als Vorfak-
tor in Gleichung 38 fiihrt. Man erkennt, dafl die Kontaktdauer fiir & # 0 von der
Nicht-Linearitidt des Kraftgesetzes abhingt, d.h. ¢, via/ 2+%) Eine ausfiihrlichere
Rechnung findet sich in Lehrbiichern [LL89] und eine Diskussion der Konsequenzen
dieser Beziehungen in diversen Publikationen [LCB*94a, BSHP96].

Um den Restitutionskoeffizienten wenigstens im Grenzfall schwacher Dampfung
abzuschétzen, kann man annehmen, daf} die dissipierte Energie proportional zur dis-
sipativen Kraft fCo ¢, und proportional zum Weg 0may ist:

1—Co s14Co, 14¢ 4+2(Go+¢1)+e(1+¢)
— 2+
€diss X fCo ¢ Ymax — 77d °0 OU ' X Vg : : (40)

max
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Damit ergibt sich die Abhéngigkeit des Restitutionskoeffizienten von der Geschwin-

digkeit vg
& 2(¢o+¢1)—e(1-¢1)
l—exvy, > , (41)

was z.B. fir a = 1/2, (¢ =1/2und (; =0 zu 1 — € x vo/® fiihrt [KK87, LCB*94a,

BSHP96]. Setzt man in Gleichung 35 dy = vy, entfallen die nichtlinearen Terme die

(1 enthalten und man erhélt
2¢p—«

1 —eox ™. (42)

Um einen von vy unabhéngigen Restitutionskoeffizienten zu erhalten, muf§ die Bedin-
gung 2((p + (1) + (¢ — 1) = 0 erfiillt sein, was fiir Hertzsche Kontakte mit o = 1/2
als die Regel 4y + 5¢; = 1 formuliert werden kann.

3.5.3 Das hysteretische Feder-Modell in Normalrichtung

Eine Alternative zu der viskosen Dampfung in Abschnitt 3.5.1 und zu den kompli-
zierten nichtlinearen Kréften in Abschnitt 3.5.2 ist eine hysteretische Kraft-Weg-
Beziehung, die eine mogliche plastische Verformung des Materials beriicksichtigt.
Neben komplizierteren nichtlinearen Regeln [WB86, ZSS91, STS93] kann das hier
vorgestellte linear-hysteretische Modell verwendet werden [WB86]. Man benutzt bei
Belastung eine schwichere Feder als bei Entlastung. Die abstoflende Kraft ist

fl’(I;LS) _ { k16 fiir Belastung und (43)

ko(d — &9) fiir Entlastung,

wobei k; < ko ist. Die abstoflende Kraft in Normalrichtung ist in Abb. 6 schematisch
dargestellt.

f hys

Abbildung 6: Schematische Darstellung der hysteretischen, abstoflenden Kraft in Glei-
chung 43. Bei Belastung folgt fiys dem Pfad 0-0max, bei Entlastung dem Pfad dmax-do.
Eine Wiederbelastung kann von ¢’ ausgehend, der gestrichelten Linie folgend bis zum
Erstbelastungspfad fiihren und dann dort weiterlaufen.

Wihrend der Erstbelastung nimmt die Kraft linear mit ¢ und der Federkonstante
k1 zu, bis die maximale Uberlappung Omax erreicht wurde. Bei Entlastung ergibt sich
die Uberlappung do, bei der der Kontakt beendet wird aus der Kontinuitit der Kraft
k10max = k2(Omax — 0o )- Die Kontaktdauer

T T mia [ 1 1
te=—+—= —<—+—> 44
2w 2w 7r\/ 2 \ki ke (44)
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folgt aus Gleichung 30 als Summe der halben Kontaktdauern mit den Federkonstanten
k1 und k9. Aus der verrichteten Arbeit 148t sich leicht der Restitutionskoeffizient

= \/Zi; (45)

berechnen. Der Kontakt ist eigentlich beendet, sobald die Kraft bei der Uberlappung
8o verschwindet, die Uberlappung wird aber erst nach der Zeit t. + & Jv(t;) zu Null,
da die Teilchen sich noch mit der Geschwindigkeit v(t.) = evop voneinander trennen
miissen. Nach vollstdndiger Trennung der beiden Teilchen wird die plastische Ver-
formung vernachlissigt (z.B. wegen einer Drehung der Teilchen) und ein erneuter
Kontakt findet wieder wie oben beschrieben statt. Nimmt die I"Jberlappung bereits
vor dem Ende des Kontaktes bei ¢’ wieder zu, so erfolgt die Zunahme entlang des
steileren Entlastungspfads ko (5 — 0') bis zum Erstbelastungspfad. Mit vorgegebenem
¢ und t. aus den Gleichungen 44 und 45 lassen sich k; = myom?(1 + €2)/(4t?) und
ko = ki /e einfach berechnen.

3.6 Modellierung der Tangentialreibung

Die folgenden Berechnungen der Tangentialbewegung werden nur mit dem linearen
Feder-Dampfer-Modell in Normalrichtung durchgefiihrt, d.h. i o = (, = (; = 0.

3.6.1 Viskose Tangentialkraft

Das wohl einfachste Modell der Tangentialreibung ist eine einfache viskose Kraft in
Tangentialrichtung .
P = —p, (46)

v

mit der Tangentialviskositit v; und der relativen Tangentialgeschwindigkeit der Kon-
taktpunkte ). Eingesetzt in Gleichung 24 erhilt man nach einfacher Integration von
t = 0 bis t = t. als Tangentialgeschwindigkeit am Ende des Kontaktes

v (t.) = v (0) exp(—2mit,), (47)

wobei n, = (1+ %)I/t /(2m12) analog zur Viskositét in Normalrichtung definiert wurde.
Eingesetzt in die Definition von Wy ergibt sich

Uy = Uy exp(—2mt.). (48)

Die viskose Tangentialkraft fiihrt bei konstantem ¢, zu einer Verringerung der Tan-
gentialgeschwindigkeit und ist damit nur fiir negative 3, im Bereich v > 7, anwend-
bar (siehe Gleichung 20), entspricht aber nicht dem experimentell gefundenen ¥, in
Gleichung 20.

3.6.2 Coulombsche Tangentialkraft

Das Coulombsche Modell der Tangentialreibung

fO = —puf™, (49)
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erfordert zur Berechnung der Tangentialgeschwindigkeit nach dem Stof} die Kenntnis
der Normalkraft zu jedem Zeitpunkt. Integriert man nun die Geschwindigkeitséinde-
rung in Tangentialrichtung, so ergibt sich

1
ul? = v + p(1+ 5)(1 + ey, (50)

was nach Division durch v{™ genau Wy(y < 7) in Gleichung 20 entspricht. Dabei ist
zu beachten, dafl eine numerische Integration von Gleichung 49 bei kleinen Tangen-
tialgeschwindigkeiten zu unerwiinschten Oszillationen fithren kann, da die Tangen-
tialkraft dann sténdig das Vorzeichen wechselt [SDW96].

3.6.3 Elastische Tangentialkraft

Zur Beriicksichtigung der Materialelastizitdt in Tangentialrichtung wurde vorgeschla-

gen [MBF76, MBF81, WB&86|, eine Tangentialfeder am Kontaktpunkt anzubringen,

deren Federkonstante zum gewiinschten Tangentialrestitutionskoeffizienten fiihrt.
Analog zur linearen Feder in Normalrichtung definiert man

O = —k,0, (51)
was eingesetzt in Gleichung 24 in differentieller Schreibweise
. ®) 1 1
dY = dvy) = ———(1 + —)kI(t)dt (52)
mi2 q

ergibt. Mit dem Ansatz 9(t) = (v{!) /w;) sin(w;t) ergibt sich mit w? = (k;/m12)(1+1/q)
durch Integration iiber die Dauer des Kontaktes die Geschwindigkeit nach dem Stof

ul) = v cos(wit.), (53)

Cc

was nach Division durch vé") genau Wy (v > ) in Gleichung 20 entspricht. Der Tan-
gentialrestitutionskoeffizient 3y = — cos(mw;/w) ergibt sich somit, indem man ¢, durch
7 /w ersetzt. Fordert man ein bestimmtes 3y (z.B. wurde f§y & 0.5 fiir verschiedene
Materialien gemessen [FLCA94]), so ergibt sich eine Beziehung fiir die Tangential-
schwingungsfrequenz

wy o— < . ) P arccos(— ) (54)
und damit das Verhaltnis Federkonstanten
ky _ q arccos(—/o) 2 (55)
k (14 ¢)m

als Funktion von (.

3.7 Beispiele fiir Zwei-Teilchen-Stofle

Zur qualitativen Verdeutlichung der Bedeutung der Parameter in Tangentialrichtung
1 und [y ist es giinstig, zuerst einfache Stofe zwischen zwei Teilchen oder zwischen
einem Teilchen und einer Wand zu untersuchen. Dazu dndert man schrittweise die
Tangentialgeschwindigkeit und damit den StoBwinkel ~.
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3.7.1 Teilchen-Wand Kollisionen

Zuerst wird der Einflu des Wandreibungskoeffizienten p,, auf Teilchen-Wand Kol-
lisionen untersucht. Dazu éndert man die Geschwindigkeitskomponente v(()t) parallel
zur Wand bei konstanter Normalkomponente U(()"). Die Wahl der Kombination von
v((]") und U(()t) entspricht bestimmten ¥; Werten, womit aus der Tangentialkomponen-
te u® nach dem StoB W, mit Gleichung 20 berechnet werden kann. Beim Stof mit
einer rauhen Wand, d.h. y,, > 0, wird ein Teil der Relativgeschwindigkeit in Rotation

umgewandelt, wobei das Teilchen abgebremst wird.

b L 8le . R i
®<§®®®®®® ®<§®®®®@®
o> G > o O @ o > ® O ©
PR CINC ® @ |© @ . oa > ® ® Q@ ® @

e ® O 9©C e ® O 9©6

@ OO &0 ¢ 0@ @ o® & @& 0@

S ®® & &S S ®® & &S

@) (b) (© (d) C) (®) ©) (h)
Abbildung 7: Momentaufnahmen von
Teilchen-Wand Stéflen mit konstantem

R @ © @ O o§™ = 0.5 m/s und verschiedenen v}" =
NG N @ O O 9 © 0.0, 0.25, ..., 1.75 m/s. Bei jedem Teil-
CRC o @ [© O @ © chen wird die Geschwindigkeit durch die
UG ® @ |© ® vom Zentrum ausgehenden Linien ange-
™ ® e O ® & zeigt. Die Kreissegmente in den Teilchen
™ ® G © « geben die Position und mit ihrer Hellig-
o o ® &0 O © G keit die Winkelgeschwindigkeit an. Vor
@ ®® &0 @& 0@ dem Stof ist w = 0 (schwarz). Die Para-
CHRCIECECECECNICES meter sind €, = 0.9, By, = 0.5 und g,
0] ) (k) ) = 0.2 (a—d), 0.5 (e—h) und 10* (1—1)

In Abb. 7 sind vier Momentaufnahmen von jeweils acht Teilchenpaaren, die mit
den Seitenwinden kollidieren, dargestellt. Die Teilchen fliegen symmetrisch auseinan-
der und stoflen dementsprechend mit den Wénden. Der Zeitschritt zwischen zwei der
vier Momentaufnahmen [z.B. (a), (b), (¢) und (d)] ist hier 6 ms, bei einer Anfangsge-
schwindikeit von v(()") = 0.5 m/s und, von unten nach oben betrachtet, v(()t) = 0.0, 0.25,
..., 1.75 m/s. Diese Geschwindigkeiten entsprechen ¥; = 0, 0.5, ..., 3.5. Die Teilchen
haben anfangs keine Winkelgeschwindigkeit, wie durch die schwarzen Kreissegmente
angedeutet. Die Helligkeit der Kreissegmente entspricht der Winkelgeschwindigkeit,
d.h. schwarz bedeutet ' = 0 und weiff w’' > 720 rad/s. Der momentane Winkel der
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und g, = 0.5.

Teilchen ist durch die Orientierung der Kreissegmente gegeben. Der Reibungskoeffi-
zient ist y,, = 0.2 (a-d), p, = 0.5 (e-h) und p,, = 10 (i-1), der Restitutionskoeffizient
ist €, = 0.9 und der Tangential-Restitutionskoeffizient ist [y, = 0.5.

Man lernt aus diesen Bildern, daf} grofie Tangentialgeschwindigkeiten in der Re-
gel zu groBen Rotationsgeschwindigkeiten fithren. Die Ubertragung von linearer Be-
wegung zu Rotationsbewegung wichst mit dem Reibungskoeffizienten u,, an. Man
muf jedoch beachten, dafl bei sehr groflen Tangentialgeschwindigkeiten die Drehim-
pulsiibertragung beim Stofl wieder abnimmt. Dies kommt daher, daf§ die Drehim-
pulsiibertragung proportional zu g und zur Impulsiibertragung in Normalrichtung
ist. Wird einer von beiden kleiner, so nimmt auch die Tangentialimpulsiibertragung
und somit die Drehimpulsiibertragung ab. [vgl. Abb. 7(d) mit y, = 0.2 und Abb.
7(h) mit p,, = 0.5]. Fiir sehr grofle p,, tritt dieser Fall nicht mehr ein und die Rota-
tionsgeschwindigkeit nimmt mit der Tangentialgeschwindigkeit zu [vgl. Abb. 7(1)].

Um die Bedeutung des Tangential-Restitutionskoeffizienten 3y, zu verstehen, dn-
dert man diesen, wiahrend man die anderen Parameter festhilt. Mit derselben An-
fangsbedingung wie zuvor in Abb. 7 sind hier y,, = 0.5, ¢ = 0.9 und Sy, = -0.5 (a-d),
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0.0 (e-h) und 0.5 (i-1). Diese [y, Werte entsprechen —tan~y, = 6.65, 3.33 und 2.22,
womit W, fast immer kleiner als — tan -y, ist (siehe Gleichung 120). Dies bedeutet, daf
aufler den drei oberen Kollisionen in Abb. 8(i-1) alle Stéfle im haftendenden Bereich
stattfinden. Negative [, Werte fiihren einfach zu einer Reduktion der tangentialen
Relativgeschwindigkeit der Oberflichen am Kontaktpunkt. £y, = 0 bedeutet, dafl die
Geschwindigkeit der Oberflichen gleichgesetzt wird und positive 3y, Werte fiihren
zu einer Umkehr der Relativgeschwindigkeit. Damit erhélt man eine wachsende Ro-
tationsgeschwindigkeit mit zunehmendem [y,,.

3.7.2 Teilchen-Teilchen Kollisionen

In Abb. 9 sind Momentaufnahmen von drei Zeitserien mit jeweils zehn Teilchenpaaren
dargestellt. Hier ist der Zeitschritt zwischen den Aufnahmen 4 ms. Die Anfangsge-
schwindigkeiten sind v, = £0.5 m/s, v, = 0 m/s und w = 0. Das Verhéltnis von
Normal- zu Tangentialgeschwindigkeit wird durch den Stoparameter bestimmt. Die
Werte b = 0, 0.1d, ... und 0.9d entsprechen ¥; = 0, 0.1005, 0.204, 0.314, ..., 1.333
und 2.065. Verwendet man ¢ = 0.9 und ; = 0.5 mit unterschiedlichen Reibungs-
koeffizienten p = 0.0 (a-d), # = 0.2 (e-h) und g = 0.5 (i-1), so kann man einfach
den Ubergang von gleitenden zu haftenden Kontakten berechnen: Mit x = 0.0, 0.2
und 0.5 ist —tan~y, = 0, 0.89 und 1.33. Der Gesamtimpuls mufl nach den Stofige-
setzen erhalten bleiben, der Relativimpuls jedoch nimmt einerseits ab, da € < 1 ist,
und #dndert andererseits seine Richtung. Bei bestimmten Stofparametern kann der
Relativimpuls um einen rechten Winkel gedreht werden (siehe z.B. Abb. 9(b) und
(c), das dritte Paar von oben mit b = 0.7d). Ist > 0, so findet auch eine Ubertra-
gung von linearem Impuls zu Drehimpuls statt. In Abb. 9(e-1) ist die Ubertragung fiir
mittlere Stoparameter und damit fiir mittlere Tangentialgeschwindigkeiten maximal.
Bei kleinen Stoflparametern ist die Tangentialgeschwindigkeit zu klein, bei groferen
Stolparametern ist die Impulsiibertragung in Normalrichtung zu klein, so dafl auch
die Drehimpulsiibertragung klein bleibt. Bei stark nicht-zentralen Stéflen wird die
Drehimpulsiibertragung also durch Coulombs Gesetz begrenzt, sobald ¥; > — tan
ist.

Mit denselben Anfangsbedingungen wie in Abb. 9 werden analoge Momentauf-
nahmen in Abb. 10 dargestellt. Die Parameter sind u = 0.2, fy = 0.5 und € = 0.2
(a-d), € = 0.6 (e-h) und € = 0.99 (i-1). Die Normalgeschwindigkeit nach dem Stof}
héngt direkt von € ab, d.h. bei kleinem e geht viel Relativimpuls verloren. Bei gréfe-
ren Stofiparametern kann man die Tendenz zu grofler Drehimpulsiibertragung bei
grofem Restitutionskoeffizienten feststellen.

3.8 Zusammenfassung

In diesem Teil wurden Zwei-Teilchen-Stofle diskutiert, und anhand von Beispielen
wurden die drei Parameter Restitutionskoeffizient, Reibungskoeffizient und Tangen-
tial-Restitutionskoeffizient vorgestellt, die zur Klassifizierung von Stéflen verwendet
werden konnen. Das oben beschriebene Modell beinhaltet wesentliche Vereinfachun-
gen der Stofldynamik, ist aber dennoch eine gute Beschreibung von Zwei-Teilchen-
StoBen.

In Normalrichtung werden so unterschiedliche Effekte wie Viskositét, plastische
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Abbildung 9: Momentaufnahmen von
zehn Teilchenpaaren mit v, = +0.5 m/s,
vy = 0 m/s und w = 0. Der Stofparame-
ter ist, von unten nach oben betrachtet,
b=0,0.1d, ... 0.9d, und die Restitutions-
koeffizienten sind ¢ = 0.9 und £, = 0.5.
Der Reibungskoeffizient ist © = 0.0 (a-
d), p = 0.2 (e-h) und p = 0.5 (i-1).
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Verformung und Dissipation in dem Restitutionskoeffizienten ¢ zusammengefaf3t, wel-
cher u.a. von der Stofigeschwindigkeit abhéingen kann [LCB94a, SDW96, BSHP96].
Da die Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit schwach ist, wird der Restitutionsko-
effizient meistens als Konstante angenommen.

In Tangentialrichtung werden gleitende und haftende Kontakte unterschieden,
kénnen also nicht zusammen auftreten. In der Natur kann ein gleitender Kontakt zu
einem haftenden werden, sobald die kinetische Energie in Tangentialrichtung auf-
gebraucht wurde. Der Reibungskoeffizient p beschreibt bei gleitenden Kontakten
die Materialrauhigkeit und den damit verbundenen Energieverlust und die Drehim-
pulsiibertragung. Der Tangential-Restitutionskoeffizient driickt bei haftenden Kon-
takten die Materialelastizitit aus und kann damit eine in Experimenten festgestellte
Umkehr der Tangential-Relativgeschwindigkeit der Kontaktpunkte erklédren. Neben
der Relativgeschwindigkeit dndert sich beim nicht-zentralen Stof8 von Teilchen mit
rauher Oberfliche auch der Drehimpuls, der Stofiparameter und die Energie.

Es wurden zwei deterministische Moglichkeiten beschrieben, um den Kontakt
zweier diskreter granularer Teilchen zu modellieren. Das erste Verfahren benutzt
nur die drei oben genannten Parameter, wendet Impulserhaltung auf die zwei har-
ten kugelférmigen Teilchen an und gelangt so direkt zu den Geschwindigkeiten der
Teilchen nach dem Stofl. Das zweite Verfahren ist die Losung der Newtonschen Be-
wegungsgleichungen fiir weiche, verformbare Teilchen unter der Annahme, daf} die
Teilcheniiberlappung zu einer Verformung analog ist. Verschiedene Kraftmodelle fiir
Normal- und Tangentialrichtung kénnen zu gleichen Ergebnissen fithren. Im Fall von
Zwei-Teilchen-Kontakten ist die Wahl der Wechselwirkung von untergeordneter Be-
deutung.

Die Mindestanforderung an diskrete, deterministische Modelle ist die Eichung
des Wechselwirkungsmodells an Experimenten. Da bisher nur Zwei-Teilchen-St68e
experimentell quantitativ untersucht wurden, ist die genaue Kenntnis des verwende-
ten Modells fiir Zwei-Teilchen-Kontakte wichtig. Im Fall von Vielteilchen-Kontakten
spielt die Wahl der Wechselwirkung fiir das Verhalten des Systems eine wichtige Rolle,
wie im néchsten Kapitel gezeigt wird.
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4 Die Physik der Vielteilchen-Kontakte

Die in Kapitel 3 beschriebenen Wechselwirkungen sind fiir Zwei-Teilchen-Kontakte
definiert. Verschiedene Modelle beschreiben mit den geeigneten Parametern Zwei-
Teilchen-St68e hinreichend genau. Befinden sich jedoch viele Teilchen zur selben Zeit
in Kontakt miteinander, so verhilt sich das Vielteilchen-System je nach verwendetem
Zwei-Teilchen-Gesetz unterschiedlich [LCBT94a, LCBT94b, LCB*95]. Im folgenden
wird beschrieben, inwiefern verschiedene Modelle zu unterschiedlichem Systemverhal-
ten fithren kénnen.

4.1 Vielteilchen-Kontakte

Es ist wichtig, die unterschiedlichen Zeitskalen, die im System vorkommen, aufeinan-
der zu beziehen. Die Dauer ¢, eines Stofles (sieche Abschnitt 3.5) ist sehr viel linger
als atomare Zeitskalen und dennoch in den meisten Fillen die kiirzeste Zeitskala von
Interesse. Neben externen Zeitskalen, wie z.B. der Anregungsperiode 7', gibt es eine
fiir das System typische Zeit ¢, zwischen den Kollisionen oder Ereignissen. Zusitz-
lich kann man noch weitere Zeitskalen identifizieren, die mit den kollektiven Eigen-
schaften des Systems zusammenhéngen: Verhindert man jegliche Energiezufuhr und
iiberlafit das System sich selbst, so wird die Energie innerhalb einer typischen Zeit-
spanne dissipiert. Fiihrt man dem System Energie zu, so ergibt das Verhiltnis von
Systemenergie e und verrichteter Arbeit durch Energiezufuhr wj, die typische Ant-
wortzeit des Systems 7p = e/w,, d.h. die Zeit in der sich das System auf verénderte
Randbedingungen einstellen kann.

Vergleicht man die Dauer eines Kontaktes mit der Zeit zwischen den Kontakten,
so erhélt man das dimensionslose Verhiltnis

S~

= . 96
=3 (56)

Die Zahl 7 zeigt an, ob vor allem Zwei-Teilchen- oder ob iiberwiegend Vielteilchen-
kontakte im System vorkommen. Ist 7 >> 1, so ist die Dauer eines Stofles kleiner als
die Zeit zwischen Stéflen und man kann Zwei-Teilchen-Stéfle erwarten. Ist anderer-
seits 7 < 1, findet man Vielteilchen-St68e, da die Dauer eines Stofles ldnger ist als
die Zeit zwischen Stofen.

Anstatt der Zeitskalen kann man auch Langenskalen wie Teilchendurchmesser d,
Systemgrofle [ und mittlere freie Wegléinge A\ benutzen, um das System zu klassifizie-
ren. Ist die Zeit zwischen Kontakten viel grofler als die Dauer eines Kontaktes, so ist
die Dichte niedrig und Vielteilchen-Kontakte sind sehr unwahrscheinlich. Umgekehrt,
wenn die Dauer eines Kontaktes ldnger ist als die Zeiten zwischen Kontakten oder
im Extremfall, wenn ein Kontakt nicht mehr endet, dann sind Vielteilchen-Kontakte
wichtig.
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4.1.1 Die Schallgeschwindigkeit

Als Modell betrachte man N identische, auf einer Linie angeordnete Kugeln mit
Abstand sg, Durchmesser d und Kontaktdauer ¢., wie in Abb. 11 dargestellt.

QpoQe

Abbildung 11: Schematische Darstellung einer eindimensionalen Kette mit Teilchen-
abstand sy, Teilchendurchmesser d und einer Geschwindigkeit v, eines Teilchens.

Ein Teilchen erhélt nun die Geschwindigkeit vy, mit der es seinen Nachbarn trifft.
Der Stofl dauert eine bestimmte Zeit t., wihrend der der Impuls des stolenden Teil-
chens auf das vorher ruhende Teilchen iibertragen wird. In dieser Zeitspanne wird
der Impuls um die Entfernung d + d. transportiert, da sich der Massenschwerpunkt
der beiden Teilchen mit der Geschwindigkeit vo/2 um die Entfernung 6, = t.vo/2
weiterbewegt. Ist sq > d., so ist die Entfernung, die das getroffene Teilchen bis zum
néchsten Stof} zuriicklegt, Iy = so — d.. Die Zeit, in der Information um die Distanz
d + so weitertransportiert wird, ist damit t. + lo/vo, woraus sich die Schallgeschwin-
digkeit
_ d+80 _ d+80 1+d/80 _ U()/Q
~te+lo/vo

c (57)

Otz P14+ 1/(2r)  1+1/(27)
ergibt, wenn man 7 = sq3/(vot.) und den Volumenanteil o = sq/(so + d) einsetzt.
Im Grenzfall d/sy — oo ist ¢ = 2d/t. und im Fall d/sy — 0 ist ¢ = vy. Benutzt
man harte Teilchen mit . = 0, so findet die Impulsiibertragung instantan statt und
¢ =v9(1 +d/sp), was fiir d/sy — oo unendlich hohe Schallgeschwindigkeiten zuléft.

Erweitert man die einfache Kette auf zwei Dimensionen und 148t auch Unord-
nung zu, so kann man die Schallausbreitung in granularen Materialien modellieren
[Mel94, Lei94] und mit Experimenten [LJN91] vergleichen. Theorien zur Schallaus-
breitung in granularen Medien [Nes83, GS95, GSMF95, GSG95] wurden bisher kaum
mit Simulationen oder Experimenten verglichen.

4.1.2 Der ,,Detachment*“ Effekt und der ,,inelastische Kollaps“

Die Schallgeschwindigkeit nimmt mit zunehmender Kontaktdauer ab, wihrend die
Relaxationszeit eines Systems zunimmt. Dies wird wichtig, wenn die Relaxations-
zeit mit einer externen Anregungsperiode vergleichbar wird. Ist die Relaxations-
zeit sehr klein, kann das System innerhalb jeder Periode relaxieren, ist die Rela-
xationszeit jedoch grof, so wird sich das Systemverhalten dndern, da nicht mehr
alle Energie innerhalb einer Periode dissipiert werden kann. Da geringere Dissipa-
tion zu einer héheren Energie und damit zu einer niedrigeren Dichte fiihren kann,
wurde dieses Phinomen als Trennungseffekt (engl. , Detachment-effect*) bezeichnet
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[LCB*94b, LCB*™94a, LCB*95]. Mit abnehmendem freiem Volumen zwischen den
Teilchen nimmt die Zeit zwischen den Sto8en ab und fiir ¢, = 0 kann die Kollisionsra-
te divergieren. Da jeder Kontakt dissipativ ist wird deshalb aufler dem Relativabstand
auch die Relativgeschwindigkeit der beteiligten Teilchen verschwinden. Dieses Phéino-
men wurde als ,,inelastischer Kollaps® bezeichnet, da die Teilchen zu dichten Clustern
kollabieren [BM90, GZ93].

Das Materialverhalten hingt u.a. vom Elastizitdtsmodul und der Querdehnungs-
zahl ab, und in der Regel findet man bei weicherem Material eine ldngere Kontaktdau-
er (siehe Abschnitt 3.5). Modelliert man Teilchenkontakte mit einer viskosen Damp-
fung, so kann man eine weitere Facette des ,,Detachment®“ Effekts beobachten. Da
die Dissipation in diesem Fall von der Relativgeschwindigkeit der Teilchen abhéngt,
diese aber in einem dichten System sehr klein werden kann, nimmt mit zunehmen-
der Dichte die Dissipation im System ab [LCB*94b, LCB*94a]. Dies kann zu einem
kuriosen Ostzillationsverhalten fiihren: Bei stetiger Energiezufuhr, wie z.B. in einem
vibrierten Behélter, wird sich ein dichtes System in einer Periode verdiinnen, weil die
Dissipation ineffektiv wird. Das verdiinnte System kann sich in der néchsten Periode
verdichten, da bei niedriger Dichte die effektive Dissipation viel stérker ist. Somit

kann man bei periodischer Anregung auch periodische Dichteschwankungen feststel-
len [LCB*94a)].

Der wesentliche Unterschied zwischen ,harten“ und ,weichen“ Teilchen ist die
Kontaktdauer: Bei einem unendlich steifen Potential verschwindet die Kontaktdauer,
wéahrend ein realer Kontakt immer eine endliche Zeit andauert. Um die Konsequenzen
der Kontaktdauer fiir die effektive Dissipation im System zu untersuchen, wird eine
Reihe von Kugeln, wie oben beschrieben, mit Separation sg vorbereitet. Anstatt eines
Teilchens nihert sich eine Wand mit konstanter Geschwindigkeit vy. Die Masse der
Teilchen sei vernachlissigbar gegeniiber der Wandmasse, d.h. der Massenschwerpunkt
liegt in der Wand. Die effektive Restitution ist dann

(5]
ot = e—f (58)

Nm
2

mit der Anfangsenergie e; = 2 im Schwer-
punktsystem.

In Abb. 12 ist e als Funktion von 7 = sq/(vt.) fiir verschiedene MD und ED
Simulationen dargestellt. In dieser Simulation werden N = 10 Teilchen mit ¢ = 0.9
verwendet. Im Fall des linearen Feder-Diampfer-Modells (LSD) und der hysteretischen
Wechselwirkung (HYS) ist ¢, = 8.4 x 107® s und im Fall traditioneller ED ist ¢, = 0
[LCB'95]. Die Anfangsgeschwindigkeit ist vy = 0.5 m/s und die Anfangsseparation
variiert zwischen s; = 10™° m und sq = 3.2 x 1073 m. Anstatt die Anfangsseparation
zu variieren kann auch vy oder ¢, variiert werden, was nichts an der erhaltenen Kurve
andert.

Alle Werte ee¢ hiingen nur von 7 und nicht direkt von den Werten von sg, vy oder
t. ab [LCB94a]. Die beiden Modelle LSD und HYS zeigen eine deutliche Zunah-
me des effektiven Restitutionskoeflizienten e.¢ falls 7 < 1 wird. Das Verhéltnis der
Zeitskalen 7 wird mit zunehmender Kontaktdauer ¢. bzw. Relativgeschwindigkeit v
oder abnehmender Separation sy kleiner. Fiir 7 > 1 héngt die effektive Dissipation

nicht vom Wechselwirkungsmodell ab. ED und MD (mit LSD oder HYS) fiihren zum

2 3 — my'N
vy und der Endenergie e; = TX% v
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Abbildung 12: Linear-logarithmische Darstellung des effektiven Restitutionskoeffizi-
enten g als Funktion von 7 = sq/vgt.. Mit verschiedenen Wechselwirkungsmodellen
wurden N = 10 Teilchen mit ¢ = 0.9 simuliert.

gleichen Wert eog ~ 0.34 fiir 7 > 2. Die ED Methode fiihrt, unabhingig von sy, und
Vg, immer zum Ergebnis eo¢ = 0.341 4+ 0.002, wihrend MD fiir 7 < 1 zu Ergebnissen
fithrt, die vom Wechselwirkungsmodell abhingen.

Nun soll fiir sy = 0 m die Abhéingigkeit von e von der Teilchenzahl untersucht
werden. In Abb. 13 ist e¢ als Funktion von N fiir verschiedene Wechselwirkungsmo-
delle (LSD, HYS und HKK) dargestellt. HKK bedeutet das Hertz-Kuwabara-Kono

Eeff

Abbildung 13: e.¢ als Funktion der Teilchenzahl N fiir e = 0.9, s = 0 und vy = 0.5
m/s. Die verschiedenen Wechselwirkungsmodelle sind im Text genauer erldutert.

Modell [KK87] mit den Potenzen a@ = {; = 1/2 und ¢; = 0 in den Gleichungen
35 und 36. Das LSD Modell mit & = {; = {; = 0, Yd/mis = 8 x 10 s72 und
nd/mys = 9.48 X 103 s~1, fithrt zu einer mit der Teilchenzahl zunehemenden effekti-
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ven Restitution. Das HKK Modell, mit o = ¢y = 1/2, ¢, = 0, YVd/mys = 2 x 102
m~/2s72 und nvd/mis = 3.5 x 10* m~/2%s~!, fiihrt ebenso wie das HYS Modell
mit k;/mip = 1.78 x 10! 572 und ky/mis = 2.2 x 10!! 572 zu einer beinahe von
N unabhéingigen effektiven Restitution. Der ,Detachment“ Effekt ist also fiir kleine
7 vom Wechselwirkungsmodell abhéngig. Verwendet man weiche Teilchen, so nimmt
die Dissipation pro Teilchen nicht mit der Teilchenzahl bzw. der Systemgriofle zu: ein
unintuitives Ergebnis.

Verwendet man stattdessen das ED Modell mit . = 0, so nimmt die Dissipation
mit der Teilchenzahl zu, bis bei N ~ 30 alle Energie dissipiert wurde. Man beachte,
dafl der Wert von £ = N (1 —¢) ~ 3.0 mit der Vorhersage & = 7 fiir den inelastischen
Kollaps in eindimensionalen Systemen gut iibereinstimmt [BM90, LCB*94c]|.

Der Unterschied zwischen den verschiedenen Wechselwirkungsmodellen wird auch
deutlich, wenn man den Anteil 1 — eye/ef der kinetischen Energie betrachtet, der in
der Teilchenschwerpunktsbewegung steckt. Die kinetische Energie relativ zum Teil-
chenschwerpunt ist e,y = (m/2)3Y, (v; — V. )? mit der Geschwindigkeit des Teilchen-
schwerpunktes v.,,. (e wird oft als die granulare Temperatur des entsprechenden
Systems bezeichnet). Ist 1 — eye1/e groB3, so bewegt sich das Material nach dem Stof§
schnell von der Wand weg. In Abb. 14 ist 1 — e,e1/ef von den Simulationen aus Abb.
13 als Funktion von N dargestellt. Die linearen Modelle LSD und HYS fiihren zu
einem starken Riickprall, das nichtlineare HKK Modell zeigt schwicheren, kaum von
N abhéngigen Riickprall, und das ED Modell erlaubt fiir N > 30 keinen Riickprall.

1 —era/er

Abbildung 14: Anteil der Energie des Teilchenschwerpunktes nach dem Stofi mit der
Wand, als Funktion von N fiir die Simulationen aus Abb. 13.

4.1.3 Zusammenfassung

Beim Vergleich verschiedener Wechselwirkungsmodelle zeigt sich, daf fiir Vielteilchen-
Kontakte wesentliche Unterschied zwischen harten und weichen Potentialen bestehen.
Die iiblicherweise fiir MD Simulationen verwendeten Modelle (LSD, HY'S oder HKK)

zeigen eine nur schwach von der Teilchenzahl abhéngige effektive Restitution. Eine
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Zunahme der Teilchenzahl fiihrt nicht zu einer Zunahme der effektiven Dissipation.
Der Effekt ist fiir die linearen Wechselwirkungsmodelle am deutlichsten, besteht aber
auch bei nichtlinearer Hertzscher Wechselwirkung. Bei kleinerem e, d.h. stirkerer Dis-
sipation, ist der Effekt in der gleichen Deutlichkeit vorhanden, wihrend ED bereits
fiir N =10 und € = 0.6 zum inelastischen Kollaps fiihrt, d.h. ¢ = 0.

Dieses Auftreten einer abnormal schwachen Dissipation im System hingt vom
Verhéltnis der Zeitskalen 7 ab. Fiir grofle 7, d.h. niedrige Dichte, hohe Energie, steife
Teilchen und damit kurze Kontaktdauern, ist die Dissipation effektiv und das Ergeb-
nis einer Simulation ist beinahe modellunabhéngig. Fiir kleine 7, d.h. hohe Dichte,
kleines freies Volumen, niedrige kinetische Energie und lange Kontaktdauern, ist der
,Detachment® Effekt aktiv: Das System verhiilt sich trotz inelastischer Zwei-Teilchen-
StoBe beinahe wie ein elastisches Material; es geht kaum Energie verloren und nach
dem Stofl mit der Wand findet man grofle Relativenergie, d.h. die Teilchen l6sen sich
voneinander.

Da bei der ED Methode t. = 0 ist, hingt das Resultat einer ED Simulation des
Modellsystems nicht direkt von der Dichte oder der Energie ab. Man findet allerdings
eine deutliche Abhéngigkeit vom Restitutionskoeffizienten ¢ und der Teilchenzahl IV,
die sich in einer effektiven Dissipation £ = N(1 — €) ausdriicken 148t.

Bei der Durchfiihrung von Computersimulationen granularer Medien mufl man
sich der Empfindlichkeit der Ergebnisse gegeniiber der Wahl des Modells bewuft
sein. Vor allem im Bereich hoher Dichte héingt das Resultat einer numerischen Un-
tersuchung stark vom benutzten Modell ab. Deshalb ist ein kritischer Vergleich nu-
merischer Ergebnisse mit Laborexperimenten immer zu empfehlen. Neben der Wahl
des Modells ist auch die korrekte Einstellung der Parameter von Bedeutung, da z.B.
die Materialsteifigkeit die Kontaktdauer beeinflufit, welche wieder den ,,Detachment*
Effekt kontrolliert.

Die Tatsache, daf} sich Methoden mit weichem Wechselwirkungspotential so stark
vom anderen Extrem des sehr steifen Potentials unterscheiden kénnen, macht Expe-
rimente zu Vielteilchen-Effekten nétig. Der inelastische Kollaps ist ebenso wie der
,Detachment“ Effekt ein Artefakt des Modells, und beide Effekte treten dann auf,
wenn das jeweilige Modell seine Giiltigkeit verliert. Der inelastische Kollaps tritt auf,
sobald die physikalische Kontaktdauer wichtig ist, welche aber nicht im ED Modell
enthalten ist. Den ,,Detachment® Effekt findet man bei Vielteilchen-Kontakten, wenn
die iiblichen Modelle, die lediglich auf Elastizitédt, Viskositdt und Plastizitit basie-
ren, fraglich werden. Die Frage nach der Giiltigkeit von Wechselwirkungsmodellen
und Computersimulationen ist fiir Vielteilchen-Kontakte noch immer unbeantwortet.
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4.2 Der Spannungstensor

Zur Beschreibung des lokalen Zustands in einem System ist aufler den Kriften auch
der Spannungstensor o geeignet [God86, BR88|. Der Spannungstensor ¢ kann bei
bekannten Kriften und bekannter Kontaktgeometrie durch die Mittelung iiber alle
Kontakte j der Teilchen 7 in einem Probevolumen V, gewonnen werden:

1
Oap = Vc Z rofs — Z mivavg| - (59)

J

Die Indizes « und 3 bezeichnen die orthogonalen Koordinaten, r, sind die Kompo-
nenten des Vektors vom Schwerpunkt eines Teilchens zum Kontaktpunkt j, und f3
sind die Komponenten der an diesem Punkt wirkenden Kraft. m;v, und vg sind die
entsprechenden Impuls- und Geschwindigkeitskomponenten des Teilchens .

Man kann ein festes Gitter iiber das System legen und durch Mittelung iiber die
Zellen einen diskretisierten Spannungstensor auf einem homogenen Gitter erhalten,
oder man kann jedes Teilchen als eine Zelle betrachten, wodurch man einen diskon-
tinuierlichen Spannungstensor auf einem ungeordneten Gitter erhilt (siehe Teil VI).

Von den Komponenten des Spannungstensors in 2D: ,,, 0,,, 0., und o,, definiert
man ot = (0gp + 0,,)/2, 07 = (04z — 0,,)/2 und 0* = 0,,. Im statischen Fall
ohne Tangentialkrédfte an den Kontakten ist der Spannungstensor symmetrisch, d.h.
drehmomentfrei mit 0,, = 0,,. Die Eigenwerte sind omaxmin = 07 £1/(07)% + (0%)2,
wobei der groflere der beiden Eigenwerte um den Winkel

#(1) = arctan (Umax - Um) — T 4 Larctan ( 200z ) (60)
Ogz 2 2 Ogx — Ozz
von der Horizontalen gegen den Uhrzeigersinn gedreht ist.

Aufer einer Betrachtung der einzelnen Komponenten des Spannungstensors, sei-
ner Eigenwerte und seiner Orientierung kann man den Spannungstensor auch in seiner
Hauptachsenform darstellen. Entlang des Winkels ¢(1) wird eine Linie proportional
ZU Omax gezeichnet, die zweite Linie proportional zu oy, wird senkrecht dazu durch
das Zentrum des Probevolumens gelegt, was ein Kreuz ergibt, von dem man das
Verhéltnis der Eigenwerte und die Orientierung des Spannungstensors direkt ablesen
kann.

Um ein dichtes System der Linge | = Ld zu beschreiben, mufl man aufler der
Schallgeschwindigkeit ¢ ~ 2d/t. auch die typische Zeit 7, = I/c = Lt, beriicksich-
tigen. Dimensionslose Parameter kénnen nun in Einheiten dieser typischen Gréfien
ausgedriickt werden.

In einem quasi-statischen linear-elastischen Material sind typische Verformungen
x/l das Verhéltnis von lokaler Kraft (siehe Gleichung 25) und kl. Da die lokale Kraft
mit dem Gewicht und der Gravitationskonstanten g skaliert, kann man die Beziehung
Lmg x kl bzw. x «x k/(mg) verwenden.
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5 Der Ubergang von Dynamik zu Statik

Das Verhiltnis 7 = t,,/t. der Zeit zwischen St68en ¢, und der Kontaktdauer ¢, wur-
de im vorigen Abschnitt eingefiihrt, und die Konsequenzen fiir Vielteilchen-Systeme
wurden diskutiert. Solange 7 > 1 ist, spielt die Kontaktdauer eine untergeordnete
Rolle, das entsprechende System ist relativ diinn, und es geschehen fast ausschliefilich
Zwei-Teilchen-Sto8e. Fiir solche dynamischen Systeme ist die Simulationsmethode ED
besonders geeignet, da die Kontaktdauer bei ED intrinsisch . = 0 ist. Andererseits
ist die Kontaktdauer eine physikalische Materialeigenschaft und deshalb kann man
ED Simulationen im Bereich 7 < 1 nicht mehr mit Experimenten vergleichen. In diese
Klasse fallen alle statischen Probleme.

Bei der numerischen Simulation von granularen Systemen inelastischer, harter
Kugeln fiihrt die Clusterbildung zum ,inelastischen Kollaps®, einer Divergenz der
Kollisionsfrequenz, an dem in der Regel nur ein kleiner Anteil der Teilchen im Sy-
stem beteiligt ist. Diese Zunahme ist ein Artefakt des Harte-Kugel-Potentials, das
unphysikalisch grofle Kréfte und damit unphysikalisch kurze Kontaktdauern zulaft.
Jeder physikalische Kontakt zweier Teilchen dauert eine endliche Zeit. Im statischen
Grenzfall divergiert diese Zeit, und die Kollisionsfrequenz kann nicht hoher sein als
die inverse Kontaktdauer. Beim inelastischen Kollaps finden aber im Zeitintervall ¢,
moglicherweise viel mehr als nur wenige Kollisionen eines bestimmten Teilchens statt.
Der inelastische Kollaps fiihrt also zu einem starken Energieverlust, da die Teilchen
bei jeder Kollision Energie dissipieren.

Auch aus alternativen Uberlegungen zur Energie im System hat das Harte-Kugel-
Potential keinen physikalischen statischen Grenzfall. Neben der potentiellen Energie
im Gravitationsfeld gibt es keine potentielle Energie durch Teilchenkontakte. Durch
Dissipation nimmt die kinetische Energie stetig ab, so dafl im statischen Grenzfall die
Energie vollkommen verschwindet [MY96, Lud97b].

Im folgenden wird beschrieben, wie man die zwei Hauptprobleme der ED Methode,
ndmlich die unphysikalisch kurze Kontaktdauer und die Divergenz der Ereignisrate
beim inelastischen Kollaps verhindern kann. Durch die Einfiihrung eines variablen,
von der Kollisionsrate abhéngigen Restitutionskoeffizienten wird der inelastische Kol-
laps umgangen und das Modell beinhaltet damit auch die fehlende Zeitskala.

5.1 Methoden zur Vermeidung des inelastischen Kollapses

Eine Moglichkeit, den inelastischen Kollaps zu umgehen, ist, Teilchen, die kaum mehr
Relativenergie haben, zusammenzufassen und die Relativgeschwindigkeit zu Null zu
setzen. Impulsausbreitung in einer solchen Ansammlung von sich beriihrenden Teil-
chen wird mit dem ,Largest Relative Velocity“ Algorithmus (LRV) durchgefiihrt
[LCB*94c]. Innerhalb des Clusters erfolgt demnach die Impulsausbreitung nach der
Reihenfolge der grofiten Relativgeschwindigkeit. Diese Methode erlaubt sowohl Clu-
sterbildung als auch Clusterauflosung bei geniigend starker Energiezufuhr. Nachteile
sind, dal das Modell bisher nur in einer Dimension angewendet werden konnte, daf
Impulsausbreitung unendlich schnell erfolgen kann und dafl der statische Grenzfall
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keine Energie hat (abgesehen von der potentiellen Energie in einem evtl. vorhandenen
Gravitationsfeld).

Die alternativen Methoden dhneln sich insofern, dafl auf verschiedene Weise eine
Restenergie im System gehalten wird. Man kann lokal zuféllige Translations- oder Ro-
tationsenergie zufiihren, falls die Relativenergie bei einem Stofl unter einen bestimm-
ten Schwellwert fithrt [DB97, Gro97]. Diese Methode verhindert den inelastischen
Kollaps in den untersuchten Parameterbereichen. Die physikalische Bedeutung der
zugefithrten Fluktuationsenergie wurde bisher allerdings noch nicht diskutiert und
die Fahigkeit der Methode, den inelastischen Kollaps unter allen Umsténden zu ver-
meiden, ist fraglich. Identifiziert man die Fluktuationsenergie mit einer potentiellen
Energie durch Kompression, so widerspricht eine konstante Kompression im System
den experimentellen Befunden. Eine dhnliche Methode benutzt ein anderes Kriteri-
um, das Energie zufiihrt, wenn eine kritische Distanz zwischen den Teilchen stéindig
unterschritten wird.

Eine deterministische Methode zur Vermeidung des inelastischen Kollapses ver-
meidet die unbegriindete zuéllige Energiezufuhr und deaktiviert stattdessen die Dissi-
pation. Das Kriterium fiir elastische statt inelastischer Kontakte ist die Zeit seit dem
letzten Kontakt. Unterschreitet diese die Kontaktdauer ., ist der folgende Kontakt
elastisch. Diese Methode wird im folgenden auch als TC Methode abgekiirzt. Die
TC Regel beinhaltet keine Langzeiterinnerung, sondern nur ein ,,Gedéchtnis“ in der
Groflenordnung der Kontaktdauer. Damit ist ein elastischer Grenzfall auch ohne ar-
tifizielle Energiezufuhr wohldefiniert [LCRD96, Lud97b]. Diese im folgenden genauer
beschriebene Methode wurde erstmals zur Simulation von Oberflichenwellen ver-
wendet, bei der die herkémmliche ED versagt [LCRD96]. Anstatt die Energie durch
aufgesetzte Fluktuationen umzuverteilen, wird die Dissipation einfach abgeschaltet
sobald die Kollisionsrate eines Teilchens einen bestimmten Wert iiberschreitet. Da-
durch kann man verhindern, dafl die Energie unter einen bestimmten Wert absinkt,
die Teilchen kommen allerdings auch nie ganz zur Ruhe. Da die Zeitskala ¢, bei ,har-
ten“ Kugeln ganz fehlt, scheint es gerechtfertigt, die kritische Kollisionsrate durch
die Kollisionsdauer festzulegen, so daf} die Kollisionen elastisch sind falls

fe> 1/t (61)

ist. Diese Methode hat mehrere interessante Aspekte: Erstens wird dadurch die feh-
lende Zeitskala t. in die Methode {ibernommen, die genaue Bedeutung von f, ist aller-
dings noch genauer zu untersuchen. Ein mé&gliches Gegenargument zur TC Methode,
namlich dafl es Systeme gibt, bei denen alle kinetische Energie verschwunden ist, 148t
sich am Beispiel des springenden Teilchens widerlegen (Abschnitt 3.1.1). Als Gedan-
kenexperiment betrachte man einen Ball, der solange im Gravitationsfeld springt, bis
all seine kinetische Energie dissipiert wurde. Allerdings ist damit nicht alle Energie
verlorengegangen. Abgesehen von der, bis auf eine additive Konstante bestimmten,
potentiellen Energie gibt es auch die im Kontakt gespeicherte Energie des abstoflen-
den Potentials. Angenommen es wére moglich die Gravitation abzuschalten, so wird
man in diesem Fall feststellen, dafl sich der Ball mit endlicher Geschwindigkeit vom
Boden wegbewegt. Die endliche kinetische Energie nach dem Abschalten der Gravi-
tation kann als die im Kontakt gespeicherte potentielle Energie identifiziert werden.
Da ein hartes Teilchen keine potentielle Energie hat, ist die nach Abschalten der
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Dissipation verbleibende kinetische Energie einer potentiellen Energie des Kontaktes
gleichzusetzen.

Die oben genannten Methoden zur Vermeidung des inelastischen Kollapses wurden
noch nicht theoretisch untersucht. Bisherige Forschung auf numerischem bzw. theore-
tischem Gebiet war stets auf dynamische Systeme mit relativ schwacher Dissipation
und hoher kinetischer Energie bzw. Systeme mit stetiger und starker Energiezufuhr
beschrinkt. Die Beriicksichtigung obiger Regeln erlaubt auch die Beschreibung quasi-
statischer Systeme mit Hilfe der kinetischen Gastheorie und besonders die Wahl der
deterministischen TC Regel erlaubt die die Anwendung der Theorie ohne Zusatzan-
nahmen.

5.2 Anwendung der TC Methode

Da die ED Methode jedes Ereignis separat behandelt, fiihrt eine divergierende Kolli-
sionsfrequenz zwangsldufig zu divergierender Rechenzeit. Da andererseits kein reales
Teilchen verschwindende Kontaktdauer besitzt, 16st man durch Einfiihrung der kri-
tischen Kollisionsfrequenz mit der TC Methode diese zwei Probleme gleichzeitig. Ist
die Zeit zwischen Kontakten unter ¢. gesunken, verliert auflerdem der Restitutionsko-
effizient ¢, der fiir Zwei-Teilchen-Kontakte definiert wurde, seine Bedeutung. Deshalb
wird im folgenden der von der Vorgeschichte des Teilchens abhingige Restitutions-
koeffizient £() eingefiihrt. Ist die Zeit t®) seit dem letzten Ereignis, an dem Teilchen
1 beteiligt war, kleiner als ., so findet keine Dissipation statt, d.h.

_r (62)

Die Erinnerung geht nur bis zum letzten Ereignis zuriick, und ist auflerdem auf eine
Maximalzeit ¢, beschrinkt. Besitzen die Kollisionspartner eine Tangentialkomponen-
te der Geschwindigkeit, so darf auch in Tangentialrichtung keine Dissipation statt-
finden. Setzt man deshalb § = —1, bleibt die Tangentialkomponente der Energie
erhalten (siche Anhang E), man verliert allerdings alle Effekte der Reibung. Setzt
man andererseits = 1, so bleibt ebenso die Energie erhalten, man verliert aber den
Parameter p. Im folgenden wird § = —1 gesetzt, sobald in Gleichung 62 die Bedin-
gung ) < t, erfiillt und damit ¢ = 1 ist. Die Form des Ubergangs von dissipativen
zu elastischen Kontakten ist weder theoretisch noch experimentell bekannt, so dafl
die einfache funktionale Abhéngigkeit in Gleichung 62 nur eine mogliche Variante ist.

Betrachtet man das einzelne, springende Teilchen am Boden, das die Schwelle f.
bereits iiberschritten hat, und mittelt iiber mehrere Kollisionen mit dem Boden in
einem Zeitintervall At, so kann man die Kraft f; berechnen, die das Teilchen auf den
Boden ausiibt. Bei einer Kollision mit Geschwindigkeit v; findet eine Impulsiibert-
ragung von 2muv; statt und die Zeit zwischen zwei Stéflen ist ¢; = 2v;/g. Die Kraft
auf den Boden ist f; = (1/t1)2mwv; = mg, wie von einem Teilchen der Masse m, das
am Boden liegt, erwartet wird. Durch Einfiihrung von ¢ wurde also der statische
Grenzfall fiir ein Teilchen erreicht, wobei sogar die Kraft korrekt im Modell enthalten
ist.
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5.3 Viele Teilchen in einem Behéilter

Um zu priifen, ob der vorgeschlagene Restitutionskoeffizient ¢ auch mit vielen Teil-
chen zum statischen Grenzfall fiihrt, wird nun eine Simulation von N Teilchen mit
Durchmesser d in einem sehr schmalen Behélter mit [ = 2.001d durchgefiihrt. Durch
diese Geometrie bedingt, wird sich ein Endzustand von je zwei Teilchen neben-
einander und einer Fiillhéhe von N/2 einstellen. Die Restitutionskoeffizienten sind
€ = €, = € = 0.6, und alle Oberflichen sind glatt p = p,, = pp = 0. Die Teilchen be-
finden sich im Gravitationsfeld mit g = 9.81 m/s?, die Simulation dauert ¢ = 1 s, und
die Teilchenzahl und die kritische Zeit werden geéindert. In Abb. 15(a) ist C,. = n.t./N
die Anzahl der Ereignisse pro Teilchen innerhalb der Zeit ¢, gegen die Zeit aufgetra-
gen. Die Gesamtzahl der Ereignisse n, nimmt mit zunehmender Teilchenzahl stark
zu, weshalb auch der Rechenaufwand pro Teilchen mit der Teilchenzahl zunimmt.
Bei Anderung von t. in Abb. 15(b) verhilt sich die Gesamtzahl der Ereignisse wie
ne o< 1/t,.

(a) (b)
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Abbildung 15: Anzahl der Ereignisse C. = n.t./N pro Teilchen in der Zeit t., als
Funktion der Simulationszeit ¢. Die Parameter sind L = 2.001, ¢ = 0.6 und g = 0.
(a) t. = 0.0001 s mit verschiedenen N, (b) N = 10 mit verschiedenen ¢.. (¢) Anzahl
der Kollisionen C, im statischen Grenzfall ohne Dissipation mit (c) ¢, = 10™* s fiir
verschiedene N und (d) N = 10 fiir verschiedene t.

In Abb. 15(c) und (d) sind die Werte von C, fiir lange Zeiten als Funktion von
N und t, aufgetragen. C'; nimmt mit zunehmendem N deutlich zu. Dabei bemerkt
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man, dafl C, fiir ungerade Teilchenzahlen héher liegen kann als fiir die ndchsthéhere
gerade Zahl. Andererseits gibt es einen optimalen Bereich von ¢, Werten, in dem
sich C nicht wesentlich &ndert. Unterhalb und oberhalb dises Bereichs kann C, stark
zunehmen.

Eine Vorhersage fiir das Auftreten des ,jinelastischen Kollapses“ bei der klassi-
schen ED Methode [LCB194b] ist die Regel ny(1 — €) > 3, wobei n, = Nd/I die
dimensionslose Fiillhéhe bzw. die Anzahl der Lagen im Ruhezustand ist. Nach dieser
Abschétzung miifite eine Simulation mit N = 40 Teilchen, d.h. n,(1 —€) = 8 zum
yinelastischen Kollaps® fiihren. Dank der Einfiihrung des Restitutionskoeffizienten in
Gleichung 62 wurde das verhindert — ED Simulationen sind nun auch in Bereichen
moglich, die vorher nicht zugénglich waren. Es stellt sich im Grenzfall langer Zeiten
ein quasi-stationidrer Zustand ein, in dem sich die Energie und die Kollisionsrate der
Teilchen nicht mehr dndert.
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Teil III
Vibrierte granulare Medien

Um zu verhindern, dal granulare Medien im Gravitationsfeld zur Ruhe kommen
wird Energie durch Vibration des Behilters zugefiihrt. Der sich einstellende Gleich-
gewichtszustand wird untersucht und kollektive Effekte wie Konvektion und Entmi-
schung werden modelliert.

6 Uberblick

Fiillt man granulares Material im Gravitationsfeld in einen Behilter und beginnt
diesen vertikal zu schiitteln, wird man, je nach Anregungsamplitude und -frequenz,
verschiedene Phénomene entdecken. Fiir eine Vorhersage dieser breiten Klasse von
moglichen Effekten mufl man wissen, wie hoch der Container mit welchem Material
gefiillt ist und wie stark und schnell das Schiitteln erfolgt. Man findet unterschied-
liche Verhaltensweisen fiir wenige Teilchen, diinne Schichten oder tiefe Fiillungen.
Anstatt einer Anderung der Fiillhhe, wird ein dhnlicher Effekt durch ein Material
mit stirkerer Dissipation erzielt.

6.1 Phinomenologie

Wenige Teilchen im Behélter sind beinahe unabhéingig voneinander und wechselwir-
ken meist mit den Behélterwénden. Bei zu schwacher Vibration des Behélters bleiben
die Teilchen einfach am Boden liegen. Ubersteigt die Anregungsbeschleunigung den
Wert der Gravitationsbeschleunigung, so beginnen die Teilchen zu springen, stoflen
mit den Winden und selten auch untereinander. Erh6ht man die Anregungsener-
gie weiter, wird schliefllich ein gasartiger Zustand erreicht. Dieses System entspricht
am ehesten einem eindimensionalen, einzelnen Teilchen auf einer vibrierenden Platte
[SSJ81, Pie83, PKF85, PB85a, PB85b, Eve85, TMC186, GZ87, Pie88, SCB9I0, ML9O0,
LM93, WH95, Pie97h, Pie97a], an dem man bereits solch interessante Phinomene wie
Bifurkationen, Periodenverdopplung und Chaos demonstrieren kann.

Diinne Schichten sind schon mit niedriger Anregungsenergie in einen fluidisierten
Zustand zu iiberfithren bzw. kénnen mit sehr schwacher Anregung in diesem Zustand
gehalten werden [OUO80, SF88, CZ92, ZC92, CLB*93, LCB*94¢c, LHB94, Lud95,
WHJ95, WH96, GSMF95|. Fluidisiert bedeutet, daf§ die Teilchen relativ dicht ge-
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packt sind, sich aber dennoch leicht gegeneinander bewegen kénnen. Die mittlere
freie Weglédnge ist dabei kleiner als die Teilchengréfie. Bei entsprechend stérkerer
Vibration wird wieder ein gasartiger Zustand auftreten, bei dem die mittlere freie
Weglinge deutlich grofer werden kann als die Grofle einzelner Teilchen [LCB'94c,
LCB*94b, LHB94, LCB*94al. In einem engen Parameterbereich kann man in brei-
ten Behédltern mit Fiillhdhen von wenigen Teilchen — &hnlich wie bei Fliissigkeiten
— die Bildung von Oberflichenwellen beobachten [DFL89, PB93, MUS94, MUS95,
UMS96, CVRD96, LCRD96, Was97, Lud97b, MKJ97, Shi97]. Erfolgt die Vibration
zu schnell, haben die Wellen keine Zeit sich auszubilden, ist die Anregung zu schwach
bzw. die Dissipation zu hoch, so reicht die zugefiihrte Energie nicht aus, um das
Material zu fluidisieren, geschweige denn Oberflichenwellen herbeizufiihren. Ist an-
dererseits die Vibrationsenergie zu hoch bzw. die Dissipation zu schwach, so wird man
den gasartigen Zustand erreichen, in dem kollektive Phinomene wie Oberflichenwel-
len wegen der niedrigen Dichte nicht méglich sind (siehe Kapitel 13). Schockwel-
len im granularen System sind dagegen in allen vibrierten Systemen festzustellen
[SJF84, Lee9s, AA95, GSMF95, GSG95, LD96, McN96, WHI6].

Schiittelt man Behélter mit tiefen Fillungen, so wird es schwerfallen, den gas-
artigen Zustand zu erreichen. Dennoch ist es interessant zu beobachten, wie der
Ubergang von Statik zu Dynamik stattfindet und wie sich das Material im Behilter
verhiilt. Uberschreitet man mit der Anregungsbeschleunigung einen kritischen Wert,
der nicht unbedingt genau der Erdbeschleunigung entsprechen muf}; so 16st sich der
Block granularen Materials etwas vom Boden. Das Material kann kurzzeitig leicht
verdiinnt werden [DMCR94a, DML196], um beim nichsten Stoff mit dem Boden
wieder verdichtet zu werden. Eine genaue Untersuchung der Verdiinnung, d.h. der
Ubergang von Statik zu Dynamik, wird in Teil IV beschrieben. Nach sehr vielen
StoBen kann manchmal eine Netto-Verdichtung des Materials festgestellt werden
[AS66, KFL*95, OR95, BNKN96, Lin96, NCH97]. Die Relativbewegung der Teilchen
zu den Winden kann durch die Teilchen-Wand-Reibung zu ,,Rissen“ im Material
fiihren, und im Mittel werden die Teilchen in der Ndhe der Wand stirker nach unten
beschleunigt als Teilchen in der Mitte des Systems. Dies fiihrt iiber viele Vibrati-
onszyklen gemittelt zu Konvektion [Far31l, LDF89, Raj91, CDR92, GHS92, Tag92,
LCB*94b, BM95, EJK™95, HYH95, PH95, Gro97|. Die Konvektion in granularen Ma-
terialien hidngt, im Gegensatz zu Fliissigkeiten, wesentlich von der Beschaffenheit der
Wiinde ab (siehe Abschnitt 8.1). Begleiterscheinungen von Konvektion kénnen Hau-
fenbildung [LDF89, CDR92] oder Entmischung sein [AS73, SB78, HW86, RPS*86,
RSP*87, JM88, JM90, Dev90, AL90, BG90, ABS91, JM92b, DRC93, BMG93, BM93,
JMP93b, KIN93, OTH*93, DMCR94b, CWHB96, D195, PH95, GHP096, VRD97].
Entmischung kann allerdings auch eine Vielzahl anderer Ursachen haben [Mat65,
Wil76, Som79, RLW91, Cho95, LDCR96b] und tritt auch in anderen Geometrien wie
z.B. rotierenden Trommeln oder Silos auf.

6.2 Theorie, Experimente und Simulationen

Granulare Systeme in vibrierten Behéltern wurden anhand quasi-ein- und quasi-
zweidimensionaler Modellsysteme experimentell [CR91, CLB*93, LCB*94c, WHJ95],
theoretisch [Haf83, Sav88, GSMF95, LD96] und numerisch [GHo92a, Her92, CLB*93,
LCB"94c] untersucht.
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Theoretische Ansitze, analog zur kinetischen Gastheorie [Sav79, Haf83, JS83,
GS95], sind wegen des komplexen Randwertproblems einer bewegten Wand nur schwer
anzuwenden und konnten bisher nur fiir wenige Randbedingungen gelost werden
[GSMF95, MB97]. In einer Dimension wurde die Boltzmann-Gleichung um die dissi-
pative Wechselwirkung erweitert [MBD94] und konnte fiir die Grenzfille starker und
schwacher Dissipation geldst werden.

Der experimentelle Zugang zu einem realen dreidimensionalen System ist schwie-
rig, da das Material in der Regel nicht durchsichtig ist. Deshalb ist man darauf ange-
wiesen, Modellsysteme mit reduzierter Dimension zu untersuchen oder auf modernste
technische Gerite, wie z.B. Kernspintomatographen, zuriickzugreifen. In zweidimen-
sionalen Modellsystemen verwendet man iiblicherweise Hochgeschwindigkeits-Video-
Kameras mit anschlieBender digitaler Bilderfassung [WHJ95, WJH94, FLCA94|, wo-
mit man die Trajektorien und die Rotation der Teilchen erfassen und auswerten kann.

Numerische Simulationen solcher Systeme sind ein hilfreiches Instrument, um
detailliertere Informationen und Einsichten zu erhalten. Die Mehrzahl der Simula-
tionen vibrierter granularer Systeme wurde mit der klassischen Molekulardynamik
(MD) durchgefiihrt [WB86, Tag92, GHS92, LCB194b, LCB"94a, Koh94], wihrend
die Ereignis-Dynamik (ED) nur selten verwendet wurde [AT87, LCB*94¢c, LHB94,
MBD94, DLK95, Lud95]. Ein Vergleich von MD und ED Simulationen zeigte bei
Anwendung auf vibrierte Systeme [LHB94, LCB*94a, Lud95], da beide Methoden
im Bereich geringer Dichte dquivalent sind. Dies ist einfach zu verstehen, wenn man
beriicksichtigt, dal der wesentliche Unterschied der beiden Methoden die Wechsel-
wirkungsdauer der einzelnen Teilchen ist. Bei niedrigen Dichten ist die Zeit zwischen
den Stoflen sehr viel grofler als die Dauer eines Stofles, so dafi ein Unterschied in der
Kontaktdauer nicht ins Gewicht fallen kann. Wird die Zeit zwischen Kontakten ver-
gleichbar oder gar kleiner als die Dauer eines Stofles, so liefern beide Methoden stark
unterschiedliche Ergebnisse [LCB194a]. Die  harten® Teilchen in der ED Methode
kénnen in der gleichen Zeit viel mehr Stéfe ausfiithren als die ,,weichen“ Partikeln der
MD Methode, was zu einer schwicheren Dissipation in Systemen weicher Teilchen
fithrt (siehe Kapitel 4). Die effektive Dissipation eines Systems ist also eine Funktion
der Steifigkeit der Teilchen: ein Tausch des Materials, bei gleichzeitigem Festhalten
aller anderen Parameter, kann also zu einer massiven Verinderung des Systemver-
haltens fiihren. Dieses Phinomen wurde als ,, Detachment“ Effekt, also Trennungs-
Effekt, bezeichnet [LCB*94a], da verringerte Dissipation zu einer Verdiinnung, also
einer starkeren Trennung der Teilchen, fiihrt. Da das Systemverhalten stark von der
Dichte abhingt, hingt es indirekt auch von den Materialparametern ab. Konvektion
in vibrierten Behéltern konnte mit der Steifigkeit moduliert werden: Hartes Material
unterdriickt, weiches Material begiinstigt die Entstehung von Konvektion [LCB*94b].
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7 Skalierung vibrierter granularer Systeme

Experimentelle und numerische Untersuchungen zu vibrierten Granulaten wurden
in 1D [CLB193, LCB*94c, MBD94] und auch in 2D [BGW93, RL93, LHB94| vor-
genommen. In den Arbeiten zu zweidimensionalen Systemen wurde der Ubergang
vom fluidisierten zum gasartigen Zustand untersucht — die numerischen Arbeiten
vernachlassigten dabei jedoch den Rotationsfreiheitsgrad. Bei kleiner Anregungsbe-
schleunigung und hoher Dichte wurde erkannt, dal das Systemverhalten im wesent-
lichen von der maximalen Beschleunigung des Behélters beeinfluit wird [BGW93].
Bei stiirkerer Beschleunigung findet ein Ubergang vom relativ dichten Zustand zu
einem diinneren Zustand statt, dessen Energie aber mit der typischen Anregungs-
energie bzw. -geschwindigkeit V' = aw mit Amplitude a und Frequenz f = w/(27)
skaliert. Skalierung bedeutet, dal die MefigroBen des Systems nur von V' abhéngen
und nicht von den Parametern, die V' bestimmen. Gemessen wurden die typische
Ausdehnung bzw. die Héhe des Massenschwerpunktes A, und die typischen Energien
im System [LHB94|. Das interessante und unerwartete Ergebnis der numerischen Si-
mulationen war nicht, dafl die potentielle Energie mit der typischen Geschwindigkeit
V der Vibrationsbewegung des Behilters skaliert, sondern dafi ein Potenzgesetz der
Form h, ox V* gefunden wurde. Kinetische Theorien sagen eine Potenz von k = 2 un-
abhéingig von der Dimension voraus [Lee95, WHJ95|. Simulationen fithren nur in einer
Dimension zu k£ = 2 [CLBT93, LCB*94c], in zwei Dimensionen jedoch zu x =~ 1.5
[LHBO94]. Dieses Resultat numerischer Simulationen wurde ein Jahr spéter experi-
mentell bestatigt [WHJ95], wobei Potenzen zwischen x = 1.3 und x = 1.4 gefunden
wurden. Im gleichen Zeitraum wurden weitere Simulationen vorgenommen, die sich
an dem experimentell bestétigten Kollisionsmodell [FLCA94] orientieren (siehe Ab-
schnitt 3), und eine Rotation der Teilchen zulassen [Lud95]. Gleichzeitig wurde mit ei-
ner anderen Simulationsmethode (MD) das Skalierungsverhalten mit x < 2 bestétigt
und Vergleiche mit der kinetischen Gastheorie wurden vorgenommen [Haf83, Lee95].
Auch dieser theoretische Ansatz fithrte zur Potenz k = 2, wobei Aussagen nur iiber
den dichten und den hochverdiinnten Grenzfall getroffen werden konnten. Die Frage,
ob k < 2 nur ein zweidimensionales Artefakt ist, wurde kiirzlich verneint. Mit un-
terschiedlichen dreidimensionalen numerischen Methoden wurde eine Potenz x < 2
nachgewiesen [MLH97]. Die offenenen Fragen, ob die seltsame Potenz x < 2 nur in
einem Ubergangsbereich auftritt und ob die Potenz von der sinusférmigen Anregung
herriihrt, sind Gegenstand aktueller Forschung. Erste Untersuchungen zu granula-
ren Materialien in geschlossenen vibrierten Behéltern ohne Gravitation zeigen eine
deutliche Abhéngigkeit der mittleren Energie von der Form der Anregungsbewegung.
Symmetrische und asymmetrische Anregungen bedingen unterschiedliche Energie und
unterschiedliches Skalierungsverhalten [MB97]. Diese Erkenntnis ist wichtig, da fiir
kinetische Theorien iiblicherweise eine zufillige, im Mittel positive Anregungsenergie
angenommen wird, ohne die Form genauer zu spezifizieren.

Neben der Skalierung mit der Anregungsgeschwindigkeit V' wurde festgestellt, daf3
die potentielle Energie des Systems im angeregten Zustand umgekehrt proportional
zur Fiillhohe ist, d.h. h, o N~%. Numerische Rechnungen mit reibungsfreien Teilchen
zeigen ¢ ~ 1 [LHB94], wohingegen Experimente zu Potenzen 0.3 < ¢ < 1 fiihren
[WHJ95]. Da Simulationen mit Rotation keine derart kleinen Potenzen ¢ zeigen,
kann dieser Unterschied z.B. von den Winden in der dritten Dimension herriihren,
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welche in den Simulationen bisher vernachléssigt wurden.

Im folgenden wird das Modellsystem genauer beschrieben, und zweidimensionale
numerische Simulationen von vibrierten mit granularem Material gefiillten Behé&ltern
werden durchgefiihrt. Nach der Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir
den Stofparameter, die Dichte und die Geschwindigkeit wird ein vereinfachter theo-
retischer Ansatz vorgestellt, der die Skalierung mit den Parametern V und N bis
auf die Potenzen erklirt. Fiir verschiedene Materialparameter und Randbedingungen
werden weitere Ergebnisse diskutiert und abschlielend werden die gewonnen Erkennt-
nisse zusammengefaft und die weiterhin offenen Fragen formuliert.

7.1 Das Modellsystem

Das Modellsystem besteht aus einem rechteckigen Behélter der Breite [ und der di-
mensionslosen Breite L = [/dj bei einer mittleren Teilchengréfie dy. Der Behilter hat
unendlich hohe Winde und keine Abdeckung. Dies erlaubt, im Gegensatz zu Expe-
rimenten, eine wesentlich breitere Variation der Anregungsparameter. Die Anregung
wird durch die vertikale Position der Bodenplatte des Behélters

20(t) = asin(27 ft), (63)

zur Zeit t eindeutig festgelegt, und die vertikalen Winde kénnen von dieser Bewegung
entkoppelt werden. In Gleichung 63 sind a die Amplitude und f die Frequenz der
Schwingung. Die typische Geschwindigkeit der Bodenplatte ist V = aw, mit w = 27 f,
und die typische dimensionslose Beschleunigung ist T' = aw?/g.

Der Behilter wird mit N Kugeln des Durchmessers d; (i = 1, ..., N) gefiillt. Wenn
nicht besonders erwihnt, ist d; gleichverteilt im Intervall dy(1—wp) < d; < do(1+wy),
wobei hier dy = 1 mm und wy = 0.1 verwendet wird. Die Materialeigenschaften dieser
Kugeln werden, wie in Abschnitt 3 beschrieben, durch die Parameter Restitutionsko-
effizient €, Reibungskoeffizient ;1 und Tangentialrestitutionskoeffizient (3, festgelegt.
Die moglicherweise unterschiedlichen Parameter bei Wechselwirkung mit den Wéanden
oder mit der Bodenplatte werden entsprechend durch den Index w oder b gekennzei-
chent. Zur Vereinfachung wird in den meisten Simulationen ein elastischer Boden
benutzt (¢, = 1), der perfekt glatt ist (u, = 0).

In Abb. 16 sind Momentaufnahmen typischer Simulationen mit verschiedenen I'
Werten dargestellt. Mit zunehmender Beschleunigung und damit ebenso zunehmen-
der Anregungsgeschwindigkeit wird das System immer diinner. Abb. 17 zeigt eine
Zeitserie iiber eine Periode der Simulation in Abb. 16(b). Die Phase ist in einer Pe-
riode ¢ = tf, wobei 0 < t < 1/f ist. Man bemerkt, dafl die Dichte von der Phase
abhingt: Wihrend sich die Bodenplatte nach oben bewegt wird das Material kom-
primiert (k,l,a), bei Erreichen einer geniigend starken Beschleunigung 16st sich das
Material von der Bodenplatte (c,d) und beschreibt eine Wurfparabel, wobei die Dich-
te stetig abnimmt (e-i), solange bis das Material wieder auf die Bodenplatte trifft
():

Zur Klassifizierung des Systemzustands werden in der Regel drei Mefigréfien be-
stimmt: die reduzierte Hohe des Massenschwerpunktes h., die Translationsenergie K
und die Rotationsenergie R. Die Mittelung wird zur der Phase ¢ = 0 vorgenommen,
d.h. wenn sich die Bodenplatte gerade mit der maximalen Geschwindigkeit V = aw
nach oben bewegt. Die reduzierte Hohe des Massenschwerpunktes ist definiert als
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Abbildung 16: Vibrierte Behilter mit N = 50 Kugeln mit € = 0.9, 4 = 0.5 und 5y =
0.5 bei einer Anregungsfrequenz von f = 20 Hz und verschiedenen Beschleunigungen
(a) ' =1.5, (b) ' =2 und (c) I' = 4 zur Phase ¢ = 0. Die kinetische Energie nimmt
in der Reihenfolge blau-griin-rot zu.

Abbildung 17: Zeitserie der Simulation eines vibrierten Behélters mit N = 50 Kugeln
mit € = 0.9, p = 0.5 und By = 0.5 bei einer Anregungsfrequenz von f = 20 Hz mit
Beschleunigung I' = 2, wiihrend einer Periode an den Phasen ¢ = (a) 1/12, (b) 2/12,
(c) 3/12, (d) 4/12, (e) 5/12, (f) 6/12, (g) 7/12, (h) 8/12, (i) 9/12, (j) 10/12, (k) 11/12
und (1) 1.
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he = heam. — Bean.o, Wobei hep. = (1/M) =N, m;z die momentane Hohe ist, von der
die Hohe h.,,o im Ruhezustand abgezogen wird. M ist die Gesamtmasse der Teil-
chen im System M = Ei]il m; mit der Masse m; und der Vertikalkoordinate z; des
Teilchens ¢. Im Ruhezustand kann fiir wy = 0 die Hohe des Massenschwerpunktes im
Ruhezustand exakt berechnet werden:

hen.o = % [(1—V3/2)H +V3/2H?] + % [1+V3H]. (64)
Dabei sind L die durchschnittliche Teilchenzahl in einer Schicht, H = int[N/L] die
Anzahl der gefiillten Schichten und N, = N — HL die Anzahl der Teilchen in der
obersten, unvollstiandigen Schicht. Mit N = 50, dy = 1 mm und | = 10d, ergeben
sich L =10, H =5 und N, = 5, was zu hemo = 2.492 x 1072 m fiihrt. Variiert man
L um =+1 so dndert sich h, nicht wesentlich, solange V' > 0.1 m/s ist. Fiir sehr kleine
V' Werte und polydisperse Teilchen ist Gleichung 64 nicht mehr giiltig, aber dennoch
eine gute Niherung.

Die mittlere potentielle Energie eines Teilchen ist mgh., wobei g = 9.81 m/s?
die Gravitationsbeschleunigung ist. Unter Vernachlissigung des Vorfaktors m/2 er-
geben sich K = (1/M) XN, m;v? mit der Teilchengeschwindigkeit v; und analog
R = (¢/M) TN, m;(w;d;/2)? mit der Winkelgeschwindigkeit w; und dem Trigheits-
moment gm(d;/2)? des Teilchens 1.

7.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Um zu verstehen, wie sich ein System dissipativer Teilchen von einer klassischen
,Harte-Kugel“-Fliissigkeit unterscheidet, ist es zweckméflig, die Verteilungsfunktio-
nen zu untersuchen. Die erste interessante Grofe ist der Stoparameter b, der in einem
zweidimensionalen System von niedriger Dichte gleichverteilt vorkommt. In Abb. 18
ist die Wahrscheinlichkeit P(b/d) dargestellt, einen bestimmten Stofiparameter b/d
bei einer Kollision zu finden.

P(b/d)

a=0.0316 mm —e—
a=0.0562 mm --—-=----
a=0.1000 mm -
a=0.5620 mm
a=3.1600 mm
a=17.700 mm

0 Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
b/d

Abbildung 18: Die Wahrscheinlichkeit P(b/d) als Funktion von b/d fiir Simulationen
mit N = 100, e = 0.9, u =0, L =10, f = 100 Hz und verschiedenen Amplituden «
— 0.0316, 0.0562, 0.1, 0.562, 3.16 und 17.7 mm.
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Abgesehen von den beiden Simulationen mit den kleinsten Anregungsamplitu-
den, die den Beschleunigungen I' = 1.27 und 2.26 entsprechen, ist der dimensionslose
StoBparameter im Intervall 0 < b/d < 1 gleichverteilt. Man beachte, daf§ diese Gleich-
verteilung nur in 2D gilt und da§ P(b/d) in 3D linear mit b/d ansteigt.

Bei den Simulationen mit den kleinen Amplituden ¢ < 0.1 mm ist das System
relativ dicht gepackt. Dies wird deutlich, wenn man das vertikale Dichteprofil fiir
verschiedene Amplituden vergleicht. In Abb. 19(a) sind die Dichteprofile von vier
der Simulationen aus Abb. 18 dargestellt. Man erkennt, daf} die typische Dichte mit
zunehmender Amplitude stark abnimmt. Skaliert man die Héhe z mit einem Faktor
a=%/? und die Dichte dementsprechend mit dem Faktor a®?, so ergibt sich, wie in
Abb. 19(b) gezeigt, eine Ubereinstimmung der Dichteprofile fiir grofe Amplituden.
Das Dichteprofil fiir ¢ = 0.1 mm zeigt eine beinahe konstante Dichte im unteren
Bereich, wihrend bei gréfleren Amplituden die Dichte im unteren Bereich leicht mit z
zunimmt. Die Dichte als Funktion der Horizontalkoordinate ist in diesen Simulationen
konstant.

1000 F——m—— 77— 7 0-01_"""| LAY T T
F a=0.100 mm —&— a=0.100 mm —&—
3 a=0.562 mm —e— a=0.562 mm —o—
100 F a=3.160 mm —=— o a=3.160 mm —=—
r a=17.70 mm —s— a=17.70 mm —s—
10 | ] 0.001 > —_
Q 1k . %r-
L 0.0001 ]
0.1 E
0.01 F — i
: 1le-05 | ]
0.001 P N P | ol N A L PP PR M« A |
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 100 1000 10000
z 14

Abbildung 19: (a) Log-log Darstellung der Dichte p als Funktion der Hohe z fiir
Simulationen mit N = 100, ¢ = 0.9, p = 0, L = 10, dy = 1 mm, wy = 0, f =
100 Hz und verschiedenen Amplituden a = 0.1, 0.562, 3.16 und 17.7 mm. (b) Log-
log Darstellung der skalierten Dichte p(¢) = pa®/? als Funktion der skalierten Hohe
¢ = za—/? fiir die Simulationen in (a).

Von Interesse ist auflerdem die Geschwindigkeitsverteilung in horizontaler und in
vertikaler Richtung. In Abb. 20 sind die Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(u,) fiir
horizontale und P(u,) fiir vertikale Geschwindigkeiten dargestellt. Mit zunehmender
Amplitude werden die Verteilungsfunktionen immer breiter. Bei kleinen Amplituden
ist kein Unterschied zwischen €, = 0.9 und ¢, = 1.0 festzustellen, wohingegen bei
groflen Amplituden und niedrigen Dichten die Dissipation an der Wand zu einer ver-
ringerten mittleren Geschwindigkeit fiihrt. Die Vertikalgeschwindigkeitsverteilung ist
asymmetrisch, d.h. grofle Aufwartsgeschwindigkeiten sind wahrscheinlicher als grofle
Abwértsgeschwindigkeiten.
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Abbildung 20: Log-lin Darstellung der horizontalen Geschwindigkeitsverteilung P (u,)
und der vertikalen Geschwindigkeitsverteilung P(u,) von den Simulationen aus Abb.
19. Die Amplituden a und die entsprechenden Geschwindigkeiten V sind: (a,e) a = 0.1
mm, V = 0.063 m/s, (b,f) a = 0.562 mm, V = 0.353 m/s, (¢,g) a = 3.16 mm, V =
1.98 m/s und (d,h) @ = 17.7 mm, V = 11.2 m/s. Verschiedene Symbole kennzeichnen
Simulationen ohne (€, = 1) oder mit Wanddissipation (e, = 0.9). Man beachte, daf§
die Vertikalachsen im Gegensatz zu den Horizontalachsen gleich skaliert sind.
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7.3 Theorie vibrierter Systeme

Mit einer einfachen Abschitzung [WHJ95] der Energieabnahme durch Teilchen-Teil-
chen-Sto68e und der Energiezufuhr durch Sto8e von Teilchen mit der vibrierenden
Bodenplatte werden im folgenden typische Mefgréfien fiir den Grenzfall niedriger
Dichte und schwacher Dissipation hergeleitet. Die potentielle Energie bzw. die Hohe
des Massenschwerpunktes A, und die Relaxationszeit 7p, innerhalb der die typische
Systemenergie dissipiert wird, werden diskutiert.
Im betrachteten System ist die mittlere Geschwindigkeit < u >= 0. Deshalb ist
die mittlere kinetische Energie eines Teilchens
|
er = —mu”, (65)
2
mit den Fluktuationen der Relativgeschwindigkeit 7 = v/< u? >. Die Grofle er wird
in Analogie zu klassischen Gases oft als ,,granulare Temperatur” bezeichnet, hat aber
nichts mit einer Temperatur im thermodynamischen Sinn zu tun. Bei einem Stof3
indert sich die Energie um Ae = (1/2)mu?(e* — 1) (siche Anhang E). Im elastischen
Grenzfall ¢ — 1 stellt sich, wie beim klassischen elastischen Gas, fiir niedrige Dichte
ein exponentielles Profil der Teilchenzahldichte

—2¢gz
n(z) = noexp ( p ) , (66)
mit der Dichte in der Niihe der Bodenplatte ng = 2Ng/(l4?) ein. In diinnen Systemen
ist die mittlere freie Weglidnge

~ 2dn(z)’

A(z) (67)
mit dem zweidimensionalen Wirkungsquerschnitt 2d und einer dimensionslosen Kon-
stante \g. Mit Gleichung 67 ergibt sich die mittlere Anzahl von Kollisionen pro Teil-
chen in der Hohe z aus dem Produkt von mittlerer Relativgeschwindigkeit und inver-
ser freier Weglinge

Z= ; = 2dan(z)/ Xo. (68)
Die Energieverlustrate pro Teilchen in Hohe z ist
é1(2) = ZAe = md(e®* — 1)@*n(2)/ Ao, (69)

woraus sich die Energieverlustrate der kinetischen Energie in einer Schicht der Héhe
dz ergibt
dék(z) = é1(z)n(z)ldz. (70)

Durch Integration von z = 0 bis z — oo ergibt sich die Energieverlustrate des gesam-
ten Systems

éx = N*mgd(e® — 1)a/(I\) = HNmg(e® — 1)i/ ), (71)

mit der Fiillhdhe H = N/L und der dimensionlosen Systembreite L.
Energie kann nur durch Kollisionen mit der Bodenplatte zugefiihrt werden. Im
hier betrachteten Parameterbereich kann man die typische Teilchengeschwindigkeit
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co in der Nihe der Bodenplatte als ¢y >> v, annehmen, wobei v, die Geschwindigkeit
der Bodenplatte v, ist. Hier wird v, fiir das in den obigen Abschnitten benutzte
V verwendet, da die Form der Anregung nicht genau sperzifiziert wird. Nach einer
Kollision ist die Geschwindigkeit des Teilchens ¢ = (cy + vp)€ + v, woraus sich die
mittlere Energieinderung

m m

Aey = 5(03 —dY) = B [cg(l — ) —vi(1+ 6)2} (72)
bei einer Kollision mit der Bodenplatte ergibt. Dabei wurde angenommen, daf3 cyvy
im Mittel verschwindet, da sich die Bodenplatte mit gleicher Wahrscheinlichkeit nach
oben oder nach unten bewegen soll. Im elastischen Grenzfall ¢ — 1 ergibt sich somit

die Energiezufuhrrate

2Nmgv}

é[ = Z()A@O X (73)

als Produkt von Aey; und der Kollisionsrate Z; = mnglcy unter Verwendung von
U =~ |co|- Im Gleichgewichtszustand miissen sich Energieverlust und Energiezufuhr
im Mittel ausgleichen, und man erhélt schliellich

Aomu?
=20 4
TToH(1- o) (74)
Die Hohe des Massenschwerpunktes ergibt sich durch Integration der Dichte
hem. = / d _ 75
m. Zzozn(z) Zoch(l—e) (75)

als eine Funktion der Fiillhohe H, der typischen Geschwindigkeit der Bodenplatte v,
der Gravitation g und der Dissipation (1 — €). Man beachte, da8 hier ebenso wie in
Abschnitt 4.1.2 die effektive Dissipation & = H(1 — €) vorkommt (in einer Dimension
ist H = N). Die Hohe des Massenschwerpunktes héngt demnach nur von der Ge-
schwindigkeit v, ab und nicht von anderen Kombinationen von Anregungsamplitude
und -frequenz, wie der Beschleunigung I'.

Die Zeit, innerhalb der die typische Energie im System dissipiert wird, ist das
Verhiltnis von mittlerer Energie und mittlerer Energieverlustrate bzw. Energizufuhr-
rate

<er > Vp
TD:<éI>O(g§3/2' (76)
Um abschitzen zu konnen, wie stark das System die duflere Anregung spiirt, d.h. wie
wichtig die Form der dufleren Anregung ist, mufl man 7 mit der Anregungsperiode
1/ f vergleichen. Die Grofle

r
Tof & (77)

ist eine Funktion der typischen Beschleunigung und der typischen Dissipation und
gibt an wie stark das granulare Medium die Anwesenheit der Bodenplatte und insbe-
sondere deren Bewegungsform spiirt. Ist 7p < 1 erwartet man eine starke Korrelation
zwischen der Bewegung der Bodenplatte und der Bewegung des granularen Mediums,
das Material kondensiert in der Nihe der Bodenplatte, eine hohe Dichte stellt sich ein
und die Abschitzungen in diesem Abschnitt verlieren ihre Giiltigkeit. Fiir 7, > 1 sind
alle Annahmen erfiillt und das System ist im gasartigen Zustand niedriger Dichte.
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Der hier gezeigte theoretische Ansatz fithrt zum Ergebnis, dafi das Verhalten gra-
nularer im gasartigen Zustand nur von den Parametern v, und ¢ abhiingt. Der Uber-
gang vom gasartigen Zustand in einen Zustand hoherer Dichte hingt anstatt von vy
von I" ab. Die Folge dieses unterschiedlichen Skalierungsverhaltens in den Gleichungen
74 und 77 ist, da} bei gleichem V kleinere Amplituden und groflere Frequenzen zu
einer effektiveren Anregung fithren. Das System kann den gasartigen Zustand leichter
erreichen, wenn f und damit I" grof§ sind.

Im folgenden wird untersucht, wie sich das Modellsystem verhilt, wenn sich die
Randbedingungen dndern. Es wird untersucht, wie Reibung, Wandbewegung und
Dissipation die Energieverteilung im System beeinflufit.

7.4 Zweidimensionale Simulationen
7.4.1 Simulationen mit elastischen Wianden

Zur Untersuchung des Systemverhaltens bei Anderung der Teilchen-Teilchen-Reibung
werden die Parameter N = 50, ¢ = 0.9, 5y = 0.5, L = 10, ¢, = 1 und p, = 0 (ein
Behiilter mit elastischen glatten Wénden) festgehalten, wihrend der Reibungskoef-
fizient von p = 0 bis p = 20 variiert wird. Diese beiden Extremwerte entsprechen
glatten und extrem rauhen Oberflichen. In Abb. 21 sind h., K/R und K/h, als Funk-
tion des Reibungskoeffizienten p dargestellt. Benutzt werden die Werte V' = 1.57 m/s
mit f = 100 Hz und V = 0.314 m/s mit verschiedenen Frequenzen f = 40, 100 und
500 Hz. Da die Standardabweichung der gemessenen h. Werte immer ca. 10% bis 15%
des gemessenen Absolutwertes betrigt, kann man auf Fehlerbalken verzichten.

In Abb. 21(a) stellt man eine schwache Abhéngigkeit der potentiellen Energie
vom Reibungskoeffizienten fest: Mit zunehmendem p nimmt die potentielle Energie
im Bereich 0.02 < 4 < 0.5 ab. In den Grenzfillen p < 1 und g > 1 ist die potentielle
Energie bis auf Fluktuationen konstant und damit bei rauhen Oberflichen nur etwa
halb so grof3 wie bei glatten Oberflichen. h, hingt nur von V" ab, d.h. bei konstantem
V kann man f und a in gewissen Grenzen frei wihlen [LHB94, WHJ95, Lud95, Lee95].

In Abb. 21(b) wird deutlich, da K/R einen konstanten p-unabhéngigen Wert
nur im Grenzfall g > 1 erreicht. Fiir kleine y findet man dagegen K/R o 1/u. Die
durchgezogene Kurve in Abb. 21(b) ist die Funktion

_K _@+0/w) -

R (1+ 5o)

mit ¢ =2/5und By = 0.5. Diese Funktion erhélt man indem man, anstelle einer Gleich-
verteilung der Energie pro Freiheitsgrad eine Gleichverteilung der entsprechenden
Geschwindigkeiten annimmt. Bei schwacher Reibung — und damit schwacher Kopp-
lung der Freiheitsgrade — ist der Rotationsfreiheitsgrad nur schwach angeregt, was
zu oben genannter Proportionalitit r o< 1/ fiihrt. Im Grenzfall starker Kopplung
héngt die Energie im Rotationsfreiheitsgrad nicht mehr von der Reibung ab. In diesem
Grenzfall kann man annehmen, dafl die Transversal- und Rotationsgeschwindigkeit
der Teilchenoberfliiche von #hnlicher Grofie sind, d.h. v2, & vZ) ~ (wyd/2)* =~ v3.
Beriicksichtigt man, daf§ man zwei Translationsfreiheitsgrade, aber nur einen Rotati-
onsfreiheitsgrad hat, kann man damit abschitzen: K ~ vZ;+v2; und R ~ q(wyod/2)?,
so daB r o< 2/q ist. Da r bei verschwindendem g oder ¢ divergiert, muf} die Tangen-
tialrestitution im Nenner erscheinen, d.h. bei f; = —1 muf} r ebenfalls divergieren
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Abbildung 21: (a) Log-log Darstellung der reduzierten Hohe des Massenschwerpunk-
tes h., aufgetragen gegen u. Die verwendeten Parameter sind N = 50, L = 10, ¢ = 0.9
und 3y = 0.5. Die Werte von V und f sind in der Abbildung angegeben. (b) Log-log
Darstellung des Verhiltnisses von Translations- und Rotationsenergie K /R, aufgetra-
gen gegen p. Die Daten stammen aus den in Abb. 21(a) dargestellten Simulationen,
und die durchgezogene Linie ist Gleichung 78 fiir die entsprechenden Parameter. (c)
Lin-log Darstellung des Verhéiltnisses von Translationsenergie zur Hohe des Massen-
schwerpunktes K/h,., aufgetragen gegen p. Die Daten stammen aus den Simulationen

aus Abb. 21(a).
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(r oc (1 + By)~"). Dies kann man qualitativ verstehen, wenn man bedenkt, dafi im
Grenzfall (1 + ;) < 1 die meisten Kollisionen haftend sind (siehe Gleichung 20).
Fiir groe (1 + () ist ein wesentlicher Anteil der Kollisionen gleitend, und j, spielt
kaum eine Rolle. Da das Verhiltnis gleitender zu rutschender Kontakte nicht expli-
zit von p und ¢ abhéngt, wirkt (1 + () multiplikativ auf beide Terme von 7. In
Abb. 21(c) ist das Verhiltnis von kinetischer Energie zur Héhe des Massenschwer-
punktes dargestellt. Gleichverteilung von potentieller und kinetischer Energie wiirde
mgh. = (m/2)K bedeuten, womit K/h. = 2g wire. Da K/h, in den Simulatio-
nen mit wesentlicher Reibung kleiner ist als der Schatzwert, ist Gleichverteilung fiir
potentielle und kinetische Energie nicht gewéhrleistet.

Um die Annahmen zu priifen, die zu Gleichung 78 fiihren, wird in Abb. 21 der
Tangentialrestitutionskoeffizient variiert. Wie oben ist N = 50, ¢ = 0.9 und p = 0.2.
Der Wert 3y = -1 entspricht dem Grenzfall einer glatten, der Wert 3, = 1 dem Grenz-
fall einer sehr rauhen aber elastischen Oberfliche. Letzterer Fall bedeutet, dafi die
Tangentialgeschwindigkeit beim Stofl mit kleinem ¥; vollkommen umgekehrt wird.
In Abb. 22(a) ist die reduzierte Hohe des Massenschwerpunktes gegen (3, aufgetra-
gen. h, ist, aufler fiir B, < —0.5, bis auf statistische Schwankungen konstant. Im
Fall 8y — —1 wird die Rotation immer schwicher angekoppelt, so dal h, zunimmt.
Das Verhiltnis von Rotations- zu kinetischer Energie ist in Abb. 22(b) dargestellt.
K/R divergiert im Grenzfall fy — —1. Die Kurve in Abb. 22(b) ist Gleichung 78
mit ¢ = 2/5 und p = 0.2. Das Verhéltnis von kinetischer zu potentieller Energie ist
beinahe unabhingig von ,, wie aus Abb. 22(c) ersichtlich wird.

Der dritte Parameter, der die Rotationsenergie beeinflufit, ist das Tragheitsmo-
ment der Teilchen I = gm(d/2)? und damit der Vorfaktor ¢. Mit denselben Parame-
tern, die in Abb. 22 verwendet wurden, wird ¢ im Intervall 0 < ¢ < 1 variiert. Die
untere Grenze beschreibt Teilchen, die all ihre Masse im Zentrum konzentriert haben,
wihrend die obere Grenze dem Grenzfall eines Rings entspricht, dessen gesamte Mas-
se am Umfang liegt. Wie in Abb. 23(a) dargestellt, nimmt h., aufler fiir sehr kleine
1, mit wachsendem ¢ ab, was bedeutet, dafl mit wachsendem ¢ entsprechend mehr
Energie im Rotationsfreiheitsgrad steckt. Fiir die experimentell interessanten Situa-
tionen mit Kugeln (¢ = 2/5) oder Scheiben (¢ = 1/2) ist jedoch kein Unterschied
festzustellen. Abb. 23(b) zeigt, da8 Gleichung 78 auch fiir verschiedene ¢ Werte gute
Vorhersagen liefert, und Abb. 23(c) macht deutlich, dafl K/h, kaum von ¢ abhingt.

Abschlieflend sei bemerkt, dafl die Extremfille y = 0, fy = —1, und ¢ = 0 in
den Abbildungen 21(a), 22(a) und 23(a) dquivalent sind, da all diese Werte eine
perfekt glatte Oberfliche und damit fehlende Rotation bedeuten. Aus demselben
Grund divergiert das Verhéltnis K/R in den Abbildungen 21(b), 22(b) und 23(b)
in diesen Grenzfillen. Die empirisch hergeleitete Funktion fiir r in Gleichung 78 ist
systematisch um einen Faktor 1.3+0.2 zu klein, was durch die qualitativen Argumente
der Herleitung nicht erklart werden konnte.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Simulationen zeigen, dafl potentielle und
kinetische Energie die gleiche GréBenordnung haben, wobei K/h, mit zunehmender
Kopplung von Translation und Rotation in der Regel schwach abnimmt. Im Gegensatz
dazu hingt das Verhiltnis von Translations- und Rotationsenergie stark von den
Kopplungsparametern ab, wobei diese Abhéngigkeit durch die empirische Gleichung
78 gut beschrieben wird.
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Abbildung 22: (a) Log-lin Darstellung von h, fiir unterschiedliche (. Die verwendeten
Parameter sind N = 50, L = 10, ¢ = 0.9, . = 0.2 und f = 100 Hz mit V = 1.57
m/sund V = 0.314 m/s. (b) K/R als Funktion von (3, fiir die Simulationen von Abb.
22(a). Die Kurve ist Gleichung 78 fiir die entsprechenden Parameter. (¢) K/h. als

Funktion von 3 fiir die Simulationen von Abb. 22(a).
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Abbildung 23: (a) Log-lin Darstellung von h. als Funktion von ¢ mit N = 50, L =
10, € = 0.9, f = 100 Hz und 3y, = 0. Die Werte von V' und p sind in der Zeichnung
angegeben. (b) Log-log Darstellung von K /R als Funktion von ¢, gewonnen aus den
Simulationen in Abb. 23(a). Die Kurve ist Gleichung 78 mit den entsprechenden
@ =0.25 und By = 0. (¢) K/h. als Funktion von ¢, gewonnen aus den Simulationen

in Abb. 23(a).
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7.4.2 Simulationen mit rauhen, dissipativen Winden

Durch numerische Simulationen von glatten Teilchen in einem vibrierten Behélter
wurde ein interessantes Skalierungsverhalten der Hohe des Massenschwerpunktes mit
der Anregungsgeschwindigkeit V' gefunden [LHB94]. Die potentielle Energie Nmghe,,
héngt im fluidisierten Bereich nicht direkt von der Amplitude a und der Frequenz f
ab, sondern ist nur eine Funktion von V = aw mit

he x V. (79)

Im Gegensatz zu theoretischen Ansitzen, die k = 2 voraussagen [Lee95], ist aber in
zweidimensionalen Geometrien xk &~ 1.5. Da die Simulationen mit glatten Teilcheno-
berflichen durchgefiihrt wurden, muf} zuerst gepriift werden, ob sich das Skalierungs-
verhalten durch den Rotationsfreiheitsgrad fndert. Weiterhin mufl der Einfluf§ der
Wand-Dissipation und der Wandrauhigkeit gepriift werden, da wenigstens fiir grofie
V eine Abhingigkeit des Systemverhaltens von den Wandeigenschaften festgestellt
wurde [LHB94]. Experimente am selben Modellsystem [WHJ95] verwenden natiirlich
rauhe Teilchen und Winde. Die Experimente bestéitigen das Skalenverhalten h, oc V*
und zeigen sogar eine etwas kleinere Potenz als die Simulationen. Ungliicklicherwei-
se konnten die Experimente nur in einem schmalen Bereich 0.1 m/s < V < 1 m/s
durchgefiihrt werden, wohingegen die Simulationen den Bereich 0.1 m/s < V < 10
m/s abdecken.
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Abbildung 24: Log-log Darstellung von A, als Funktion von V', wobei € = 0.9, 5, =
0.5 und p = 0 (1) oder p = 0.2 (2-4) verwendet wurde. Bei gleicher Fiillhdhe wird
die Systembreite L = 10, 30 und 50 variiert, womit sich N = 50 (1,2), N = 150 (3)
und N = 250 (4) ergeben.

Um den EinfluB der Teilchenrotation auf hA. zu untersuchen, simuliert man N =
50 Teilchen in einem Behélter der Breite L = 10 mit elastischen (e, = 1) und glatten
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(twy = 0) Wénden. In Abb. 24, ist A, als Funktion von V gezeigt, wobei einerseits
glatte, d.h. 4 = 0 (1), oder rauhe Teilchenoberflichen, d.h. y = 0.2 und 5y = 0.5
(2-4) verwendet werden. Um den Einfluf§ der Systemgriéfie auf die potentielle Energie
zu untersuchen, ist es sinnvoll, Simulationen mit unterschiedlicher Systembreite aber
gleicher Fiillhohe durchzufiihren. Die Teilchenzahlen sind N = 50 (1,2), N = 150 (3)
und N = 250 (4). Abb. 24 macht deutlich, daf§ die Reibung zwischen den Teilchen zu
einer Verringerung der potentiellen Energie fiihrt, wie bereits von Abb. 21(a) gefolgert
werden konnte. Da h. mit den hier benutzten Parametern nicht von der Systemgrofie
abhéngt, wird im folgenden nur das System mit N = 50 Teilchen verwendet.

Im Unterschied zu dem Skalengesetz, das im gleichen Geschwindigkeitsbereich die
Potenz x ~ 1.5 zeigt [LHB94], ist in Abb. 24 fiir V' ~ 1 m/s ein Ubergang von x ~ 1.5
nach k ~ 2 festzustellen. Die Experimente erstreckten sich nicht bis in diesen Bereich
[WHJ95]. Wihrend frithere Simulationen e,, < 1 verwendeten [LHB94], wird in Abb.
24 der Wert ¢, = 1 verwendet. Die Wandeigenschaften beeinflussen die potentielle
Energie vor allem im diinnen Bereich.
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Abbildung 25: Log-log Darstellung von A, als Funktion von V', mit e = 0.9, y = 0.2,
Bo = 0.5, N =50 und L = 10. Die Wandparameter sind: p,, = 0, €, = 1 (1), fhy
=0, €, = 0.9 (2) und gy, = 0.2, foy = 0.5 und ¢, = 0.9 (3). Die Geraden (4) und
(5) zeigen die Steigungen 3/2 (4) und 2 (5) an, und der Pfeil markiert den Ubergang
zwischen den zwei Potenzen in (1). Im Fall y,, > 0 sind die Winde von der Bewegung
der Bodenplatte entkoppelt.

Um den Einflufl der Wandeigenschaften auf das Systemverhalten zu verdeutlichen,
werden in Abb. 25 Simulationen mit glatt-elastischen, glatt-dissipativen und rauh-
dissipativen Wénden verglichen. Dabei ist im Gegensatz zu fritheren Simulationen
[LHB94] die Rotation der Teilchen mdglich. Im Falle glatt-dissipativer Winde (2)
verhilt sich h. wie oben beschrieben, was durch die gepunktete Linie mit Steigung
3/2 verdeutlicht wird. Im Falle glatt-elastischer Winde &ndert sich der Exponent
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k bei V = 1 m/s. Der Ubergang ist durch einen Pfeil markiert, und die Steigung
x = 2 wird durch Linie (5) angezeigt. Der Ubergang findet nicht notwendigerweise bei
V = 1 m/s statt, sondern hiingt im allgemeinen von der mittleren freien Wegléinge und
der Systemgrofle ab. In einem verdiinnten System finden mehr Kollisionen mit den
Wiinden statt, so dafl die Wandeigenschaften mit abnehmender Teilchendichte immer
wichtiger werden. Dissipative oder rauhe Wénde beeinfluflen das Systemverhalten im
dichten Bereich, d.h. V' < 1 m/s, nicht sehr. Ist die mittlere freie Weglinge A\ < [, so
kann man das System als dicht ansehen und findet x ~ 3/2; ist jedoch A > [ findet
man k & 3/2 mit elastischen Wénden und x ~ 2 mit dissipativen Winden. Rauhe
Wiinde verringern h. noch stérker, da bei jedem Stofl mit einer unbewegten Wand
tangentiale Relativbewegung verlorengeht.
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Abbildung 26: Log-log Darstellung von A, als Funktion von V mit e = 0.9, u = 0.2,
= 0.5, N =50, und L/dy = 10. Die Winde bewegen sich vertikal mit der Bodenplatte
(1,2) oder sind fixiert (3), und die Wandeigenschaften sind fy,, = 0.5, €, = 0.9, und
oy wird variiert, d.h. p,, = 0.2 (1,3) und g, = 0.5 (2). Die Daten (3) sind aus Abb.
25 entnommen. Die Kurve (4) ist die beste Nidherung an die Daten (1) und (2) fiir
V > 0.1 und hat die Steigung x ~ 1.33.

Ein Grund fiir den starken Unterschied zwischen Simulationen mit glatten und
rauhen Winden ist die Randbedingung. Sind die Wénde unbeweglich, so wird bei
jeder Teilchen-Wand-Kollision Tangentialenergie dissipiert; bewegen sich die Wénde,
so kann manchmal dem System Energie zugefiihrt werden. In Abb. 26 sind die Er-
gebnisse von Simulationen mit statischen und bewegten rauhen Wianden dargestellt.
Der Reibungskoeffizient der bewegten Wénde ist u,, = 0.2 (1), bzw. p, = 0.5 (2),
wahrend die unbewegten Winde p,, = 0.2 (3) haben und damit der Simulation (3)
in Abb. 25 entsprechen. Die anderen Parameter sind ¢ = 0.9, u = 0.2, 8y = Bow
= 0.5, N =50 und L = l/dy = 10. Ein least-square-fit an die Datensétze (1) und
(2) im Intervall 0.1 m/s < V < 10 m/s ergibt die Gerade (4) mit einer Steigung
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k = 1.33. Folglich sind nicht nur die Materialeigenschaften der Winde, sondern auch
deren Bewegung wichtig, um die Experimente korrekt zu modellieren.

7.4.3 Vergleich von DSMC und ED

Um zu verstehen, wie wichtig der Volumenausschluf fiir das Skalierungsverhalten vi-
brierter Granulate sind, werden in diesem Abschnitt ED, DSMC und DSMC2 Simula-
tionen verglichen (siehe Teil VII). Bei ED werden explizit , harte“ Kugeln modelliert,
wahrend mit der stochastischen DSMC Methode Punktteilchen ohne Eigenvolumen
beschrieben werden. DSMC2 beinhaltet ebenso wie DSMC keine Korrelationen zwi-
schen den Stoflen, unterscheidet sich aber von DSMC durch einige Korrekturen, die
das Eigenvolumen der Teilchen beriicksichtigen sollen.

Zum Vergleich der Methoden betrachtet man die Hohe des Massenschwerpunk-
tes als Funktion der Anregungsgeschwindigkeit fiir glatte, aber dissipative Teilchen
und Winde. In Abb. 27 wird h.,, als Funktion von V fiir elastische Wéande und
inelastische Teilchen dargestellt.
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Abbildung 27: Vergleich der drei Methoden DSMC2, DSMC und ED, mit N = 50,
L =10 und f = 100 Hz. (a) Hohe des Massenschwerpunktes A, als Funktion der
Geschwindigkeit V. (b) Dichteprofile fiir die Simulationen mit V' = 0.11 m/s.

Weiterhin wird die Teilchendichte der Simulation mit f=100 Hzund V' = 0.11m/s
fiir die verschiedenen Methoden ED, DSMC und DSMC2 gezeigt. Aufer bei niedriger
Anregungsgeschwindigkeit stimmen die verschiedenen Methoden gut iiberein. Fiir
V < 0.6 m/s weicht DSMC deutlich ab, wihrend die DSMC2 bis zu V' ~ 0.06 m/s (ca.
84% der maximalen Dichte) gute Ergebnisse liefert. Die bessere Ubereinstimmung von
ED und DSMC2 wird auch bei Betrachtung des Dichteprofils klar. Das Eigenvolumen
der Teilchen wird also bereits bei mittlerer Dichte bzw. mittlerer Anregungsenergie
wichtig. In Abb. 28 ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Horizontal- (u,) und
der Vertikalgeschwindigkeit (u,) fiir DSMC2 und ED dargestellt (vgl. Abb. 20). Die
beiden Methoden zeigen wieder hervorragende Ubereinstimmung.
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Abbildung 28: Log-lin Darstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(u) als Funk-
tion der (a) horizontalen u, und der (b) vertikalen Geschwindigkeit u, fiir die Simu-
lation mit V = 1.98 m/s aus Abb. 27.

7.4.4 Unterschiedliche Randbedingungen

Da die beiden Methoden ED und DSMC bis zu relativ hohen Dichten sehr gute
Ubereinstimmung zeigen, kann man davon ausgehen, daB in diesem Dichtebereich
weder langreichweitige Korrelationen, noch die Erinnerung an frithere Kollisionen,
eine wesentliche Rolle spielen: Diese Effekte sind in ED enthalten, jedoch nicht in
DSMC2.

Um zu iiberpriifen, wie die Wahl der Methode das Skalierungsverhalten beein-
flult, wird in Abb. 29 h, = h.m. — hem.o als Funktion von V fiir verschiedene Rand-
bedingungen dargestellt. Mit den Parametern N = 50 und [/dy=10 ist die Hohe des
Massenschwerpunktes in Ruhe A, 0 = 2.492 x 10~% m. Die hervorragende Uberein-
stimmung der beiden Methoden beweist, dafl auch die Wénde mit der stochastischen
DSMC2 Methode modelliert werden koénnen.
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Abbildung 29: Die reduzierte Hohe des Massenschwerpunktes A, als Funktion der
Anregungsgeschwindigkeit V' fiir verschiedene Kombinationen der Teilchen-Teilchen-
und Teilchen-Wand-Dissipation: (a) €, = 1, = 0.9, (b) €, = 0.9,¢ = 0.9, (¢) €
0.9,¢ = 1. Die Fehlerbalken geben die Standardabweichung der DSMC2 Simulation
an.

Im Fall elastischer Wénde und dissipativer Teilchen (¢, = 1 und € = 0.9) ist in der
Skalierungsfunktion h, o V* die Potenz x =~ 2, solange V' > 0.6 m/s ist. Mit inelasti-
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schen Wianden und Teilchen (e, = ¢ = 0.9) findet man x ~ 3/2 iiber zwei Gréflenord-
nungen von V', und mit elastischen Teilchen und dissipativen Wénden (e = 1.0 und
€w=0.9)ist k &1 (V <5m/s) und k =~ 2 (V > 5 m/s). Man beachte, daf} die Simu-
lationen mit dissipativen Teilchen (a,b) im Bereich niedriger Geschwindigkeiten bzw.
hoher Dichte iibereinstimmen, wihrend die Simulationen mit dissipativen Wianden
(b,c) bei hoher Anregungsenergie bzw. niedriger Dichte iibereinstimmen.

7.4.5 Vergleich mit Experimenten

In diesem Abschnitt werden die numerischen Simulationen direkt mit den Expe-
rimenten verglichen [WHJ95]. Der in den Experimenten verwendete Behilter war
[ = 165 mm breit und bewegte sich bei der Frequenz von f = 50 Hz mit den Am-
plituden ¢ = 0.5, 1.12, 1.84 und 2.12 mm. Bei jeder Amplitude wurde auch die
Teilchenzahl verdndert: N = 27, 40, 60 und 90. Die Teilchen sind Kugeln des Durch-
messers dg = 5 mm und monodispers wy = 0, wobei die Restitutionskoeffizienten
€ = €, = € = 0.92 verwendet werden, die typisch fiir Stahlkugeln von ca. 1mm
Durchmesser sind. Der Reibungskoeffizient ist p = p,, = pp = 0.22, und der Tangen-
tialrestitutionskoeffizient ist Gy = Bow = Bop = 0.

Entsprechend den Abbildungen 15 und 16 in [WHJ95] werden die Simulationser-
gebnisse der Hohe des Massenschwerpunktes h. = hcm. — hem.o in Abb. 30(a) gegen
V = aw und in Abb. 30(b) gegen die inverse Fiillhéhe 1/H = L/N aufgetragen. Die
Simulationen zeigen &hnliche Absolutwerte, das Verhalten stimmt aber nicht exakt
mit den Experimenten iiberein. Um die Ergebnisse qualitativ vergleichen zu kénnen,
werden , least-square-fits“ an die Funktion A, oc V* vorgenommen. Die Experimente
fiihren zu k = 1.239, 1.310, 1.326 und 1.022 fiir N = 27, 40, 60 und 90, wihrend die
Simulationen zu xk = 1.72, 1.66, 1.57 und 1.45 fiihren. Das Mittel der simulierten x
Werte ist mit & = 1.60 + 0.10 grofler als in den Experimenten. Abb. 30(b) zeigt, daf
auch die Abhéingigkeit von A, als Funktion der Teilchenzahl N in Experimenten und
Simulationen unterschiedlich ist. Least-square-fits der Form h, o (L/N)¥ ergeben
in den Experimenten die Potenzen ¢ = 0.140, 0.172, 0.396 und 0.350 bei f = 50
Hz und a = 0.5, 1.12, 1.84 und 2.12 mm. Die Anpassung der Simulationsergebnisse
liefert ¢ = 0.60, 0.71, 0.81 und 0.91 mit » = 0.76 £ 0.11, was wieder deutlich von den
Experimenten abweicht. Die oben erwihnten Simulationen wurden in einem Behilter
unendlicher Hohe vorgenommen. Begrenzt man die Hohe auf 285 mm, wie auch in
den Experimenten, so ergeben sich die etwas besseren Mittelwerte £ = 1.52+0.06 und
@ = 0.70 & 0.08, die aber immer noch iiber den experimentell erzielten Ergebnissen
liegen. Die geringere Steigung in den Experimenten und auch die grofleren absolu-
ten Abweichungen kommen hauptséchlich von den Daten mit grofler Amplitude und
kleinen Teilchenzahlen.

Eine mogliche Erklarung fiir die groflen Potenzen in den Simulationen wire ei-
ne moglicherweise falsche Wahl des Restitutionskoeffizienten fiir Teilchen-Boden-
Kollisionen ¢,. Deshalb wurden die Simulationen in Abb. 30 mit verschiedenen ¢,
= 0.84 und 0.96 wiederholt. h., x und ¢ hiingen aber so schwach von ¢, ab, daf} dies
die Unterschiede zwischen Experiment und Simulation nicht erkldren kann.

Eine andere mogliche Ursache ist der experimentelle Aufbau, der nicht wirklich
zweidimensional ist, sondern in der dritten Raumrichtung durch ebene Glasscheiben
begrenzt wird, an denen die Teilchen ebenfalls reiben und dadurch Energie verlieren
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Abbildung 30: (a) Log-log Darstellung von h. gegen V mit € = ¢, = ¢, = 0.92,
b= py = pp = 022 und Gy = Pow = Bop = 0.0. Die Teilchenzahl ist N = 27
(Kreuze), 40 (Dreiecke), 60 (Quadrate) und 90 (Rauten). (b) Log-log Darstellung
von h, als Funktion der inversen Fiillhéhe L/N fiir dieselben Simulationen wie in
Abb. 30(a). Die verschiedenen Amplituden sind ¢ = 0.5 (Kreuze), 1.12 (Dreiecke),
1.84 (Quadrate) und 2.12 mm (Rauten).
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kénnen. Da die Simulationen im vorigen Abschnitt 7.4.2 gezeigt haben, wie wichtig
die Wandeigenschaften sind, ist zu erwarten, dafl auch die Glasplatten das Verhalten
beeinflussen. Eine Abschéitzung des Energieverlusts an diesen Winden [WHJ95] sagt
einen vernachlissigbaren Effekt voraus, eine Simulation, die dies iiberpriift, steht
allerdings noch aus.

7.5 Dreidimensionale Simulationen

Um dieselbe Fiillhhe wie in 2D zu erhalten, benutzt man einen dreidimensionalen
Behilter mit L = 10 in beiden horizontalen Richtungen und erhoht die Teilchenzahl
um den Faktor 10, d.h. N = 500. Die Hohe des Massenschwerpunktes in Ruhe wird
durch eine Simulation mit V' = 0 als h22 (0) ~ 2.2 x 107> m bestimmt. In Abb.
31 sind Simulationsergebnisse mit elastischen und dissipativen Winden dargestellt.
Ahnlich wie in 2D ist h, fiir kleine V nicht von den Wandeigenschaften abhingig,
wahrend man fiir grofie V' Werte feststellt, daf dissipative Wiande zu einem niedri-
geren Massenschwerpunkt fiihren. Ebenso wie in 2D ist die Potenz x < 2, d.h. das

Skalierungsverhalten ist nicht nur ein zweidimensionales Artefakt.
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Abbildung 31: Log-log Darstellung von h. als Funktion von V', mit € = 0.9, u = 0.0,
N =500 und L = 10. Die Wandparameter sind: ¢, = 0.9 (1) und ¢, = 1.0 (2). Die
Geraden (3) und (4) zeigen die Steigungen 1 und 2 an.

7.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zweidimensionale Modellsysteme kugelférmiger Teilchen
in einem sinusformig bewegten Behélter simuliert und mit Experimenten verglichen.
Friihere Simulationen [LHB94] wurden um den Rotationsfreiheitsgrad erweitert, wo-
bei das Kollisionsmodell aus Abschnitt 3 verwendet wurde [Lud95].

Reibung dndert nichts an dem interessanten Skalierungsverhalten, das noch immer
nicht theoretisch verstanden ist. Die Energie ist nicht wie in einem klassischen Gas
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auf die einzelnen Freiheitsgrade gleichméBig verteilt. Das Verhéltnis von Translations-
und Rotationsenergie kann erklirt werden, indem man annimmt, die Geschwindigkeit
der Teilchenoberflichen sei fiir Translations- und Rotationsbewegung vergleichbar.
Die Kopplung der Teilchenoberflichen und damit der Energien findet durch die Rei-
bung statt. Mit zunehmender Teilchenrauhigkeit nehmen potentielle und kinetische
Energie ab, da mehr Energie im Rotationsfreiheitsgrad enthalten ist und dissipiert
wird.

Die Wandeigenschaften beeinflussen das Verhalten des Systems qualitativ. Bei
elastischen und glatten Winden findet man nur im verdiinnten Bereich ein Skalie-
rungsverhalten h, oc V* mit k &~ 2, wie auch theoretisch vorhergesagt. Im dich-
teren Bereich reduziert sich die Potenz auf k ~ 3/2. Werden die Winde dissipa-
tiv, bleiben aber immer noch glatt, so erstreckt sich die Potenz x ~ 3/2 iiber den
gesamten untersuchten Parameterbereich, d.h. iiber ca. zwei Groflenordnungen der
Anregungsgeschwindigkeit V. Bei rauhen Winden ist aulerdem wichtig, ob sich die
Winde mit dem Boden des Behélters vertikal bewegen. Bei starren Winden fiihrt jede
Teilchen-Wand-Kollision zu Energieverlust, wihrend bei bewegten Wénden eine Kol-
lision auch zu einem Energiegewinn fiihren kann. Der Einflul von Wandeigenschaften
und -bewegung ist in diinnen Systemen wichtiger als in dichten, da Wandkollisionen
dort haufiger auftreten.

Bei einem direkten Vergleich von Experiment und Simulation wurde festgestellt,
daB die Potenzen k und ¢ in den Simulationen systematisch grofer sind als in den Ex-
perimenten. Nach Uberpriifung verschiedener Ursachen fiir diese Abweichungen ver-
bleibt allein die M6glichkeit des Einflusses der Front- und Riickwand im Experiment
ungepriift. Theoretische Ansidtze [WHJ95, Lee95| sagen groflere Potenzen k voraus
als die Simulationen, so dafl weiterhin Forschungsbedarf besteht [ML97b, MML97].

Um die Bedeutung des Eigenvolumens der Teilchen und moéglicher Korrelationen
zwischen StoBen zu untersuchen wurde eine Simulationsmethode stochastischer Natur
(DSMC) benutzt und mit ED verglichen. Durch die zuf#llige Wahl des Stofiparame-
ters bei jeder Kollision sind Erinnerungseffekte bei DSMC nicht moglich. Im diinnen
Bereich sind weder das Eigenvolumen noch Korrelationen von Bedeutung, im dich-
teren Bereich muf} das Eigenvolumen berticksichtigt werden (DSMC2), Korrelationen
scheinen sogar bis zu ca. 80% der maximalen Dichte keine Rolle zu spielen. Der Ver-
gleich zeigt, dafl die Annahmen, die der stochastischen DSMC Methode zugrunde
liegen, wenigstens im oben untersuchten Bereich richtig sind.

Weiterhin zeigt das System in 2D und in 3D qualitativ dasselbe Verhalten. Das
Skalierungsverhalten mit x < 2 besteht auch in 3D, ist also nicht nur ein zweidimen-
sionales Artefakt.
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8 Kollektives Verhalten in vibrierten Systemen

8.1 Konvektion

Konvektion ist in Fliissigkeiten ein alltdgliches Phinomen, kann aber auch in an-
geregten granularen Systemen gefunden werden [Far31]. Konvektion wird durch ein
Gas oder eine Fliissigkeit zwischen den Teilchen verursacht, wenn Unterschiede in der
Permeabilitit existieren. Andererseits ist Konvektion ebenso im Vakuum méglich, wo-
bei die Randbedingungen eine wichtige Rolle spielen. Hier soll Konvektion diskutiert
werden, die im Vakuum vorkommt.

8.1.1 TUberblick

Eine immer wieder aufgeworfene Frage ist, wie granulare Medien auf duflere Anregung
reagieren und welche Rolle die Randbedingungen dabei spielen. Die Intensitét der
Konvektion nimmt mit der Intensitit der Anregung zu, und die Stérke der Konvektion
nimmt mit der Tiefe im System ab [KEK96, Kni97, Gro97]. Konvektion kann nur
oberhalb einer kritischen Anregungsbeschleunigung gefunden werden [Tag92, GHS92,
KJN93, LCB194b], unterhalb dieser Schwelle wird das Material verdichtet [BNKNO96,
NPJ*97].

In einem Behilter mit rauhen Wénden wird das Material in der Regel an den
Wiinden stérker nach unten beschleunigt [JM92a, Mor93, Gro97]. Massenerhaltung
sorgt dafiir, daB sich, im Mittel iiber viele Vibrationsperioden, Konvektionszellen bil-
den, in denen sich das Material in der Mitte nach oben bewegt [Far31, LDF89, Raj91,
CDR92, GHS92, Tag92, LCBT94b, BM95, EJK*95, HYH95, PH95, Gro97]. Die Kon-
vektion in granularen Materialien hingt, im Gegensatz zu Fliissigkeiten, wesentlich
von der Beschaffenheit der Winde ab. Begleiterscheinungen von Konvektion kénnen
Haufenbildung [LDF89, CDR92] oder Entmischung (sieche Abschnit 8.2) sein.

Konvektion in vibrierten Behiltern konnte mit der Steifigkeit moduliert werden:
Hartes Material unterdriickt, weiches Material begiinstigt die Entstehung von Kon-
vektion [LCB*94b]. Neuere Experimente [KEK*96, Kni97] und Simulationen [Gro97]
zu Konvektion in Behiltern mit geneigten Wénden zeigen, dafl sich die Richtung der
Konvektionszellen bei einem Wand-Neigungswinkel von ca. 10° umkehrt. Dieses Er-
gebnis ist unabhingig von der Anregungsfrequenz, wird aber deutlich beeinflufit von
der Wandrauhigkeit und der Anregungsamplitude. Ebenso wurden die mit Kern-
spinresonanz gewonnenen Geschwindigkeitsprofile [EJK95] numerisch reproduziert
[Gro97].

Im folgenden soll untersucht werden, bei welcher Phase der periodischen Anre-
gungsbewegung Konvektion am stéirksten ist und wie sich das Material wihrend einer
Periode als Funktion der Phase verhilt.

8.1.2 Modellierungsergebnisse

Das Modellsystem ist ebenso wie in Abschnitt 7.1 ein zweidimensionaler Behélter der
Breite [, mit vertikalen Winden und einer horizontalen Bodenplatte. Er wird mit N
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kugelformigen Teilchen mit Durchmesser dy gefiillt und nach Gleichung 63 vertikal
vibriert. Die Vibration ist sinusférmig, und die Phase der Bewegung wird mit ¢ = tf
bezeichnet, wobei T = 1/f die Periode und 0 < ¢ < T ist.

Zur Simulation von Konvektion wird hier erstmals die in Kapitel 4 eingefiihrte
TCED Methode verwendet. Zuerst soll gepriift werden, wie die verwendete Kon-
taktdauer t, die Simulationen beeinflult. Bei Verwendung der MD Methode wurde
festgestellt, daf} die Stirke der Konvektion mit wachsendem ¢, durch elastische Effek-
te zunimmt [LCB194b]. Die Stérke der Konvektion wird gemessen, indem man den
Behilter in Zellen der Seitenldnge dy unterteilt und den Flufl der Teilchen fiir jede
Zelle ermittelt:

N

(T69) = (5 10030 = 7~ S(r(e = 80 =PI () - e — 80)) . (50
i= At

In Gleichung 80 ist 7(¢) das Zentrum der Zelle, in der sich Teilchen i zur Zeit ¢

befindet. Die Delta-Funktion 6(7;(¢) — 7) ist demnach nur dann von Null verschieden,

wenn Teilchen ¢ sich zur Zeit ¢ in Zelle 7 befindet. Die Funktion im Absolutbetrag

ist nur dann von Null verschieden, wenn Teilchen ¢ im Zeitintervall At die Zelle

gewechselt hat. Die Intensitdt der Konvektion im System

N OGE (81)

ist durch ihre Definition immer positiv.

Fiir die in Gleichung 80 durch die eckigen Klammern gekennzeichnete Zeit-Mit-
telung gibt es mehrere Moglichkeiten: Man kann zu einer festen Phase ¢ = 0 mitteln
und wihlt als Zeitschritt die Periode, d.h. At = T [Tag92, LCB*94b], oder man
mittelt zu m verschiedenen Phasen ¢; = j/m (mit j =0, 1, ..., m — 1) und wéhlt
dabei entweder At =T oder At =T /m.

Durch Mittelung iiber kurze Zeitintervalle T'/m erhélt man die Fluf-Intensitét J;
als Funktion der Phase ¢; bezogen auf das Ruhesystem. Damit wird die kollektive Be-
wegung der Teilchen im Ruhesystem gemessen, und man kann feststellen, zu welcher
Phase welcher Teil des Materials in Bewegung ist. Diese Mittelung kann zur Dar-
stellung von Dichtewellen im Material verwendet werden. Eine Alternative dazu ist,
die Mittelung bezogen auf den Massenschwerpunkt aller Teilchen zu verschiedenen
Phasen ¢; durchzufiihren, was zur Messung von Kompression J. bzw. Dekompression
im Material benutzt werden kann. Bei Mittelung iiber jeweils eine Periode wird die
FluB3-Intensitét J, bezogen auf die Position des Behélters zur Phase ¢; ermittelt. So
kann man feststellen, wie sich Teilchen relativ zum Behé&lter bewegen und ob, iiber
viele Perioden gemittelt, Konvektion stattfindet.

In Abb. 32 sind die Intensitit der Konvektion J; und des Flusses J; fiir verschie-
dene Kontaktdauern . dargestellt. Fiir diese Simulation wurden N = 100 Teilchen
in einem Behilter der Breite L = I/dy = 10 iiber 250 Perioden mit f = 20 Hz und
I' = 3.22 simuliert. Die Materialparameter sind € = ¢, = 0.9, ¢, = 1, . = p,, = 0.25,
o = 0 und By = Byw = 0.5. Uber den Einschwingvorgang innerhalb der ersten Peri-
oden wird durch Weglassen der ersten 50 Perioden nicht gemittelt. In Abb. 32(a) ist
J;; als Funktion der Phase fiir t, = 0s, 1078 s, 1075 s, 107* s und 1072 s dargestellt.
Die klassische ED Methode mit ¢, = 0 s ist durch schwarze Quadrate gekennzeich-
net. Man stellt fest, daf} die Intensitéit der Konvektion kaum von ¢, abhéngt, solange
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t. < 107* s ist. Die Intensitiit Jj ist bei der Phase ¢ ~ 0 maximal, wenn sich der
Behélter mit seiner Maximalgeschwindigkeit nach oben bewegt.
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Abbildung 32: (a) Intensitét der Konvektion Jy als Funktion der Phase ¢, mit ¢ =
€w = 0.9, 4= 1y = 0.25, By = Bow = 0.5, N = 100, L = 10, f = 20 Hz und T = 3.22.
(b) Intensitéit des Flusses J; als Funktion der Phase ¢ von den Simulationen aus (a).
Die verschiedenen Symbole kennzeichnen TCED Simulationen mit unterschiedlichen
t. Werten.

In Abb. 33 sind Simulationsergebnisse mit ¢, = 107> s dargestellt, und der Wand-
Reibungskoeffizient j,, wird variiert. Mit zunehmender Wandreibung nimmt der kon-
vektive Fluf Ji, in Abb. 33(a) ab. Der Wert von J, in Abb. 33(b) ist nur wihrend der
Aufwértsbewegung der Bodenplatte grofl. In dieser Zeit findet eine starke Kompres-
sion des Materials statt. Zu spiteren Zeiten hebt das Material von der Bodenplatte
ab und fliegt frei bis es die Bodenplatte wieder trifft. Wahrend des ballistischen Flugs
findet eine schwache Dekompression statt. Die Phase, zu der die Bodenplatte getrof-
fen wird héingt in erster Linie von I' und nicht von p,, ab, weshalb die hier gezeigten
Kurven fast zusammenfallen. Die Kompressions- und die Dekompressionsintensitét
nehmen leicht mit pu,, zu.
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Abbildung 33: (a) Intensitét der Konvektion Ji als Funktion der Phase ¢ fiir ver-
schiedene fi,,, mit t, = 107 s, e = ¢, = 0.9, p = 0.25, By = Bow = 0.5, N = 100,
L =10, f =20 Hz und I" = 3.22. (b) Intensitit der Kompression J, als Funktion der
Phase ¢ von den Simulationen aus (a).
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In Abb. 34 sind Simulationsergebnisse mit ¢, = 10~* s dargestellt, wobei die
Beschleunigung I" variiert wird. Mit zunehmendem I' nimmt der konvektive Fluf} Jj
in Abb. 34(a) deutlich zu. Der Wert von J; in Abb. 34(b) verhilt sich fiir verschiedene
" unterschiedlich. Abgesehen von den Daten fiir I' = 2.09 ist eine Rechts-Verschiebung
der Kurven mit wachsendem I' zu erkennen, d.h. das Material trifft die Bodenplatte
mit wachsendem I' immer spiter.
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Abbildung 34: (a) Intensitdt der Konvektion Ji als Funktion der Phase ¢, fiir ver-
schiedene I' mit t, = 107* s, € = €, = 0.9, pt = po, = 0.25, By = Bow = 0.5, N = 100,
L =10, f = 20 Hz. (b) Intensitdt des Flusses J; als Funktion der Phase ¢ von den
Simulationen aus (a).

8.1.3 Zusammenfassung

Anhand numerischer Simulationen wurden Fluf3-, Kompressions- und Konvektionsin-
tensitdt gemessen. Die im Bezugssystem des Behilters gemessene Konvektion hangt
kaum von der Phase ab, nimmt aber deutlich mit zunehmendem u,, oder I' zu. Die
Kompression ist wihrend der Aufwirtsbewegung des Behélterbodens sehr stark, und
die Dekompression wihrend des ballistischen Flugs ist vergleichsweise schwach. Die
Kompression hingt kaum von p,, ab, es ist lediglich eine Tendenz zu stérkerer Kom-
pression/Dekompression mit zunehmendem y,, festzustellen. Der Flufi im Ruhesy-
stem hingt deutlich von I' ab, da die Phasen der Trennung und des Treffens mit der
Bodenplatte von I' bestimmt werden.
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8.2 Groflenseparation

Entmischung tritt besonders deutlich auf, wenn die Teilchensorten unterschiedliche
Gréflen haben. Groflenseparation granularer Teilchen ist ein Phinomen von enormer
wirtschaftlicher Bedeutung und wird seit vielen Jahrzehnten intensiv erforscht. Dabei
ist zu beachten, dafl nicht nur unterschiedliche Grofle, sondern auch unterschiedli-
che Materialeigenschaften zur Entmischung der verschiedenen Teilchenarten fiihren
kénnen. Ein besseres Verstindnis der Ursachen kann fiir eine kontrollierbare Separati-
on, ihre Abschwichung oder sogar ihre Vermeidung eine Hilfe sein. Neben experimen-
tellen Untersuchungen und theoretischen Beschreibungen [Wil76, Som79, Cho95] sind
numerische Simulationen der Separation ein gutes Hilfsmittel zu tieferen Einblicken
[LDCR96b].

8.2.1 Uberblick

Separation kann durch Geometrieeffekte, durch Konvektion oder durch Scherung ver-
ursacht bzw. beschleunigt werden. Geometriebedingte Separation bedeutet, daf} sich
kleinere Teilchen langsam unter die grofleren Teilchen schieben. Dies ist moglich, da
fiir eine Bewegung eines kleinen Teilchens bereits eine kleine Liicke ausreicht, wiahrend
ein grofles Teilchen eine entsprechend grofie Liicke finden muf}. Separation durch reine
Geometrie-Effekte ist sehr langsam, wihrend Separation durch Konvektion von der
eventuell sehr hohen Geschwindigkeit der Konvektion beeinflult wird. Beide Effekte
kommen in vibrierten Behéiltern vor, treten aber in unterschiedlichen Parameterbe-
reichen auf. Da Konvektion bevorzugt bei starker Anregung beobachtet wird, und da
die Intensitéit der Konvektion mit der Anregungsbeschleunigung zunimmt [KJN93],
ist geometriebedingte Konvektion nur bei sehr schwachen Anregungen zu beobachten
[DRC93, DMCR94b, DL95].

In rotierenden Trommeln kann man andere Ursachen fiir Entmischung identi-
fizieren [Oya39, Lacb4, DR62, CFH'66, HCHF66, CF70, RC71, CSB76, GKB91a,
GKB91b, WB93, HK94, BJW94, ZLL 94, RCLB94, Nak94, HK95a, Koh95, MSMO95,
CB95, BPT95, CRD95, PB95b, PB95a, Ris96]. Bei der Drehung wird die Oberfliche
geneigt und bei Uberschreitung eines kritischen Winkels wird der Béschungswinkel
durch eine Lawine verringert. In der Lawine bewegen sich Teilchen in verschiedenen
Tiefen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten — das Material wird inhomogen ge-
schert. Unter Scherung wandern Teilchen unterschiedlicher Gréfle unter Umsténden
in verschiedene Richtungen, was wiederum Entmischung zur Folge hat. In einer ro-
tierenden Trommel stellt man radiale und axiale Separation fest. Bei radialer Entmi-
schung wandern die kleinen Teilchen zum Zentrum, bzw. die grofien Teilchen wandern
zur Oberfliche und werden durch Lawinen bevorzugt nach auflen transportiert. Bei
axialer Entmischung fithren Fluktuationen des Boschungswinkels an der Oberfliche
dazu, daf} Teilchen auch axial wandern konnen. Axiale Entmischung wird stark von
den Randbedingungen beeinflufit und findet auf einer Zeitskala von vielen tausend
Umdrehungen statt, wihrend radiale Separation bereits nach ein bis zwei Umdrehun-
gen geschieht.

Aufer in rotierenden Trommeln kommt Entmischung auch in vibrierten Behéltern
vor. Zweidimensionale Modellsysteme eignen sich besonders gut zur Beobachtung des
Entmischungsvorgangs [DRC93, DMCR94b, WJH94, CRD95], da der Vorgang op-
tisch sichtbar ist. Somit wird eine einfache Weiterverarbeitung der Bildinformationen
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moglich. In dreidimensionalen Systemen mufl man auf andere, wesentlich aufwen-
digere experimentelle Methoden wie Kernspinresonanz [EJK195] zuriickgreifen. In
vibrierten Behiltern tritt neben Entmischung oft auch Konvektion auf, was den Ent-
mischungsvorgang wesentlich beschleunigt. Zahlreiche Experimente und Simulatio-
nen mit neuen Methoden wurden in den letzten Jahren durchgefiithrt [AS73, SB78,
HWS86, RPS*86, RSP187, JM88, SL88, JM90, Dev90, AL90, BG90, ABS91, JM92b,
DRC93, BMG93, BM93, JMP93b, KIJN93, OTH*93, DMCR94b, CWHB96, DL95,
PH95, GHP096, VRD97]. Theoretische Ansétze, die zur mikroskopischen Beschrei-
bung der Entmischung verwendet werden kénnten, sind eher selten [SF88, Cam90,
GZ93, MBD94, GS95].

In einem vibrierten Behélter stellt man oberhalb einer kritischen Anregungsbe-
schleunigung Konvektion fest. Das Material wird in der Regel an den Winden stérker
nach unten beschleunigt, als in der Mitte des Behéilters [JM92a, Mor93]. Im Mittel
iiber viele Vibrationsperioden ergeben sich so Konvektionszellen. Entmischung im
Zusammenhang mit Konvektion wurde experimentell [KJN93, DRC93, DMCR94b,
CWHBY6] und numerisch [RSP*87, JM92b, Tag92, GHS92, LCB*94b, DL95, PB95b)]
mit verschiedenen Methoden untersucht. In einer Konvektionszelle werden, abgesehen
von Schereffekten, grofie und kleine Teilchen gleichmiflig transportiert. Die Gréfien-
separation findet an der Oberfliche des Materials statt, wo die grolen Teilchen nicht
zusammen mit den kleinen Teilchen nach unten transportiert werden. Konvektion
fiithrt also zu einer sehr schnellen Groflenseparation [DMCR94b]. Da die Stérke der
Konvektion mit der Tiefe im System abnimmt, kann man manchmal konvektionsin-
duzierte Separation und Entmischung durch Geometrieeffekte gleichzeitig beobachten
[CDR92, DMCR94b, PB95b)].

8.2.2 Entmischung ohne Konvektion

Das Modellsystem ist quasi-zweidimensional, d.h. N Teilchen des Durchmessers d
werden zwischen zwei parallele Plexiglasplatten gebracht, deren Abstand nur mini-
mal grofler als der Teilchendurchmesser ist. Um Teilchengréfien Dy > d zulassen zu
konnen, benutzt man eine Scheibe der Dicke 0.9d, in die drei der kleinen Teilchen mit
Durchmesser d als Abstandhalter eingelassen sind [DRC93, DMCR94b, CWHBY6].
Mit dem Durchmesser d der kleinen und D, der groflen Teilchen definiert man das
GrofBenverhiltnis ® = D, /d [DRC93]. Bei Entmischung ohne Konvektion wurden kri-
tische Verhéltnisse ®. numerisch berechnet bzw. analytisch vorhergesagt (®. = 12.8
in 2D, &, = 2.78 in 3D) [JM90, JM91, JM92b, JMP93a, DRC93]. Oberhalb von @,
findet Separation kontinuierlich statt, unterhalb von ®. findet man intermittentes
Verhalten. Das grofie Teilchen bewegt sich wihrend vieler Vibrationsperioden relativ
zu den kleinen Teilchen nicht, bis es sich manchmal nach oben und viel seltener nach
unten bewegen kann.

Dank der stetig wachsenden Leistungsfihigkeit der Computer ist es in den letzten
Jahren moglich geworden, relativ viele Teilchen mit diversen Formen und Gréfien in
unterschiedlichen Geometrien zu simulieren. Die meisten numerischen Untersuchun-
gen wurden mit der MD Methode durchgefiihrt [Tag92, GHS92, LCB*94b, CS79,
WB86, KMP*95]. Eine Alternative dazu sind Monte-Carlo (MC) Verfahren [JM92b,
DL95], die im wesentlichen das Eigenvolumen der Teilchen beriicksichtigen (siehe Teil
VII). Bei der MC Methode werden die Fluktuationen bei der Teilchenbewegung durch
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die zufillige Wahl eines Teilchens beriicksichtigt, wihrend die deterministische MD
Methode die Teilchentrajektorien explizit verfolgt. Der Nachteil der stochastischen
MC Methoden ist, dafl die Materialparameter nicht direkt in das Verfahren eingehen.

Ebenso wie im Experiment wird bei der MC Simulation der zweidimensionale
Behélter mit vielen gleich groflen kleinen Kugeln und einer groflen Scheibe gefiillt.
Details zur Simulationsmethode sind in Abschnitt 19.2 zu finden. Die einzige Wech-
selwirkung der Teilchen ist die Bedingung, dafl Teilchen nicht iiberlappen diirfen. Die
Vibration des Behélters wird realisiert, indem man den Behilter um eine Amplitude
a nach unten zieht und die Teilchen dann im Gravitationsfeld fallen 148t. Da die Teil-
chen in der Nidhe der Wand bei der Verschiebung des Behilters nicht mitbeschleunigt
werden, kann Konvektion nicht auftreten. Das Ziel ist zu priifen, ob Entmischung auch
ohne Konvektion auftreten kann und damit nicht nur ein Randeffekt der Konvektion
ist [KJN93, PB95b]. In Systemen mit starker Konvektion ist diese sicherlich die trei-
bende Kraft [KJN93|. Da Konvektion schon bei sehr kleinen Anregungsamplituden
gefunden werden kann, ist Separation ohne Konvektion nur bei duflerst schwachen
Anregungen oder mit besonderen Randbedingungen mdoglich. Bei schwacher Anre-
gung ist die Konvektion auf den oberen Bereich des Systems beschrinkt [CDR92], so
dafl im unteren Bereich Separation auch ohne Konvektion beobachtet werden konnte
[DRC93, DMCR94b].

8.2.3 GroiBenseparation im quasi-statischen Fall

Im folgenden wird eine Monte-Carlo (MC) Methode verwendet, um Gréfentrennung
in vibrierten Behéltern ohne Konvektion zu untersuchen. In Abb. 35 sind Moment-
aufnahmen des Systems zu zwei Zeiten wihrend des Separationsvorgangs bei einem
GroBenverhéltnis von & = 10.5 gezeigt. In Abb. 35(a) geben die Pfeile die Versetzung
der Teilchen in den néchsten 25 Perioden an, und in Abb. 35(b) ist eine Momentauf-
nahme 455 Perioden spéter dargestellt. Die Versetzung der Teilchen macht deutlich,
daB kleine Teilchen, die sich neben der groflen Scheibe befinden, manchmal nach un-
ten rutschen konnen. Damit wird der freie Raum unter dem groflen Teilchen langsam
aufgefiillt, und es entstehen immer wieder Konfigurationen, bei denen das grofie Teil-
chen eine héhere stabile Position einnehmen kann. Unter der groflen Scheibe sind
die kleinen Teilchen in einem regelméfligen Dreiecksgitter angeordnet, dariiber ist die
RegelméaBigkeit durch das grofle Teilchen gestért. Wiahrend das grofie Teilchen nach
oben wandert, ordnen sich die kleinen Teilchen darunter regelméflig an, nachdem sie
lawinenartig einmal links, einmal rechts am grofien Teilchen vorbei nach unten fallen.

In Abb. 36(a) ist die vertikale Position einer relativ kleinen Scheibe mit ® = 2 als
Funktion der Vibrationsperioden dargestellt. Abb. 36(a) verdeutlicht, daf§ die Separa-
tion duflerst langsam stattfindet, wie auch experimentell festgestellt wurde [DRC93].
Die Vertikalpositionen, bei denen der Anstieg unterbrochen wird, entsprechen den
Positionen, die man durch geometrische Stabilitétskriterien einfach vorhersagen kann
[DRC93|. Die Steiggeschwindigkeit ist in diesem Fall nur etwa 2d pro 10000 Perioden.

8.2.4 Einflu3 des Groéflenverhiltnisses & auf die Separation

In Experimenten mit Scheiben unterschiedlicher Grée [DMCR94b] wurde eine lineare
Abhéngigkeit der Separationsgeschwindigkeit Vs vom Groflenverhéltnis @ festgestellt.
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(b)

Abbildung 35: Momentaufnahmen des vibrierten Systems mit ® = 10.5 und a = d/4.
(a) Die Kreise zeigen die Teilchenpositionen nach 445 Perioden und die Pfeile geben
die Versetzung in den nichsten 25 Perioden an. (b) Die Kreise zeigen die Teilchen
nach 900 Perioden.

Die Extrapolation zum Grenzfall V; = 0 ergab das kritische Gréfenverhéltnis &, ~
3.5. Eine Untersuchung von V; als Funktion der Anregungsamplitude ¢ wurde fiir
sehr groBe ¢ Werte mit MC Methoden unternommen [Dev90], wobei relativ grofie
Separationsgeschwindigkeiten festgestellt wurden.

In Abb. 36 sind die Trajektorien von groflen Scheiben fiir verschiedene Grofien-
verhéltnisse ® dargestellt. Die Position der groflen Scheibe mit ® = 2 in Abb. 36(a)
und mit verschiedenen Groenverhéltnissen & > 10 in Abb. 36(b) wurde mit den
Parametern a = d/4, und 0. = 0.05d bestimmt. Die Steiggeschwindigkeit v, kann
durch eine Mittelung {iber den gesamten Anstieg gewonnen werden, und es muf iiber
einige Simulationen gemittelt werden, um statistische Schwankungen zu verringern.
Bei kurzen Simulationen mit ca. 1000 Vibrationszyklen konnte keine Separation bei
& < 9 festgestellt werden. Wie aus Abb. 36(a) ersichtlich wird, findet Separation
auch bei kleinerem ® auf einer viel lingeren Zeitskala statt.

Um das intermittente Verhalten der grofien Scheibe zu erklidren, kann man mit
einem einfachen geometrischen Modell die stabilen Positionen der Scheibe auf einem
regulidren Dreiecksgitter der kleinen Teilchen berechnen. In Abb. 37(a) ist die grofie
Scheibe in einem Trichter kleiner Teilchen schematisch dargestellt. Die kleinen Teil-
chen entlang der Wand des Trichters sind in stabilen Positionen, so dafl nur die mit
,0° gekennzeichneten Teilchen durch Positionsénderung eine andere stabile Konfigu-
ration erzeugen kénnen. Wie im folgenden gezeigt, ist die Liicke zwischen der grofien
Scheibe und dem Teilchen 7 eine nicht-stetige Funktion von ®.

Die Héhe von Teilchen 7 ist z; = idv/3 /2, und die Entfernung der Scheibe von Teil-
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Abbildung 36: (a) Vertikale Position H = 2z/d eines grofien Teilchens als Funktion
der Periode T mit ® = 2, a = d/2 und 0yay = 0.05d. (b) Vertikale Position H = 2z/d
eines groflen Teilchens als Funktion der Periode T mit verschiedenen ®, a = d/4 und
Omax = 0.05d.

chen 1 ist Dy +d. Das Teilchen 7 soll das oberste der Teilchen in der Wand sein, dessen

Zentrum unter dem der Scheibe liegt. Daraus erhélt man ¢ = INT (2(]\)/%2‘1)), wobei

INT(z) die grofite ganze Zahl kleiner als das Argument z ist. Die Liicke zwischen der
Scheibe und der Zylinderwand ist

. =/ (Do +d - iaV3/2)" + (id/2) (82)

mit x; = id/2. Die Entfernung zwischen zwei stabilen Positionen beeinflufit die Anzahl
der Perioden, die nétig sind, um das grofle Teilchen auf die néichsthohere stabile
Position kommen zu lassen.

In Abb. 37(b) ist der Abstand zwischen den Oberflichen des Teilchens 7 und dem
grofien Teilchen als Funktion von ® dargestellt. Ein Sprung im Abstand tritt jedesmal
dann auf, wenn 2(®+1)/+/3 ganzzahlig wird [DRC93]. Knapp unterhalb eines solchen
Sprungs ist die Offnung klein, oberhalb des Sprungs ist die Offnung sehr grof und
begiinstigt so das Herabrutschen des kleinen Teilchens a entlang der Trichterwand.
Simulationen mit ® Werten knapp unterhalb und oberhalb der Sprungwerte zeigen,
daf} die Steiggeschwindigkeit V; oberhalb des Sprungs grofer ist [DL95].

8.2.5 Zusammenfassung

Mit einer Monte-Carlo Methode, die vor allem die geometrischen Effekte in einem gra-
nularen System beriicksichtigt, wurde ein periodisch angeregtes System untersucht,
in dem sich eine grofle Scheibe zwischen vielen kleinen Teilchen befindet. Im Vergleich
zu fritheren Simulationen mit #hnlichen Methoden [RPS*86] wurden kleinere Schritt-
weiten verwendet, die das Relaxationsverhalten realistischer machen. Gréflensepara-
tion wurde auch ohne Konvektion, allein durch geometrische Effekte gefunden. Die
typischen Steiggeschwindigkeiten waren den experimentell gemessenen vergleichbar
[DMCR94b], wenn den Teilchen auch erlaubt wurde, sich mit geringer Wahrschein-
lichkeit entgegen dem Gravitationsfeld zu bewegen.
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Abbildung 37: (a) Schematische Darstellung des Trichters aus kleinen Teilchen mit
der groBlen Scheibe in der Mitte. (b) Abstand zwischen Teilchen i und der grofien
Scheibe.

Das Aufsteigen der grofien Scheibe findet bei kleinen ® Werten intermittent statt
— das Teilchen verweilt auf verschiedenen Positionen unterschiedlich lange. Ist das
Groflenverhéltnis grofler als ein kritisches ®., so steigt das Teilchen viel schneller
gleichméflig nach oben. Im Bereich unterhalb von ®. wurde ein sprunghaftes An-
stiegsverhalten fiir verschiedene ® Werte festgestellt und durch geometrische Argu-
mente veranschaulicht. In der Simulation war es moglich, die Fluktuationen soweit
zu reduzieren, daf keine Blockbewegungen und keine Konvektion auftrat. Damit ha-
ben die Simulationen gezeigt, dafl Grofenseparation auch ohne Konvektion auf einer
extrem langen Zeitskala stattfindet.
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Teil IV
Ubergang von Statik zu Dynamik

Ausgehend von einem quasi-statischen granularen Medium in einem Behélter, wird
untersucht, wie der Ubergang von Statik zu Dynamik stattfindet. Die Ursachen fiir
Verdiinnung, Rifibildung und Drehsinnordnung werden diskutiert und der Unter-
schied zwischen homogenem und inhomogenem Zustand wird quantitativ beschrieben.

9 Motivation

Aufler im Weltraum oder bei Betrachtung von Teilsystemen mufl man immer die
Rénder eines granularen Systems besonders beachten. Wie in Teil 111 gezeigt, findet
Energiezufuhr iiber die Wiande statt, und Eigenschaften der Rédnder, wie Reibung oder
Bewegungszustand, beeinflussen das Systemverhalten wesentlich. Materialtransport
ist oft nur in begrenzten Geometrien wie Rohren moglich und mufl durch Gravita-
tion, Vibrationen oder ein Gas bzw. eine Fliissigkeit vorangetrieben werden. Sind
die granularen Teilchen grofl und ist die Bewegung langsam genug, so kann das Gas
zwischen den Teilchen vernachléssigt werden.

Das Flieflen entlang geneigter Oberflichen, also ein System mit einem festen und
einem offenen Rand, ist wegen seiner Anwendung zur Erforschung von Lawinen von
besonderem Interesse [Sav79, Dra90, RJR*94, RHB94, CDBR95]. Andere Beispiele
fiir die Bewegung in begrenzten Geometrien sind Silo- oder Rohrfluf}, wobei elemen-
tare Prozesse, wie Fluktuationen in der Massenflufirate verursacht durch Bogenbil-
dung [BR70|, Dichtewellen in Trichtern [BBFJ89] oder 1/f-Rauschen des Drucks
an der Silosffnung [BLB93], noch immer unverstanden sind. Beim Rohrfluff wurde
besonders der Zustand relativ schnellen Flielens ausfiihrlich untersucht. Verstopfun-
gen und Staus in granularen Systemen im Vakuum wurden vor allem numerisch, in
Systemen mit periodischen Randbedingungen, betrachtet [P694, PH94, LL94|. Es
wurden Dichtefluktuationen festgestellt, die sich iiber die gesamte Linge des Roh-
res ausbreiten kénnen, und sich mit Massen- und Impulsbilanzgleichungen analytisch
beschreiben lassen [LL94|. In Experimenten wurden Dichtewellen entlang und ent-
gegen der Stromrichtung nur in Gegenwart eines Gases festgestellt und durch eine
Zweiphasen-Theorie erklidrt [RHH96, RTHHI7).
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Der Ubergang eines ruhenden granularen Mediums in den Zustand der Bewegung
wurde erst kiirzlich anhand eines zweidimensionalen Modellsystems genauer unter-
sucht [DML*96]. Inspiriert wurden diese Experimente durch die Entdeckung von
»,Mikrorissen“ in schwach vibrierten granularen Medien. Unter schwacher Vibration
stellt man auf einer sehr langen Zeitskala Verdichtung [KEK'96, Kni97], oder in
Behiltern mit rauhen Wénden Haufenbildung durch Konvektion an der Oberfliche
und in Wandnéhe fest [DMCR94b]. Eine Momentaufnahme dieses Experiments ist in
Abb. 38 gezeigt.

Abbildung 38: Foto eines mit f = 15 Hz vibrierten Modellgranulats wéhrend der
Aufwirtsbewegung, nach Trennung von der Bodenplatte. Das Foto wurde mit einer
Videokamera und einem Stroboskop aufgenommen.

Neben dem Haufen in der Mitte des Materials findet man im Inneren zwei Fehl-
stellen und, kaum sichtbar, die von den oberen Ecken nach innen laufenden ,, Mikro-
risse“. Diese Risse sind nur fiir wenige Millisekunden (/ 1/10 einer Periode) sichtbar,
wiahrend sich das Material im freien Fall befindet und sich die Winde, relativ zum
Material, schnell nach unten bewegen.

Wihrend des freien Falls erwartet man, dafl die Dichte des Materials abnehmen
kann. Bei einem kompressiblen Gas wiirde das gleichméBig iiber die ganze vertikale
Ausdehnung geschehen. Im Fall eines granularen Mediums ist die Verdiinnung jedoch
auf wenige Teilchendurchmesser lokalisiert und deshalb als Offnung oder Rif sichtbar.
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10 Experimente und Theorie

10.1 Experimentelle Untersuchung

Will man die Bildung der oben beschriebenen Risse genauer untersuchen, so benétigt
man zumindest eine Hochgeschwindigkeitskamera, die diesem schnellen Prozefl wih-
rend Bruchteilen einer Anregungsperiode folgen kann. Anstatt das Material durch die
Vibrationsbewegung hochzuwerfen und die Wénde relativ zum Material nach unten
zu bewegen, kann man die Winde fixieren und das Material einfach fallen lassen.
Diese zweite Methode erfordert einen verdnderten Versuchsaufbau, der in Abb. 39
schematisch dargestellt ist.

—Aluminium-
kugeln d=1.5mm

™ Plexiglas

Boden

§ Abbildung 39: Schematische Darstellung
39 des Versuchsaufbaus zur Untersuchung
der Riflbildung in granularen Medien.

Der Behilter besteht neben den Seitenwidnden und der beweglichen Bodenplatte
aus zwei planparallelen Plexiglasplatten mit einem Abstand, der etwas grofler als der
Teilchendurchmesser d = 1.5 mm ist. Die Systembreite betragt [ = 3.6 cm und die
Hohe des Mediums wurde zwischen A = 0.15 cm und A = 19 c¢m variiert. Diese Werte
entsprechen den Fiillhbhen von H = 1 und H = 195 Schichten. Die Bodenplatte,
auf der sich das ruhende granulare Medium befindet, wird durch eine Feder mit der
dreifachen Gravitationsbeschleunigung nach unten gezogen. Durch sorgfiltige Justie-
rung konnte sichergestellt werden, dafi die Bodenplatte nicht die Wiande beriihrt. Die
resultierenden Erschiitterungen hitten die Meflergebnisse verfialscht. Mogliche Ein-
fliisse der Luft sind zu vernachlissigen, wie durch die Beobachtung des Falls einzelner
Teilchen oder einer einzelnen Schicht gezeigt werden konnte. Das Material wird durch
die Gravitation beschleunigt und durch die Reibung mit den Winden abgebremst.
Man verfolgt die Fallbewegung des klar definierten oberen Materialrands und stellt
fest, dafl die effektive Fallbeschleunigung von der Wandrauhigkeit und der Fiillh6he
abhingt. Bei geniigender Wandrauhigkeit treten nach kurzer Zeit Risse auf, wie in
Abb. 40 zu sehen ist. Die Simulation wird unten genauer erldutert. Im Experiment und
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t=0s 0.02s 0.04 s

Abbildung 40: Représentative Momentaufnahmen im Abstand von 0.02 s, begonnen
zur Zeit t = 0 s der Entfernung der Bodenplatte. (a) Experiment mit Aluminium-
kugeln mit Durchmesser d = 1.5 mm, Systembreite L. ~ 24 und Fiillhohe H = 103.
(b) ED Simulationen mit L ~ 20.2, H = 80, ¢ = 0.99, ¢,, = 0.98, . = 0.5, p,, = 1.0,
Bo = Bow = 0.2 und (¢t = 0) ~ 0.05 m/s.
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in der Simulation stellt man eine Abnahme der Dichte des Materials fest. Der obere
Materialrand fillt langsamer als der untere Rand, und die Verdiinnung findet durch
Rifibildung statt. Nach Versuchen mit unterschiedlich bearbeiteten Winden wurde
festgestellt, dafl Risse nur dann auftreten, wenn die Oberflichenrauhigkeit stark ge-
nug ist — bei optimal polierten Wianden konnten keine Risse festgestellt werden. Da
der Wand-Reibungskoeffizient p,, = 0.6 kaum von der Wandrauhigkeit abhéngt, kann
man folgern, dafl Fluktuationen der Oberflichenrauhigkeit fiir die Riflbildung verant-
wortlich sind. Zur Messung von p,, wurden drei der fiir die Experimente verwendeten
Aluminiumkugeln auf eine Scheibe geklebt und dann so auf eine Platte des Wandma-
terials gelegt, dal nur die Kugeln die Platte beriihren. Neigt man die Platte langsam,
so kann man vom Neigungswinkel, bei dem die Scheibe zu rutschen beginnt, den Rei-
bungskoeffizienten berechnen. Risse treten in der Regel zuerst in der unteren Hélfte
des Materials auf, ein Effekt der im néchsten Kapitel genauer diskutiert wird. Risse,
die selten auch in der oberen Systemhilfte vorkommen, schlieflen sich in der Regel
wieder (siehe Abb. 40, ¢ = 0.04 s, rechts oben).

10.2 Theorie der Fallbewegung in einem Rohr

Zur Beschreibung statischer granularer Materialien in Silos wurde von Janssen [Jan95]
ein quasi-eindimensionales Modell vorgeschlagen. Die wesentliche Grundannahme ist
ein homogener Spannungszustand, der nur von der vertikalen Koordinate abhéngt.
Im Gegensatz zu einer Flissigkeit sind Horizontal- und Vertikalspannung nicht gleich
grof. Die granulare Struktur fiihrt zu einer geometrieabhiingigen Ubertragung einer
Vertikalkraft in die horizontale Richtung. In Abb. 41(a) ist eine mdogliche Konfigura-
tion des quasi-zweidimensionalen Materials dargestellt.

z

Zq | ‘. j 0,(2) ‘.
~—R(2) —

Qe
e
i
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xe)

0 .7 [ pz-)
(2 (b)

Abbildung 41: (a) Schematische Darstellung des Systems mit Breite [ und Hohe zg.
Das SystemgroBenverhéltnis ist Sp = zp/l. Vier Kugeln sind vergroflert dargestellt
um die Beziehung zwischen p, und p, zu verdeutlichen. (b) Kréftegleichgewicht an
einer Schicht des Materials.

Die Vertikalspannung p, = 0,, ist durch einen Geometriefaktor K mit der Ho-
rizontalspannung p, = o0,, = Kp, verkniipft. Fordert man Kriftegleichgewicht an
einer Schicht der Hohe dz und der Breite [, wie in Abb. 41(b) angedeutet, so ergibt
sich die Gleichung

p.(z — d2)l = p,(2)l + pgldz — 2fr (83)
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mit der Materialdichte p, der Vertikalspannung p, und der Reibungskraft an den
Winden fr = pwfy = pwpz(h)dz = p,Kp,(z)dz. Dividiert man Gleichung 83 mit
dem Volumen des Streifens, ergibt sich mit dz — 0 die Differentialgleichung

0p,(2)
0z

fiir die Spannung p,. Die Losung der Differentialgleichung ist

l 20— 2
pZ(z):Q;;gu [1_eXp(_ 0§ )

=—pg+ QK/prZ(Z)/l (84)

(85)

mit der typischen Abschirmlinge ¢ = /2K p,,. Diese Losung wurde fiir die Randbe-
dingung p,(2z9) = 0 gewonnen und ergibt die Spannung p,(0) = pgs [1 — exp(—20/s)]
am Boden des Behilters. Fiir sehr tiefe Behélter 2z, — oo ist die maximale Spannung
Pmax = pgs. Die Spannungszunahme ist in Abb. 42 schematisch fiir eine Fliissigkeit
und fiir ein granulares Material dargestellt.

O pmax pz

.. hydrostatischer
. Druck Abbildung 42: Vergleich der
Spannungszunahme in einem
granularer Druck granularen Material und einer
Fliissigkeit.

Zo' Z

Gleichung 85 beschreibt den Spannungszustand in einem statischen granularen
Material. Beginnt dieses zu fallen, wie im vorigen Abschnitt beschrieben, so kann
man annehmen, dafl der Spannungszustand wenigstens kurzzeitig erhalten bleibt.
Auf jede Schicht des Materials wirkt gleichzeitg die Gravitationskraft gdm und die
Reibungskraft 2z an den Wénden, was zur effektiven Beschleunigung

_ 2fr(z) 20 Kp,(2)dz ( 2o — z>
gerr(z) =9 — =2 = =g e 9o c (86)

fithrt. Die maximale Spannung und damit die stédrkste Verzogerung durch Wandrei-
bung wirkt am tiefsten Punkt des Materials, d.h. die Beschleunigung des gesamten

Materials ist
2

Jo = gexp (—?0) = gexp(—SoK ). (87)
Da schwicher abgebremstes Material das darunterliegende, stirker verzégerte Mate-
rial nicht {iberholen kann, bleibt das gesamte Medium kompakt und fillt mit der Be-
schleunigung go. Diese Fallbeschleunigung héngt nur vom Gréflenverhéltnis Sy = zo/1
und dem Produkt aus Geometriefaktor K und Wandreibungskoeffizient pu,, ab.
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Um diese Vorhersage zu testen, wurden die Messungen der Trajektorie des oberen
Rands z(t) an Wurfparabeln angepafit, die den Beschleunigungsterm g, enthalten.
Wie in Abb. 43 dargestellt, lassen sich die Messungen fiir verschiedene Sy (Quadrate)
hervorragend durch Parabeln (Linien) beschreiben.

Abbildung 43: Messung der Trajektorie des oberen Materialrands (Quadrate), aufge-
tragen als Funktion der Zeit. Die Linien stellen Wurfparabeln mit der Fallbeschleuni-
gung go aus Gleichung 87 dar. Der Fitparameter fiir alle Daten ist Ky, = 0.12. Die
Pfeile markieren das Sichtbarwerden von Rissen. Im Fall von z; = 130 mm wurden
keine Risse festgestellt.

Die Pfeile markieren das Auftreten von Rissen und damit das Ende der Giiltig-
keit von Gleichung 87. Die Nullpunkte der Messungen sind verschoben, um eine
Uberschneidung der Linien zu vermeiden. Alle Parabeln enthalten gy mit demsel-
ben Ku,, = 0.12. Mit dem Wandreibungskoeffizienten u,, = 0.6 fiir Plexiglas ergibt
sich der Geometriefaktor K = 0.2. Benutzt man polierte Seitenwénde mit Ober-
flichenrauhigkeit kleiner als 10 % m, wie im Fall z; = 130 mm, so findet man keine
Risse und die theoretische Vorhersage der Trajektorie ist {iber die gesamte Mefizeit
giiltig.

Da die Beschleunigung vom Groflenverhéltnis Sy abhédngt, kann man erwarten, daf3
Teile eines grolen Materialblocks nach dem Auftreten eines Risses schneller fallen.
Diese Vermutung wird durch die Experimente bestétigt. Bei gleicher Breite des Con-
tainers [ fillt ein hoheres System langsamer. Damit kann man auch erkldren, warum
Risse vor allem in der unteren Hilfte des Materials entstehen bzw. stabil sind. In
Abb. 44 ist schematisch gezeigt, daf sich ein Rif} in der oberen Hélfte wieder schliefit,
da der obere, kleinere Teil stérker beschleunigt wird als der untere Teil (rechts). Im
Gegensatz dazu wird sich ein Rif} in der unteren Héalfte immer weiter 6ffnen, da der
untere Teil stirker beschleunigt wird (links).

Betrachtet man wieder Abb. 40, so stellt man fest, dal Risse vor allem unten
entstehen und dafl in der oberen Hélfte entstandene Risse wieder verschwinden. Die
Risse fiihren, sich von unten nach oben fortsetzend, zur Dichteabnahme im Material.
Diese Dichteabnahme ist diskontinuierlich, auf wenige Risse lokalisiert, die durch
Fluktuationen der Oberflichenrauhigkeit erzeugt werden.
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Riss

N

Abbildung 44: Schematische Darstellung der Entwicklung eines Risses in der unteren
Hilfte (links) oder in der oberen Hilfte (rechts) des fallenden Materials.

An dieser Stelle sei noch bemerkt, dafl ein Rif} erst einige Zeit nach seiner Entste-
hung sichtbar wird. Die in diesem Abschnitt vorgestellte Kontinuumstheorie konnte
erkldren, warum Risse in der oberen Hilfte instabil sind und wie schnell ein Material
mit bestimmter Hohe und Breite fallen wird. Ungeklart ist die Frage, wie oder warum
Risse entstehen. Im folgenden soll mit Hilfe numerischer Simulationen des Systems
genauer untersucht werden, welcher Mechanismus zur Rifibildung fiihrt.

11 Numerische Resultate

Zur numerischen Untersuchung wird das ,,Harte-Kugel“ Modell (siehe Kapitel 17) mit
quasi-statischer Anfangsbedingung, d.h. homogener, hoher Dichte, verwendet. Bei der
numerischen Modellierung hat man leichten Zugang zu zahlreichen Informationen,
wie z.B. die Spannungsverteilung, der kinetischen Energie, der Kollisionsrate und der
Rotationsrichtung und -geschwindigkeit der einzelnen Teilchen.

11.1 Die Anfangsbedingung des Modellsystems

Da das traditionelle ED Verfahren keinen statischen Zustand, d.h. keinen Zustand mit
verschwindender kinetischer Energie, zulafit, mufl zuerst die geeignete quasi-statische
Anfangsbedingung vorbereitet werden. Dazu werden N Teilchen mit Durchmesser d
in den Behilter der Breite L = [/d = 20.2 mit der Bodenplatte auf ein Dreiecksgitter
der Gitterkonstante so = 1.01d gesetzt. Jedes Teilchen erhilt eine Anfangsgeschwin-
digkeit 7;, wobei beide Komponenten aus dem Intervall [—vg, vo] zuféllig gewéhlt wer-
den. Dieses homogene System wird solange elastisch mit e =€, =1 und p = p,, =0
simuliert, bis sich ein Gleichgewichtszustand einstellt, d.h. bis sich die Dichte und
der Wanddruck im Zeitmittel nicht mehr dndert. Die mittleren Fluktuationen der
Geschwindigkeit eines Teilchens 7 = /< v? > in dem so erreichten Zustand legt zu-
sammen mit der Systembreite [ die Anfangsbedingung fest. Zur Zeit t = 0 s wird die
Bodenplatte entfernt, und Dissipation sowie Reibung werden aktiviert.
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Wie schon in Abb. 40 sichtbar, sind fast alle Teilchen bei ¢ = 0 s in einem
regelméfigen Dreiecksgitter angeordnet. Lediglich die beiden obersten Reihen sind
durch ihre kinetische Energie in einem gasartigen Zustand. Um sicher zu sein, daf}
Risse nicht nur bei einer bestimmten Anfangsbedingung entstehen, werden verschie-
dene Anfangsbedingungen mit gleichem ¥ und andere mit unterschiedlichen ¥ Werten
benutzt. Bei einer Versuchsreihe mit mehreren Anfangsbedingungen mit gleichem
wurde festgestellt, dafl die Form und der genaue Entstehungsort der Risse von der An-
fangsbedingung abhéngt. Die Dichte bzw. Menge der Risse ist allerdings bei gleichen
Materialparametern bis auf statistische Schwankungen konstant. Eine andere Ver-
suchsreihe mit unterschiedlichen ¥ Werten zeigt, dafl mit zunehmendem v die Anzahl
der Reihen im gasartigen Zustand zunimmt. Bei sehr kleinem o wurde festgestellt,
daf} sich wegen des nicht-ganzzahligen Werts von L zwei Zonen mit Dreiecksgitter-
struktur bilden konnen, die durch eine Defektlinie getrennt sind. Die fiir die hier
gezeigten Simulationen verwendete Anfangsgeschwindigkeit liegt mit & = 0.05 m/s
zwischen den beiden Extremen.

Da das ED Modell keine potentielle Energie beinhaltet, wird die oben beschriebene
quasi-statische Anfangsbedingung verwendet. Die kinetische Energie der Teilchen,
die durch o quantifiziert wird, ist die einzige Quelle von Fluktuationen im System.
Diese Energie kann mit der potentiellen Energie eines granularen Mediums in Ruhe
identifiziert werden und fiihrt zu einer Spannung im System und an den Wanden, die
im folgenden gemessen werden soll.

11.2 Dichte- und Druckprofile an der Wand

In Abb. 45 sind Dichte- und Druckprofile dargestellt. Die Daten wurden von der Si-
mulation in Abb. 40 mit den Parametern N = 1562, L = 20.2, H = 80, ¢ = 0.99,
€y = 0.98, u = 0.5, 1, = 1.0 und fy = By = 0.2 gewonnen. Verschiedene Symbole in
Abb. 45(a) stellen das Dichteprofil zu unterschiedlichen Zeiten dar. Der Gravitations-
beschleunigung folgend verschiebt sich der Schwerpunkt des Materials zu kleineren z
Werten. Von unten beginnend nimmt die Dichte mit der Zeit ab, und die vertikale
Ausdehnung nimmt zu. Die interessante Physik spielt sich in einem Dichtebereich
zwischen 80% und 100% der maximalen Packungsdichte ab. Beriicksichtigt man, daf}
Dichteschwankungen experimentell nicht gut bestimmt werden kénnen, mufi man
feststellen, dafl die Dichte keine eindeutigen Riickschliifle auf die Risse zulafit.

In Abb. 45(b) ist das Druckprofil an den Seitenwinden zu verschiedenen Zeiten
dargestellt. Der Druck auf ein Wandstiick der Héhe Az ~ 4d wird durch Integration
iiber die Normalkomponente der Impulsinderung bei allen Stéflen innerhalb eines
Zeitintervalls At = 0.01 s bestimmt. Zur Zeit ¢t = 0.02 s ist der Druck noch immer
dghnlich schwach wie am Anfang der Simulation. Zur Zeit t = 0.04 s stellt man im
unteren Bereich des Materials eine drastische Zunahme des Drucks um beinahe eine
Groflenordnung fest. Diese Druckzunahme ist mit der Entstehung von Rissen korre-
liert. Bevor sich ein Rif} 6ffnen kann, muf} der {iber dem Rif} liegende Teil des Materials
abgebremst werden. Dies kann nur durch Reibung mit den Winden geschehen, und
stirkere Wandreibung erfordert eine gréfiere Normalkraft bzw. einen stirkeren Druck
auf die Wand. In Analogie zur Statik wird eine solche kurzzeitige Verstopfung als
dynamischer Bogen bezeichnet. Wie gut dieser Begriff tatsichlich die Struktur im
Inneren des fallenden Materials beschreibt, wird erst in den folgenden Abschnitten
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Abbildung 45: (a) Dichteprofil der Simulation aus Abb. 40 zu verschiedenen Zeiten.
(b) Druckprofil an den Wénden von derselben Simulation.
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deutlich werden.

Hat sich ein dynamischer Bogen einmal gebildet, so bremst er das dariiberliegende
Material ab, das darunterliegende Material féllt weiter und der Rif} 6ffnet sich. Sobald
der dynamische Bogen nicht mehr von unten unterstiitzt wird, 16st er sich wieder
auf, und ein neuer dynamischer Bogen kann zur Zeit ¢ = 0.06 s an anderer Stelle
auftauchen. Da die Dichte zur Zeit ¢ = 0.08 s bereits zu stark abgenommen hat, stellt
man keine dynamischen Bégen mehr fest, und der Druck bleibt niedrig.

11.3 Die Ursachen der Risse

Da man bei der numerischen Modellierung auf alle Informationen iiber das System
zugreifen kann, sollen hier nicht nur der Druck auf die Winde, sondern auch die
Spannungen im Inneren des Materials genauer untersucht werden. In den meisten
Féllen findet man im Experiment und in den Simulationen mehrere Risse, die einander
iiberlappen (siehe Abb. 40). Bei bestimmten Parametersitzen in den Simulationen
findet man nur einen deutlich sichtbaren Rif}. Ein Beispiel dafiir ist die Simulation
mit N = 1562, L = 20.2, € = ¢, = 0.9, p = py, = 0.5 und Gy = By = 0.2, von der
einige Momentaufnahmen in Abb. 46 gezeigt sind. Die Graustufen geben an, wieviele
Kollisionen in der letzten Millisekunde ausgefiihrt wurden.

o’ o o%
e, 5t

Sl

t=0.048s 0.052s 0.056 s 0.060 s 0.064 s 0.068 s

Abbildung 46: Momentaufnahmen einer Simulation mit den Parametern N = 1562,
L =202 ¢=¢,=0.9, 0= py =05und By = Bop = 0.2. Die Graustufen geben
an, wieviele Kollisionen das jeweilige Teilchen in der letzten Millisekunde ausgefiihrt
hat. Die schwarzen Kreise bedeuten f, = 0, die weiflen Kreise bedeuten f, > 10* Hz.
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Schwarze Teilchen hatten keine Kollision (f. = 0), und weifle Teilchen hatten
mehr als zehn Kollisionen innerhalb der letzten Millisekunde (f. > 10* Hz). Der
schwarze Balken auflerhalb des Systems an der rechten Wand markiert die Positi-
on des Teilchens mit der Nummer 371, auf das im folgenden mit dem Kiirzel #371
Bezug genommen wird. Zur Zeit ¢ = 0.048 s nimmt die Kollisionsfrequenz des Teil-
chens #371 plotzlich zu. Bereits vier Millisekunden spéter ist die Kollisionsfrequenz
auch bei einigen der Nachbarteilchen angestiegen, und zur Zeit ¢ = 0.056 s haben
alle Teilchen in derselben Schicht wie #371 eine sehr hohe Kollisionsfrequenz. Eine
erhohte Kollisionsfrequenz fiihrt zu erh6hter Spannung, und erhéhte Spannung an
den Winden verursacht stidrkere Reibung. Der in Abb. 46 dargestellte Bereich ho-
her Spannung kann mit dem im vorigen Abschnitt besprochenen dynamischen Bogen
identifiziert werden. Der dynamische Bogen hat zur Zeit ¢ = 0.056 s seine grofite
Starke erreicht und ist bereits vier Millisekunden spiter stark zuriickgegangen. Fiir
Zeiten t > 0.06 s kann man bereits in Hohe des schwarzen Balkens den Rif} erkennen,
der durch den dynamischen Bogen verursacht wurde. Spéater, zu den Zeiten ¢ = 0.064
s und £ = 0.068 s, haben sich im oberen und im unteren Teil des Materials neue
dynamische Bogen gebildet. Um die Entstehung des dynamischen Bogens genauer
verfolgen zu konnen, ist in Abb. 47 die Impulsdnderung in einer Millisekunde fiir die
Simulation aus Abb. 46 dargestellt.

t=0.053s 0.054s 0.055s 0.056s 0.057s

Abbildung 47: Momentaufnahmen einer Simulation mit den Parametern N = 1562,
L =202 ¢ =¢, =09, 0 = py = 05 und Fy = By = 0.2. Die Linien geben
die Richtung und den Betrag der Impulsinderung innerhalb der letzten Millisekunde
bzw. seit dem vorherigen Bild an.
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Die Linien geben A% mit den Komponenten Av, = v,(t + At) — v,(¢) und
Av, = v,(t + At) — v,(t) + gAt an. Das Zeitintervall ist At = 1073 s, und der
Term gAt verhindert die Darstellung der Geschwindigkeitszunahme durch die Gra-
vitationsbeschleunigung. Es wird deutlich, dafl dem Anstieg der Kollisionsfrequenz
zur Zeit t = 0.052 s erst 2 ms spiter die Schockwelle folgt. Weiter erkennt man,
dafl die Welle in etwa einer Millisekunde die Systembreite umfafit, d.h. die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit der Welle ist ¢ ~ 20d x 10 s~! = 30 m/s. Die Richtung der
Welle ist sowohl horizontal, als auch schrig nach oben, entlang der Orientierung des
geordneten Dreiecksgitters.

Der starke Rifl wurde durch einen dynamischen Bogen verursacht, wie bereits
durch die Zunahme des Wanddrucks vermutet werden konnte. Der dynamische Bogen
ging interessanterweise von dem Teilchen #371 aus, das zufillig mehr Kollisionen mit
der Wand ausfiihrte als seine Nachbarn. Zur genaueren Untersuchung der Entstehung
des dynamischen Bogens wird im folgenden Abschnitt die Trajektorie des Teilchens
#371 genauer verfolgt.

11.3.1 Fluktuationsinduziertes ,,Stick-Slip*“-Verhalten

Um besser zu verstehen, wie es zum dynamischen Bogen kommt, kann man die Fall-
und die Rotationsgeschwindigkeit von Teilchen #371 verfolgen, von dem in Abb. 46
der dynamische Bogen ausgeht. In Abb. 48 sind die Fall- und Rotationsgeschwindig-
keit des Teilchens mit jener Geschwindigkeit verglichen, die ein frei fallendes Teilchen
haben wiirde.

Geschwindigkeit (m/s)

-0.8 L L 1 o i
0 0.02 0.04 0.06 0.08
t(s

Abbildung 48: Die Rotationsgeschwindigkeit wr, die Fallgeschwindigkeit v, und die
Fallgeschwindigkeit eines frei fallenden Teilchens im Gravitationsfeld -g¢ als Funktion
der Zeit t. Die Daten stammen aus der Simulation in Abb. 46.

Man erkennt, dafl das Teilchen anfangs beinahe ungestort fillt. Zur Zeit ¢ =~
0.051 s nimmt die Rotationsgeschwindigkeit stark zu, und die Fallgeschwindigkeit
wird leicht reduziert. Beide Geschwindigkeiten, Fall- und Rotationsgeschwindigkeit,
sind gleich, d.h. die Teilchenoberfliche haftet an der Wand, und das Teilchen rollt
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entlang der Wand. Die Fallgeschwindigkeit und die durch Rotation bedingte Ober-
flichengeschwindigkeit an der Wand sind entgegengesetzt und gleich grof3. Mit an-
deren Worten befindet sich die Teilchenoberfliche an der Wand relativ zur Wand in
Ruhe — die Teilchenoberfliche haftet wenigstens kurzzeitig an der Wand.

Wie in Kapitel 3 gezeigt, hat eine Anderung des Drehimpulses auch eine Anderung
der Geschwindigkeit zur Folge. Kollidiert ein Teilchen zuféllig hdufiger mit der Wand
als andere Teilchen, so nimmt wegen der Relativgeschwindigkeit seiner Oberflache zur
Wand seine Winkelgeschwindigkeit zu und damit seine Fallgeschwindigkeit ab. Des-
halb wird es mehr Kollisionen mit den von oben kommenden Nachbarn ausfiihren,
was wiederum zu mehr Kollisionen mit der Wand fiihrt. Dies kann zu einer weiteren
Zunahme der Winkelgeschwindigkeit, Abnahme der Fallgeschwindigkeit und Zunah-
me der Kollisionsfrequenz fithren. Hat dieser Prozef§ einmal begonnen, so kann er sich
selbst verstirken und schliellich dazu fiithren, daf sich ein dynamischer Bogen bildet.

Sobald sich der Bogen wieder aufgeldst hat, wird die Teilchenoberflache nicht mehr
an der Wand haften, sondern wieder entlanggleiten. Es findet also ein intermittenter
Ubergang von haftenden zu gleitenden Kontakten statt, der englisch als , Stick-Slip“-
Zustand bezeichnet wird.

11.3.2 Frustration und Spinordnung

Wihrend der Entstehung des Bogens fiihren immer mehr Teilchen viele Kollisionen
aus, d.h. die lokalen Spannungen nehmen zu. Damit nimmt auch die Coulombsche
Reibung zu, und die Oberflichen zweier Teilchen kénnen relativ zueinander in Ruhe
kommen. Ausgehend von Teilchen #371 stellt man fest, dafl die Oberflichen seiner
Nachbarn eine Relativgeschwindigkeit haben, die deutlich kleiner ist als die Rota-
tionsgeschwindigkeit. Dies ist moglich, weil sich benachbarte Teilchen, wie in Abb.
49(a) schematisch dargestellt, in entgegengesetzte Richtung drehen. Durch diese An-
ordnung wird der Energieverlust durch Coulombsche Reibung minimiert, da die Teil-
chen aufeinander abrollen.

Gegen den Uhrzeigersinn

Im Uhrzeigersinn

(a) (b)

Abbildung 49: (a) Schematische Darstellung der Drehrichtung einiger Teilchen, die
entlang einer Linie angeordnet sind und die durch eine Kraft f zusammengedriickt
werden. (b) Schematische Darstellung eines rechteckigen Bereichs mit zwei verschiede-
nen Driicken pyax und pmin. Teilchen gleicher Farbe drehen sich in dieselbe Richtung.
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In einem regelméfligen Dreiecksgitter angeordnet, wiirde man allerdings Frustrati-
on erwarten, d.h. der Rotationsfreiheitsgrad sollte eingefroren sein. Sind die Spannun-
gen Prax Und P, unterschiedlich, so konnen die Teilchen nur entlang der stéirkeren
Spannung frustriert sein und abrollen, wie in Abb. 49(b) schematisch dargestellt.

Beobachtet man den Drehsinn der Teilchen in einer Simulation mit L =~ 20.2,
H =80,¢=0.96, ¢, =092, u=0.5 u, =10 und Gy = Bor = 0.2, so findet man
zur Zeit t = 0.04 s das in Abb. 50 abgebildete Muster.

Abbildung 50: Darstellung des Drehsinns der
Teilchen zur Zeit ¢ = 0.04 s. Die schwarzen Teil-
chen drehen sich im Uhrzeigersinn, die weiflen
Teilchen rotieren gegenldufig. Die beiden schwar-
zen Pfeile markieren den Bereich mit deutlicher
Spinordnung.

In der linken Hilfte der Rohre findet man Bereiche mit einer Drehsinnorientierung
wie in Abb. 49(b) dargestellt. In der anderen Hélfte kann man kleinere Bereiche mit
umgekehrter Orientierung finden. Direkt an den Wénden drehen sich die Teilchen so,
daB sie an der Wand abrollen.

11.3.3 Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Kollisionsrate

In Abb. 51 ist die Wahrscheinlichkeit P(N,) dargestellt, im gesamten System ein
Teilchen zu finden, das im letzten Zeitintervall Az = 5 ms genau N, Stofe ausgefiihrt
hat. In Abb. 51(a) ist P(NN,) aus der Simulation in Abb. 46 zu den Zeiten ¢ = 0.02 s,
0.03 s, 0.04 s und 0.05 s aufgetragen. Die Daten lassen sich iiber drei Gréfenordnungen
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gut mit der normierten Exponentialfunktion

P.(N.,A) = %exp (—%) (88)

und der typischen Kollisionsrate A = 1 s~! beschreiben. Zu diesen Zeiten sind noch
keine Risse aufgetreten und das System ist, bis auf den oberen und unteren Rand,
homogen. Sobald Schockwellen, dynamische Bégen und Risse vorkommen, findet man
eine andere funktionale Abhingigkeit fiir P(N,). In Abb. 51(b) ist P(N,.) zu den
Zeiten t = 0.055 s, 0.065 s, 0.075 s und 0.085 s dargestellt. Die Wahrscheinlichkeit
fiir grofle Kollisionsraten nimmt dramatisch zu und die Daten fiir ¢ = 0.075 s und
t = 0.085 s lassen sich gut durch ein Potenzgesetz der Form

B

P —
(B + N,)

»(Ne, B) = (89)

mit der typischen Kollisionsrate B = 14 s~! beschreiben. Die beiden Verteilungs-
funktionen in den Gleichungen 88 und 89 sind normiert fiir beliebige Werte A und
B. Verfolgt man die Simulation weiter, findet man spiter wieder eine exponenti-
ell abfallende Wahrscheinlichkeit fiir grofe Kollisionsraten, sobald das System genug
ausgediinnt ist und dynamische Briicken nicht mehr stabil sind.

1E ' " t=0020s o 1 1t " t=0055s + -
i t=0.030s o | [ t=0.065s ©
i =0.040s ~ ] i =0.075s © ]
01 t=0.050s 01§ s o t=0085s © ]
) Pe(Nc,1) . . Pp(Nc,14)
T 0.01 ¢ E 0.01 ¢ 2oy Q
4 - D s
0.001 F 1 0001 |
0.0001 | : ! 00001 L
0 2 4 6 8 10 1 10 100
Nc Nc

Abbildung 51: (a) Halblogarithmische Auftragung der Wahrscheilichkeit P, (N, A)
als Funktion der Anzahl der St68e fiir die Simulation aus Abb. 46 zu verschiedenen
Zeiten ohne Risse und dynamische Bégen. (b) Doppeltlogarithmische Auftragung von
P,(N., B) zu verschiedenen Zeiten bei Existenz von Rissen und dynamischen Bégen.

11.4 Parameterstudien

Zum Verstindnis der Abhéingigkeit des Systemverhaltens von den Parametern Dis-
sipation und Reibung werden in diesem Abschnitt Parameterstudien durchgefiihrt.
Dazu ist es nétig, die optisch sichtbaren Risse in einer Weise zu quantifizieren, die
eine numerische Auswertung zuldfit. In Abb. 52 ist fiir eine repréasentative Simulation
dargestellt, wie man aus allen Teilchen jene herausfindet, die sich in der Nihe ei-
nes Risses befinden [LDM™96]. Zahlt man diese Teilchen und trégt die so gewonnene
Zahl nc in Abb. 53 als Funktion der Zeit auf, so kann man fiir verschiedene Parameter
verfolgen, wie die Anzahl der Risse zu- und wieder abnimmt.
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In Abb. 52(a) ist eine Momentaufnahme der Simulation dargestellt. Man erkennt
bereits zahlreiche Risse und kann auflerdem sehen, daf§ Teilchen, die sich anfangs auf
derselben Hohe befanden (graue Kreise), unterschiedlich schnell im Rohr fallen. Teil-
chen in der Ndhe der Wiande werden stérker abgebremst als Teilchen in der Mitte. Das
genaue Verfahren zur Zihlung der Risse ist an anderer Stelle beschrieben [LDM*96],
hier sei nur kurz das Prinzip erklart. Zuerst erzeugt man ein ,Kontakt“-Netzwerk, sie-
he Abb. 52(b), indem man alle Teilchenzentren, deren Entfernung kleiner als (1+ c)d
mit ¢ = 1.06 ist, durch eine Linie verbindet. Der Wert ¢ = 1.06 ist willkiirlich, das
qualitative Verhalten der Resultate dndert sich jedoch nicht, solange ¢ im Bereich
1.03 < ¢ < 1.15 liegt. Nun berechnet man fiir alle Teilchen die Anzahl der Nachbarn
und vernachléssigt die Teilchen mit drei oder weniger Nachbarn, siche Abb. 52(c).
Diese Teilchen sind nicht in der Nihe eines Risses, da ein Rifl wenigstens auf einer
Seite an einen dichtgepackten Bereich angrenzt. Von den restlichen Teilchen sind nur
solche in der Nihe eines Risses, die eine dhnliche Anzahl Nachbarn, aber weniger
als sechs Nachbarn haben. Diese Teilchen sind in Abb. 52(d) als schwarze Kreise
dargestellt.
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(d)

Abbildung 52: Momentaufnahmen einer Simulation mit N = 1562, L/d = 20.2, € =
0.99, €, = 0.98, u = 0.5, 1, = 1.0 und By = fow = 0.2 zur Zeit t = 0.05 s. (a) Die grau
markierten Teilchen waren anfangs auf derselben Hohe. (b) Das Kontaktnetzwerk von
der Simulation in (a). Jede Linie verbindet zwei Teilchen, deren Zentren niher als
1.06d beieinander liegen. (c) Teilchen mit vier oder mehr Nachbarn sind als graue,
dunkelgraue und schwarze Kreise gezeichnet. (d) Nur die Teilchen in der Nihe von
Rissen sind abgebildet.
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In Abb. 53 sind die durch das oben beschriebene Schema erhaltenen Werte der
Riflanzahl nc fiir verschiedene Kombinationen der Materialparameter dargestellt. In
allen Simulationen ist der anfingliche Wert nc ~ 40, da der anfangs dichte Block
des Materials eine obere und untere Kante hat, die als Rif} identifiziert wird. Fiir
die Daten in Abb. 53(a) wurde p verdindert und man erkennt, dafl sich Risse nur
dann bilden, wenn p > p,, ist, was in diesem Fall bedeutet p > 0.75. Die in Abb.
53(b) dargestellte Verdnderung der Tangential-Restitutionskoeffizienten fiihrt, eben-
so wie die in Abb. 53(c) dargestellte Verinderung der Restitutionskoeffizienten, zu
keiner deutlichen Verhaltensénderung des fallenden granularen Mediums. Man kann
lediglich ahnen, dafl Risse umso frither auftreten, je gréfler 3, ist, und dafl umso mehr
Risse auftreten, je kleiner e ist. Die Veréinderung der Teilchen-Teilchen-Reibung fiihrt
zu schneller, kurzer Riflentstehung, wenn p klein ist. Bei stidrkerer Teilchen-Teilchen-
Reibung bleiben Risse iiber lingere Zeiten erhalten. Beobachtet man die Simulation
mit 4 = 0 genauer, so stellt man fest, daf§ in diesem Fall nur sehr kurze Risse auf-
treten, wihrend fiir 4 > 0 lange Risse zu finden sind. Die kurzen Risse kommen von
einer eher zufilligen Verdiinnung des Systems und haben relativ wenig mit einem
dissipativen granularen Medium zu tun, d.h. sie kommen auch im elastischen System
harter Kugeln vor.

Teilchen-Wand Reibung Tangentiale Restitution
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Abbildung 53: Darstellung der typischen Riflanzahl nc fiir verschiedene Simulationen
mit N = 1562, L/d = 20.2, ¢ = 0.99, ¢, = 0.98, p = 0.5, yy, = 1.0 und Gy =
Bow = 0.2 als Funktion der Zeit. Die variierten Werte (a) der Wandreibung p,,, (b)
der Tangential-Restitutionskoeffizienten 5y und (o, (c) der Restitutionskoeffizienten
e und €, sowie (d) der Teilchen-Teilchen-Reibung p sind jeweils im Bild angegeben.
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Obwohl es nicht gelang, die kurzen zufilligen Risse von den langen Rissen zu
trennen, konnten quantitative Aussagen zur Rifibildung gemacht werden. Die hier
vorgestellte Methode zur quantitativen Erfassung von Rissen in granularen Medien
fiihrt zum Ergebnis, dafl fiir die Riflbildung vor allem die Wandreibung wichtig ist.
Risse entstehen und sind stabil, falls der Wandreibungskoeffizient p,, grofler ist als
der Teilchen-Teilchen-Reibungskoeffizient .

12 Zusammenfassung

Der Beginn des Flielens granularer Medien in Rohren wurde anhand eines zwei-
dimensionalen Modellsystems experimentell, numerisch und theoretisch untersucht.
Eine quasi-statische Kontinuumstheorie liefert die typische Abschirmlinge, nach der
das Material nichts mehr vom dariiber liegenden Material spiirt. Diese Lénge wichst
mit zunehmender Rohrbreite und nimmt mit zunehmender Reibung ab. Auf dieser
Léngenskala bilden sich Risse und dynamische Bégen, die zu einer Verdiinnung des
Materials fiihren.

Mit den numerischen Simulationen wurde herausgefunden, dafl ein dynamischer
Bogen nur von einem Teilchen ausgeht. Durch eine zufillige Zunahme der Kollisi-
onsfrequenz dieses einen Teilchens nimmt die lokale Spannung solange zu, bis die
Teilchenoberfliche an der Wand stecken bleibt. Das Teilchen rollt nun entlang der
Wand und 16st durch seine Verzoégerung eine Schockwelle aus, die sich schnell iiber
das gesamte System erstreckt und fiir kurze Zeit einen dynamischen Bogen bildet.
Dieser dynamische Bogen stiitzt wihrend seiner Existenz das dariiber fallende Ma-
terial ab und erlaubt so, dafl sich darunter ein Rif} 6ffnet, unter dem das Material
ungestort weiter fallen kann.

Oberhalb des dynamischen Bogens nehmen die Dichte und die Spannung zu. Die
Spannungen sind in der Regel anisotrop, und man findet eine Drehsinnordnung der
Teilchen. Entlang der groleren Hauptachse des Spannungstensors herrscht Frustrati-
on der Oberflichenbewegung, die Teilchen rollen aufeinander. Entlang der kleineren
Hauptachse rutschen die Teilchenoberflichen. Durch diese Selbstorganisation wird der
Energieverlust minimiert. Die Rollreibung ist gegeniiber der Gleitreibung klein, und
die Reibungskraft ist proportional zur Normalkraft. Da die Teilchen mit groflen Nor-
malkréften rollen und die Teilchen mit kleinen Normalkraften rutschen, wird die Dis-
sipation minimiert. Im Falle totaler Frustration (das Bild von verhakten Zahnridern)
wiirde alle Drehbewegung zum Stillstand kommen. Die Drehsinnordnung ist nur in
dem hier vorgestellten monodispersen granularen Medium sichtbar [LDCR96a]. In
einem Medium mit Teilchen verschiedener Gréfle gilt aber weiterhin das Prinzip mi-
nimaler Dissipation. Kontakte mit starken Normalkréften werden bevorzugt rollen
und Kontakte mit schwachen Normalkréften rutschen, d.h. dissipieren Energie.

Eine offene Frage ist, wie man von der im Modell enthaltenen, lokalen Reibung
zu einer globalen Reibung gelangen kann. Weiterhin ist nicht klar, ob die dynami-
schen Bogen auch in dreidimensionalen Systemen existieren und wie sich dort die
Oberflichen zueinander bewegen.
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Teil V
Musterbildung

In diesem Teil wird die Strukturbildung in granularen Medien untersucht. Bei pe-
riodischer Anregung im Gravitationsfeld bilden sich Oberflachenwellen, dhnlich wie
in Fliissigkeiten. In Systemen mit periodischen Rindern, ohne Wénde und externe
Storungen, findet man dissipationsinduzierte Dichteinstabilitdten. In beiden Féllen
entstehen geometrische Muster, deren Entstehung und Entwicklung hier beschrieben
werden soll.

13 Periodisch angeregte Systeme

Neben kollektiven Effekten wie Konvektion (Abschnitt 8.1) oder Entmischung (Ab-
schnitt 8.2) beobachtet man in groen vibrierten Behéltern auch Musterbildung im
granularen Material [FDL89, PB93, MUS94, CVRD96, GSMF95, WBH96, LCRDY6,
AAMWO96, UMS96, Shi97, Was97, WHB97, SBUT97|, und es zeigen sich dhnliche
Strukturen wie in normalen Fliissigkeiten bei der Faraday-Instabilitit [Far31, CH93].
Sand oder Glaskugeln werden im dreidimensionalen Experiment [MUS94] seitlich be-
leuchtet und von oben betrachtet, um die Wellenberge mit gutem Kontrast von den
Wellentilern im Schatten unterscheiden zu kénnen. Es stellen sich Streifen-, Quadrat-
und Sechseckmuster ein, die sich im einfachsten Fall nach der zweifachen Anregungs-
periode wiederholen. Neueste Experimente mit Bronzekugeln zeigen in einem kleinen
Parameterbereich Hysterese und lokalisierte Anregungen [UMS96]. Hysterese bedeu-
tet, dal die Wellen bei Verringerung der Anregungsenergie noch stabil sind, wihrend
sie bei stetiger Erhohung bei genau derselben Energie noch nicht ausgebildet sind. In
diesem Bereich findet man die sogenannten ,,Oszillonen“, die sich in kleinen Gruppen
anordnen kénnen und attraktiv oder repulsiv miteinander wechselwirken.

Auch Experimente mit Aluminiumkugeln in zweidimensionalen Modellsystemen
fiihren bei dhnlicher Beschleunigung I', aber bei niedrigeren Frequenzen, zur Muster-
bildung mit einer typischen Wellenlinge [CVRD96]. Der wesentliche Unterschied zu
Oberflichenwellen in Fliissigkeiten ist die Tatsache, dafy die Wellenlénge in granularen
Medien bei niedrigen Frequenzen einen Minimalwert von etwa 10 Teilchendurchmes-
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sern nicht unterschreitet.

Zur genaueren Untersuchung des granularen Systems werden TCED Simulatio-
nen (siehe Kapitel 17) mit den 2D-Experimenten [CVRD96] verglichen [LCRD96].
Benutzt man Materialparameter dhnlich zu den experimentell gemessenen, stellt man
fest, daf} sich die Instabilitét bereits nach wenigen Anregungsperioden ausbildet. Ne-
ben dem Vergleich der Dispersionsrelation mit den experimentellen Daten erhofft
man sich von den Simulation einen tieferen Einblick in die mikroskopischen Zusténde
eines jeden Teilchens und den Zugang zu den Dichte- und Geschwindigkeitskorrelati-
onsfunktionen.

13.1 Experimente

Die Experimente wurden in einer quasi-zweidimensionalen Geometrie durchgefiihrt
[CVRDY6]. Momentaufnahmen des Systemzustands, wie in Abb. 54, wurden mit einer
CCD-Kamera aufgezeichnet, und Wellenléinge sowie Musteramplitude kénnen von den
Bildern gewonnen werden.

Abbildung 54: Momentaufnahmen von Experimenten mit Aluminiumkugeln in einer
quasi-zweidimensionalen Geometrie bei den Anregungsfrequenzen f = 7.2 Hz und
f =13 Hz.

Der Schiittler arbeitet in einem Frequenzbereich zwischen f = 6 Hz und f =
25 Hz, wobei Beschleunigungen I' = aw?/g zwischen I' = 1 und " = 7 erreicht wer-
den konnten. Es wurden Aluminiumkugeln mit einem Durchmesser d, = 1.5 mm
verwendet, die bei einer Relativgeschwindigkeit von v ~ 1 m/s einen Restitutions-
koeffizienten € =~ 0.6 besitzen. Das Material hatte im Ruhezustand eine Fiillhohe H,
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in Schichten gemessen. Im Beschleunigungsbereich 1 < I' < 2.5 bleibt das granu-
lare Medium kompakt und keine Muster sind zu erkennen. Oberhalb I' ~ 2.5 und
bei Fiillhéhen H > 5 werden Oberflichenwellen festgestellt. Aus den Experimenten
wurde die Beziehung fiir die Wellenldnge der Muster

] g
A=VH </\ (do) + P) (90)
abgeleitet, die alle Meflergebnisse mit 3 < H < 9 und 2.5 < T' < 4.5 zusammenfassen
konnte. Die dazu verwendeten Konstanten sind A*(dp) = 7.2 mm und ¢* = 1.05
m/ s2. Die Wahl der Funktion v/H ist bei der kleinen Variation in H als willkiirlich
anzusehen.

13.2 Numerische Resultate

Es wird das gleiche Modellsystem verwendet, wie in Abschnitt 7.1 beschrieben. Die
Teilchendurchmesser d; werden aus dem Intervall [dy(1 — wy), do(1 + wp)] mit dy =
1.5 mm und wy = 0.1 mit gleicher Wahrscheinlichkeit gew#hlt. Die Breite der Ver-
teilung wy = 0.1 wird benutzt, um die Bildung eines regelméfigen Dreiecksgitters zu
vermeiden, das mit monodispersen Teilchen (wy = 0) entstehen wiirde. Die Fiillhohe
in Schichten ist im Ruhezustand H = Nd,/l = N/L, wobei N die Teilchenzahl und
L =1/d, die dimensionslose Systembreite ist.

Die hier verwendete Ereignis-Dynamik ist in Kapitel 17 genauer beschrieben.
Wichtig ist hier, dafi bei der ED Methode die Kontaktdauer verschwindet (¢, = 0) und
deshalb keine elastische Welle im Material existiert. Die Tatsache, dafl Oberflichen-
wellen trotzdem auftreten, deutet darauf hin, daf} sie nicht auf die Materialelastizitét
zuriickzufithren sind. Durch Simulationen mit verschiedenen Reibungskoeffizienten,
insbesondere u = 0, wird gezeigt, dal der Rotationsfreiheitsgrad bei der Entstehung
der Wellen nicht mitwirkt. Um sich nahe an die experimentellen Vorgaben zu halten,
wird im folgenden i > 0 verwendet. Weiterhin wird gezeigt, dafi die Musterbildung
nicht wie Konvektion von den Winden erzeugt wird, sondern auch ohne Winde bzw.
bei Winden mit vollkommen unterschiedlichen Eigenschaften auftritt.

Im Gegensatz zur klassischen ED Methode wird ein realistischer, geschwindigkeits-
abhéngiger Restitutionskoeffizient £(u) verwendet. Die hier verwendete Abhéngigkeit
stimmt qualitativ mit Experimenten [Gol64] und theoretischen Vorhersagen [KK87,
LCB*94a, BSHP96] zu visko-elastischen Materialien iiberein. Der Restitutionskoef-
fizient wird mit zunehmender Geschwindigkeit kleiner und ist bei einer typischen
Geschwindigkeit ug = 1 m/s ist € = 1 — ¢y. Mit den Potenzen o = {y = 1/2, die in
Abschnitt 3.5.2 eingefiihrt wurden, gilt die Beziehung

e(u) =1—e(u/ug)?, (91)

mit 7 = +1/5 bei schwacher Dissipation [LCB*94a]. Um mdglichst genau Alumini-
umkugeln zu simulieren, wird auflerdem €, = 0.4 verwendet, was mit vy = 1 m/s zu
e = 0.6 fiihrt. Einige Simulationen mit v = 0 zeigen, daf} der Musterbildungsprozef
nicht von der Wahl der funktionalen Form des Restitutionskoeffizienten beeinflufit
wird.

Um bei grofilen Fiillhéhen simulieren zu kdnnen, muf} der ,inelastische Kollaps®
verhindert werden. Dazu wird eine kritische Kollisionsrate eingefiihrt, oberhalb der
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keine Dissipation mehr auftritt. Dieses TC Verfahren wird in Kapitel 5 genauer
erliutert. Mit verschiedenen Werten von ¢, = 0's, 107 s, 107® s und 10~* s wurde
mit H = 6 nur beim gréfiten Wert von ¢, eine Abweichung festgestellt. Mit H = 14
konnte nur mit ¢, > 107° s gerechnet werden, kleinere Werte von ¢, fiihrten zum inela-
stischen Kollaps. Oberflichenwellen werden auch mit traditioneller ED, d.h. t, =0s
und € = const. bzw. v = 0 gefunden, was zeigt, dafl die Musterbildung unempfindlich
gegeniiber algorithmischen Details ist. Allerdings sind mit klassischer ED nur kleine
Fiillhohen zu simulieren, was im folgenden den Einsatz der TCED Methode nétig
macht.

()t=148s’

Abbildung 55: Momentaufnahmen im Zeitabstand At = 0.02 s einer Simulation mit
den Parametern N = 600, L = 100, f =10 Hz, I' = 3.6, ¢, = 0.4, €5, = 0.2, p = 0.2
und fy = 0. Die gestrichelte Gerade zeigt die Héhe z = 0 an.

In Abb. 55 sind Momentaufnahmen einer typischen Simulation mit N = 600
Teilchen abgebildet. Die Breite des Behilters ist L = 100, die Vibrationsfrequenz
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ist f = 10 Hz und die Beschleunigung ist I' = 3.6. Die Materialparameter sind
€ = 04, €0y = 0.2, p = py, = 0.2 und By = Bow = 0.0, wobei der Index w die
Teilchen-Wand-Parameter kennzeichnet. In Abb. 55 ist eine Zeitserie zwischen ¢ =
1.30 s und ¢ = 1.48 s abgebildet. Ebenso wie im Experiment hat das Muster die
Periode 27" = 2/f. Wenn sich die Bodenplatte nach oben bewegt (a,f), wird das
Material komprimiert (b,g). Sobald der Boden nach unten beschleunigt, trennt sich
das komprimierte Material vom Boden (c,h), und die Muster bilden sich aus (d,i), bis
die Bodenplatte wieder den unteren Rand des nun relativ diinnen Materials trifft (e,j).
Die Position der Muster ist von einer Periode zur nichsten um die halbe Wellenlidnge
verschoben, d.h. an der Stelle eines ,Fingers“ findet man in der néchsten Periode
ein , Tal“. AuBerdem ist &hnlich wie in Experimenten [CVRD96] eine bogenéhnliche
Struktur unter den Fingern zu sehen (h-j).

In Abb. 56 sind Momentaufnahmen bei verschiedenen Fiillhhen dargestellt. Die
Phase ¢ = t/T = 0.72 entspricht ungefihr der Minimalposition der Bodenplatte, die
bei ¢ = 0.75 erreicht wird. Die Wellenlinge der Muster nimmt mit der Fiillhche zu.
In Abb. 57 sind Momentaufnahmen bei verschiedenen Frequenzen dargestellt. Die
Wellenlédnge der Muster nimmt ebenso wie die Hohe mit abnehmender Frequenz, also
zunehmender Periode zu, da die Strukturen bei langen Perioden mehr Zeit haben,
sich zu entwickeln.

13.2.1 Verfolgung eines Teilchens

In Abb. 58 ist die Bewegung eines einzelnen Teilchens wiahrend mehrerer Perioden
dargestellt. Die Simulationsparameter sind N = 500, f = 12.5 Hz, ' = 3.6, wobei
die Reibungsparameter von Abb. 55 verwendet werden. In Abb. 58(a) und (b) ist die
Horizontal- bzw. die Vertikalkoordinate des Teilchen gegen die Zeit aufgetragen. Man
bemerkt, dafl die Horizontalbewegung bis auf wenige Kollisionen beinahe ungestort
stattfindet. Die Anderung der Horizontalgeschwindigkeit findet vor allem dann statt,
wenn sich die Bodenplatte nach oben bewegt, d.h. wenn das granulare Material die
Bodenplatte trifft. Die Kollision des Materials mit der Bodenplatte fiihrt also in
der Tat zu einer zufilligen Anderung der Horizontalgeschwindigkeit, wie in einem
vereinfachten Modell als wesentlich fiir Musterbildung angenommen wurde [Shi97].

Die Vertikalbewegung zeigt Wurfparabeln, und man bemerkt, dafl sich das Teil-
chen anfangs unter und spéter iiber dem Massenschwerpunkt befindet. Die Aufwérts-
bewegung beginnt zur Zeit ¢ = 1.84 s kurz nach einer Kollision des Materials mit
dem Boden. In Abb. 58(c) und (d) sind die zweidimensionalen Trajektorien eines
Teilchens (durchgezogene Linie) und die Aufenthaltsorte der Nachbarteilchen zu den
Zeiten t = 1.845 s und t = 1.925 s gezeigt. Das Teilchen folgt der Trajektorie entge-
gen dem Uhrzeigersinn und die momentane Position ist mit einem Stern angezeigt.
Das Teilchen befindet sich anfangs nahe dem Boden und bewegt sich wihrend des
gezeigten Zeitintervalls nach oben.
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Abbildung 56: Momentaufnahmen zur Phase ¢ = ¢/T = 0.72 von Simulationen mit
verschiedenen Fiillh6hen (a) H =6, (b) H = 10 und (c) H = 14 bei der Anregungs-
frequenz f = 11.11 Hz und I' = 3.6; die Farbskala gibt hohe (rot) und niedrige (blau)
kinetische Energie an.

(c)

Abbildung 57: Momentaufnahmen von Simulationen mit verschiedenen Anregungs-
frequenzen (a) f = 11.77 Hz, ¢ = 0.715, (b) f = 9.52 Hz, ¢ = 0.755 und (c¢) f = 8
Hz, ¢ = 0.8 mit Fiillhohe H = 14 und T" = 3.6; die Farbskala gibt hohe (rot) und
niedrige (blau) kinetische Energie an.
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X (m)

z(m)

z(m)

Abbildung 58: (a) Horizontale Koordinate des Teilchens #345 als Funktion der Zeit.
Die gestrichelte Linie zeigt die Position der Bodenplatte. (b) Vertikale Koordinate
des Teilchens #345, wobei die durchgezogene Linie die Position des Massenschwer-
punktes aller Teilchen anzeigt. Die gepunktete Linie entspricht z = 0. (c¢) Trajektorie
von Teilchen #345, aus (a) und (b) mit einer Momentaufnahme der anderen Teil-
chen in der Umgebung zur Zeit ¢t = 1.845 s. Die gestrichelte Linie zeigt die Position
der Bodenplatte an und die gepunktete Linie entspricht z = 0. (d) Momentaufnah-
me zur Zeit t = 1.925 s. Teilchen #345, das die gezeigte Trajektorie entgegen dem
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13.2.2 Korrelationsfunktionen

Zur quantitativen Beschreibung des Systemverhaltens verwendet man die Korrela-
tionsfunktionen der Dichte und der Geschwindigkeit. Die Dichte-Korrelationsfunk-
tionen sind

1

:m225[T—|ai—ij”, (92)

i=1j=1

Coa(T)

in horizontaler Richtung (o = z) oder in vertikaler Richtung (o = 2) und der ent-
sprechenden Entfernung » = x oder r = z. Der Vorfaktor 1/(I — r) dient bei dem
durch die Wénde begrenzten System zur Normierung auf eine Konstante. Das erste
Maximum der Dichte-Korrelationsfunktion Cy, gibt die Wellenléinge des Musters [, (%)
an, und das erste Moment der vertikalen Korrelationsfunktion C,, gibt die typische
Systemhdhe an

_ Joodz 2 C,u(2)

b= J5odz Cyu(z) 7

(93)

wobei die Ausdehnung des komprimierten Systems /2 proportional zur Fiillhéhe ist.
Die Korrelationsfunktionen der Geschwindigkeiten sind

Violt) = =y L 2 8l = (o= )] (= < 0" >)of= <o), (09

mit «, § = x, z, dem Abstand r, der Geschwindigkeit @; = (v¥,v?) von Teilchen ¢ und
der gemittelten Geschwindigkeit < (v®, v?) >.

In Abb. 59 sind die Dichte-Korrelationsfunktionen und die beiden Lingen [/, und
[, zu verschiedenen Zeiten aufgetragen. In Abb. 59(a) ist die horizontale Dichtekor-
relation zu den Zeiten ¢t = 1.30, 1.32, 1.34, 1.36 und 1.38 s gezeigt. Beim Vergleich
von Cp, mit den entsprechenden Bildern in Abb. 55(a)-(e) stellt man bei Existenz
der Oberflichenwellen auch eine Modulation von C,,(z,t) mit derselben Wellenlénge
fest. So 148t sich aus Cy,(x,t) die Wellenlénge [,(t) bestimmen, und man stellt fest,
daB sie sich mit der Phase leicht dndert. Der aus den gezeigten Messungen gebildete
Mittelwert ist [, = 0.0408 mm 40.0007 mm (Rauten). In Abb. 59(b) ist die ver-
tikale Dichtekorrelation C,,(z,t) fiir die in (a) gezeigten Simulationen als Funktion
der Hohe z aufgetragen. Die Kreuze entsprechen dem am stirksten komprimierten
Zustand (mit minimaler Ausdehnung) in Abb. 55(b), wihrend Rauten und Dreiecke
der maximalen Ausdehnung in Abb. 55(a) entsprechen. In Abb. 59(c) ist die Wel-
lenléinge [, zu verschiedenen Phasen ¢ gezeigt. Die durchgezogenen Geraden geben
den jeweiligen Mittelwert < [, > an. Wenn keine Oberflichenwellen vorhanden sind,
kann auch keine Wellenldnge bestimmt werden, weshalb einige Punkte fehlen. In Abb.
59(d) ist die vertikale Ausdehnung [, fiir Simulationen mit verschiedenen Frequenzen
f gezeigt. Anders als [, dndert sich [, wihrend einer Periode von seinem von Null
verschiedenen Minimal- bis zu seinem Maximalwert. Dies quantifiziert die periodi-
sche Ausdehnung und Verdichtung des Systems. Bei fester Beschleunigung I' wéchst
[, mit abnehmender Frequenz bzw. zunehmender Periode, da das Muster bei langerer
Periodendauer mehr Zeit hat zu wachsen.
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Abbildung 59: (a) Cy(z) fiir die Simulation in Abb. 55. (b) C,,(z) fiir dieselbe
Simulation. (c) [, als Funktion der Phase ¢ fiir verschiedene Simulationen. Die Rauten
(2) wurden von der Simulation in Abb. 55 gewonnen. Die verwendeten Parameter sind
N =600, L =100, und f = 10 Hz. Die anderen Simulationen werden mit N = 1050,
L = 150, f = 10 Hz (1) bzw. N = 600, L = 100, f = 12.5 Hz (3) durchgefiihrt.
Die gestrichelte Linie zeigt die Bewegung der Bodenplatte (versetzt) an. (d) [, als
Funktion von ¢ mit N = 600, L = 100 und f = 8.33 Hz (Kreuze), f = 10 Hz
(Rauten) und f = 12.5 Hz (Quadrate).

In Abb. 60(a) und (b) sind die gemischten horizontalen Geschwindigkeitskorrela-
tionen V() fiir zwei aufeinanderfolgende Perioden dargestellt. Es werden wieder die
Simulationen in Abb. 55 verwendet, allerdings sind die Korrelationsfunktionen nur
zu den interessanten Phasen dargestellt. Periodische z-z Korrelationen in der Hori-
zontalen bedeuten ein konvektives Muster, d.h. Teilchen bewegen sich entlang der
z-Richtung abwechselnd vertikal und horizontal. Die Korrelationen sind nur dann
deutlich, wenn das granulare Medium komprimiert wird und viele Teilchen zur sel-
ben Zeit wesentliche Vertikal- und Horizontalbewegungen ausfiihren.

In Abb. 60(c) und (d) sind die gemischten vertikalen Geschwindigkeitskorrelatio-
nen V,,(z) fiir die Simulationen aus (a) und (b) gezeigt. Wegen der abnehmenden
Wahrscheinlichkeit, Teilchen mit groflem z-Abstand zu finden, nimmt auch die Ge-
schwindigkeitskorrelation mit z ab. Dennoch kann man von der Modulationsldnge
der Korrelationsfunktion die vertikale Ausdehnung der aktiven Bereiche abschétzen.
Fir t = 1.29, 1.30 und 1.31 s und fiir £ = 1.39 und 1.40 s stellt man die erste
starke negative Korrelation bei z ~ 0.007 m fest. Horizontale und vertikale Korrela-
tionen sind dann am stirksten, wenn die Teilchen den Boden treffen und das Material
komprimiert ist. Von den Dichte-Korrelationsfunktionen kann man die Wellenlinge
des Musters berechnen, und die Geschwindigkeits-Korrelationen zeigen konvektive
Stromungen im System an.
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Abbildung 60: (a) V,.(z) aus der Simulation in Abb. 55. (b) V,,(z) eine Periode
spéter als in (a). (¢) V,z(2z) aus der Simulation in Abb. 55. (d) V,,(2) eine Periode
spéter als in (c).

13.2.3 Vergleiche mit Experimenten

Die Experimente von Clément et al. [CVRD96] zeigen nur eine sehr schwache Ab-
héngigkeit der Wellenléinge von der Beschleunigung I'. Auch bei einer Erh6hung der
Systembreite von L = 100 auf L = 200 wurde im Experiment kein Einflu} von T’
auf die Dispersionsrelation gefunden. Dies wurde mit Aluminium-Kugeln fiir I' < 4.5
festgestellt, wobei die Periode der Oberflichenwellen doppelt so lange wie die Periode
der Anregung war. Bei viel stiarkerer Anregung I' > 6 wird Periodenverdopplung und
eine viel groflere Wellenlinge festgestellt, da das granulare Medium wihrend beinahe
zwei Anregungsperioden fliegt. Diese Periodenverdopplung wird auch mit Simulatio-
nen reproduziert. Im folgenden soll die Untersuchung aber lediglich auf Muster der
Periode 27" beschrinkt bleiben, und die Simulationsergebnisse sollen mit der empiri-
schen Formel in Gleichung 90 verglichen werden.

Uberraschenderweise zeigen die Simulationen eine deutliche Abhingigkeit der
Wellenlidnge von der Beschleunigung I'. In Fig. 61(a) ist die Wellenlénge [, fiir ver-
schiedene I' und verschiedene L = 100 oder L = 166 aufgetragen. Der Wert L =
166 wurde gewdhlt, um die Systemgréfie um einen nicht-ganzzahligen Faktor zu
verdndern. In diesem System war die Fiillhohe H = 6 und die Anregungsfrequenz
f =10 Hz bei Beschleunigungen im Bereich 2.6 < I' < 4.3. Fiir beide Systemgrofien
L =100 und L = 166 ist eine deutliche Variation der Wellenldnge mit der Anregung
I festzustellen. Die starken Anderungen der Wellenliinge gehen nicht auf Fluktua-
tionen der Mefigrofen zuriick, wie man aus der kleinen Standardabweichung folgern
kann. Das Muster ist vermutlich auf Resonanzeffekte zwischen der Wellenlinge und
der Systemgrofie zuriickzufiihren.

In Abb. 61(b) ist [, gegen f aufgetragen, wobei verschiedene H = 6,10, 14,
' = 3.2,3.6 und L = 100,200 verwendet werden. Beim Vergleich mit dem empi-
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Abbildung 61: (a) [, als Funktion von I mit H = 6, f = 10 Hz und L = 100
(Quadrate) bzw. L = 166 (Dreiecke). Die Fehlerbalken geben die Standardabweichung
der iiber ca. 20 Perioden gemessenen Werte an, und die durchgezogene Linie ist
die empirische Dispersionsrelation aus Gleichung 90. (b) [, als Funktion von f mit
H =6, = 3.6 und L = 100 (Quadrate), I' = 3.6, L = 200 (Dreiecke), I' = 3.2,
L = 200 (Sterne) sowie I' = 3.6, L = 200 mit H = 10 (x) oder H = 14 (Kreise).
Die durchgezogene Linie ist wieder Gleichung 90 fiir H = 6, weshalb die (x)- und
(0)-Symbole hoher liegen. (c) I, als Funktion der Fiillhdhe H mit f = 10 Hz, I =
3.6 und L = 100 (Rauten) bzw. L = 200 (gefiillte Rauten). (d) Dimensionslose
Darstellung der Daten aus den Abbildungen 61(b) und (c). Die gestrichelte Linie
zeigt die Dispersionsrelation fiir Gravitationswellen in Fliissigkeiten an.

rischen Fit an die experimentellen Daten (Gleichung 90 mit H = 6) stellt man fiir die
Simulationsresultate mit H = 6 auch sehr gute Ubereinstimmung fest. Die in Abb.
61(b) hoher liegenden Daten mit H = 10 (x) und H = 14 (o) lassen sich sehr gut mit
VH skalieren und fallen dann mit den anderen Werten zusammen. Um die Abhiingig-
keit der Wellenléinge [, von H genauer zu untersuchen, variiert man H im Bereich
5 < H <15 in Systemen der Breite L = 100 (Rauten) und L = 200 (gefiillte Rauten).
In Abb. 61(c) ist die Wellenléinge als Funktion von H aufgetragen. Man stellt einen
Anstieg von [, mit zunehmendem H fest. Wegen des kleinen Parameterbereichs und
der starken Schwankungen der Me3daten 148t sich aber keine abschliefende Aussage
iiber die funktionale Abh#ngigkeit I,(H) machen. Der Vergleich mit Gleichung 90
zeigt jedoch befriedigende Ubereinstimmung.

In Abb. 61(d) wird gepriift, ob die fiir Gravitationswellen in Fliissigkeiten berech-
nete Dispersionsrelation [GSMF95] zu einer guten Ubereinstimmung mit den Simula-

109



tionsdaten fiihrt. Dazu wird w?/(4gk) fiir alle Simulationsdaten aus den Abbildungen
61(b) und (c) als Funktion von hk aufgetragen, wobei die Hohe des Materials in
dichter Packung h = v/3dH/2 ist und die Wellenzahl k& = 27 /I, ist. Die gestrichelte
Kurve ist die theoretische Beziehung

w?/(4gk) = tanh(hk), (95)

fiir Gravitationswellen in diinnen Fliissigkeitsschichten. Obwohl die Daten in der Nihe
der Vorhersage liegen, ist die Streuung extrem grof}, was auf Unterschiede zwischen
granularen Materialien und Fliissigkeiten schlieflen 148t.

Eine weitere interessante Grofle ist die Amplitude der Wellen [/,. Um nur die Hohe
der Finger zu zeigen, werden in Abb. 62(a) die gemittelten Werte von I, — 9 der
Simulationen aus Abb. 61(a) gezeigt. Die Resonanzeffekte, die bei der Wellenlinge in
Abb. 61(a) sichtbar waren, sind bei der Amplitude der Muster nur noch undeutlich
vorzufinden. Fiir kleine I' nimmt 7, — {2 stetig zu, und bei I' &~ 3.8 wird das Muster
instabil, d.h. die Amplitude nimmt mit weiter zunehmendem T stark ab. In Abb. 62(b)
sind die Werte [, — ° der Simulationen aus Abb. 61(b) gezeigt. Oberhalb a =~ 0.003
m findet man flache Oberflichenwellen, deren Amplitude mit zunehmendem a linear
anwichst.
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Abbildung 62: (a) I, — 2 als Funktion von I' mit H = 6, f = 10 Hz und L = 100
(Quadrate) bzw. L = 166 (Dreiecke). (b) I, — I2 als Funktion von a mit H = 6,
I'=3.6 und L =100 (Quadrate), I' = 3.6, L = 200 (Dreiecke) und I' = 3.2, L = 200
(Sterne).

13.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden numerische Experimente zu Mustern in Form von Ober-
flachenwellen in vibrierten granularen Systemen vorgestellt. Um den Parameterbe-
reich, insbesondere der Fiillhéhe H, zu erweitern, wurde eine Verbesserung der Ereig-
nis-Dynamik Methode mit geschwindigkeitsabhiingigem Restitutionskoeffizienten ver-
wendet. Es wurde festgestellt, dal die Musterbildung auch mit der klassischen Simula-
tionsmethode und ohne Reibung und Rotation stattfindet. Oberflichenwellen werden
in den Parameterbereichen 5 < H <16, 2.5 <I'<4.3 und 8 Hz < f < 17 Hz unter-
sucht, und es zeigt sich eine gute quantitative Ubereinstimmung mit Experimenten.

110



Die Muster haben die doppelte Periode wie die anregende Schwingung, und es treten
Resonanzen zwischen der Wellenléinge und der Behiltergrofle auf, was experimentell
nur in kleinen Behéltern gemessen wurde [GSMF95].

Die Musterbildung ist auch deshalb interessant, weil man bei starker Dissipation
und grofer Fiillhche eigentlich erwartet, daf alle Energie verloren geht und sich das
granulare Medium wie ein Materialblock verhilt (Teil III). Das Bild eines stark dis-
sipativen Granulats, das all seine Energie beim Stof verliert, ist nicht immer richtig.
In begrenzten Parameterbereichen findet eine Selbstorganisation des Materials der-
art statt, daf} sich ein hochenergetischer, periodischer Zustand einstellt, in dem die
Dissipation relativ schwach ist. Das System wihlt also den Zustand hoherer Energie
mit periodischen Mustern im Raum.

Immer noch ist der Unterschied zwischen granularen Medien und Fliissigkei-
ten nicht deutlich. Die Beschreibung hydrodynamischer Instabilitdten in vibrierten,
diinnen Fliissigkeitsschichten zeigt qualitative Ahnlichkeit mit der Instabilitit im gra-
nularen System. Wegen der starken Fluktuationen kann allerdings keine Aussage zur
Qualitdt der Theorie gemacht werden. Die Frage, warum Muster bzw. Oberflichen-
wellen entstehen, bleibt ebenso unbeantwortet wie die Frage nach dem Mechanismus
der Wellenldngenselektion. Eine Theorie, die die granulare Struktur und die dissipa-
tiven Materialeigenschaften beriicksichtigt, steht noch immer aus.
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14 Offene Systeme mit periodischen Rindern

Ein wesentlicher Unterschied zwischen einem klassischen Gas und granularen Medi-
en ist Dissipation. In granularen Systemen ohne oder mit schwacher Energiezufuhr
kann man trotz fehlender attraktiver Wechselwirkung die Bildung von Zonen mit
hoher Dichte und geometrischer Ordnung beobachten [GZ93, MY96]. Diese Dichte-
instabilitdt wird durch anfangs kleine Fluktuationen hervorgerufen. In einem Raum-
gebiet wird zufillig etwas mehr Energie dissipiert als in den Nachbargebieten. Da-
durch sinkt der Druck, und Teilchen kénnen aus den Nachbarzonen in die Zone nied-
rigen Drucks wandern, was zu erhohtem Energieverlust und weiterer Druckabnahme
fiihrt. Wird dieser , Teufelskreis“ nicht durch Energiezufuhr verhindert, bilden sich
,Cluster” mit hoher Dichte und dazwischen Zonen mit sehr niedriger Dichte, in denen
die Fluktuationsenergie immer weiter abnimmt. Bei hinreichend starker Dissipation
fiihrt diese Abnahme der Fluktuationsenergie und des Drucks zu einer Zunahme der
Kollisionsfrequenz, die im Extremfall divergieren kann. Dieses Phinomen wird als
yinelastischer Kollaps“ bezeichnet, da die mittlere freie Wegldnge und damit das freie
Volumen verschwinden — die Teilchen kollabieren. Die Gréfle der Cluster und damit
die typische Korrelationslinge wichst bis zur Systemgrofie [GZ93, MY96]. Die Dichte-
instabilitdt und ihre Folgen wurden in 1D [BM90, MY92, MY93, LCB*94c, GR96,
KWG96] und in 2D [SKS90, GZ93, MY94, TH95b, MY96, SSK96, DB97, OBvNE97]
detailliert untersucht; systematische dreidimensionale Untersuchungen stehen aller-
dings noch aus.

Die kinetische Gastheorie basiert auf der Annahme homogener représentativer Vo-
lumenelemente [Haf83, Sav79, JC79, GS95, GSMF95, GSG95] und kann das Phéno-
men Dichteinstabilitdt nicht beschreiben, da maximale und minimale Dichte in sehr
kleinen Volumenelementen parallel existieren kénnen (grofie Dichtegradienten sind
moglich). Die Vorhersagen der kinetischen Gastheorie sind also nur fiir niedrige Dich-
ten und schwache Dissipation giiltig [MY96]. Das Clusterwachstum wurde bisher nur
fiir den Grenzfall vollstéindig inelastischer Kollisionen und damit irreversibler Aggre-
gation numerisch und theoretisch untersucht [TH95b, TH95c¢|, der allgemeinere Fall
reversibler Aggregation ist ein ungelostes Problem.

Detaillierte Untersuchungen des inelastischen Kollapses [MY96] fiihren zu ver-
schiedenen méglichen Phasen. In einem periodischen System ohne externe Kréfte
bilden sich Cluster nur oberhalb einer effektiven Dissipationsstéirke, die sowohl von
der lokalen Dissipation als auch von der globalen Dichte abhiingt. Ist die effektive
Dissipation zu schwach, so verbleibt das System in einem Zustand homogener Dichte
und Energie, und die kinetische Gastheorie ist anwendbar. Bei starker effektiver Dis-
sipation bilden sich innerhalb weniger Kollisionen pro Teilchen Zonen mit niedriger
interner Energie und hoher Geschwindigkeit relativ zueinander. In diesem Bereich
wichst mit der effektiven Dissipationsstiarke und der Dichte auch die Wahrscheinlich-
keit fiir den inelastischen Kollaps.

Um den inelastischen Kollaps zu verhindern bzw. zu umgehen, wurden verschie-
dene Methoden vorgeschlagen (siehe Kapitel 5). Hier soll die TC Methode verwendet
werden, welche die Dissipation bei zu hoher Kollisionsfrequenz deaktiviert. Der sta-
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tische Grenzfall ist lokal durch keine weitere Anderung der Energie definiert — alle
Kollisionen sind elastisch und die Kollisionsfrequenz aller an Kollisionen beteiligten
Teilchen ist grofler oder gleich der inversen Kontaktdauer. Die im System verblei-
bende kinetische Energie kann mit der potentiellen Energie der Kontakte identifiziert
werden, und lokale Kraft bzw. Spannungen im System sind — gemittelt iiber mehrere
Kontaktdauern — definiert [Lud97b]. Die Beriicksichtigung der TC Regel erlaubt die
numerische Beschreibung von Systemen, die der klassischen ED Methode wegen des
inelastischen Kollapses nicht zugénglich sind.

14.1 Dichteinstabilititen

Will man ein homogenes granulares System untersuchen, mufl man moglichst auf
Winde verzichten, da Randeffekte und Wiande das Material unvorhersehbar beein-
flussen kénnen. Ein System mit periodischen Réndern ist per se translationsinvariant,
aber keineswegs unendlich grof8. Das System kann so lange als grofi genug angesehen
werden, solange die Korrelationslidngen deutlich kleiner sind als die Systemgrofie [.
Vor diesem Zeitpunkt kann man die zeitliche Entwicklung ohne Riicksicht auf die Sy-
stemgrofle untersuchen. Danach wird sich das System in der Regel anders verhalten,
d.h. es wird sich ein von der Systemgrofle abhéngiger quasi-stationédrer Zustand ein-
stellen. Von Interesse ist dann ein eventuelles Gleichgewicht und dessen Abhingigkeit
von der Systemgrofie (,Finite Size Scaling®).

Im folgenden werden mit Hilfe von ED Simulationen periodische Systeme der
Lénge L = [/dy in 2D untersucht, wobei dy der Teilchendurchmesser ist. Der Volumen-
anteil ist definiert als o = N7 (dy/2l)*> = (m/4)N/L?. Die Teilchen werden am Anfang
auf einem Quadratgitter gleichméflig im System verteilt und mit zufélligen Geschwin-
digkeiten versehen. Die mittlere Geschwindigkeit wird von allen Teilchengeschwindig-
keiten abgezogen, um ein ruhendes Bezugssystem zu erhalten. Mit dieser Anfangsbe-
dingung erreicht man mit elastischer Simulation (¢ = 1) nach kurzer Zeit einen Gleich-
gewichtszustand mit Maxwellscher Geschwindigkeitsverteilung. Mit dem so erhalte-
nen Anfangszustand wird die eigentliche Simulation mit dissipativen St68en (e < 1)
begonnen. Die dimensionslose kinetische Energie ist K(t) = e(t)/e(0) = K, + K,
als die Summe ihrer - und z-Anteile mit der Anfangsenergie e(0). Zuerst soll unter-
sucht werden, wie die Energie mit der Zeit abnimmt. Dazu bereitet man, wie oben
beschrieben, ein kleines System mit N = 784, L = 50 und p ~ 0.25 vor. Man si-
muliert mit e = 0.99, 0.97, 0.95, 0.9, 0.8, 0.6 und 0.2 solange, bis jedes Teilchen im
Mittel C/N = 1000 Kollisionen ausgefiihrt hat. In Abb. 63(a) ist K (¢) als Funkti-
on der Zeit und in Abb. 63(c) als Funktion der mittleren Kollisionszahl pro Teilchen
C/N aufgetragen. Die Theorie von Haff [Haf83] sagt fiir die Energieabnahme in einem
homogenen System die Funktion

K(t) = <m>2 (96)

voraus. Die Simulationen mit ¢ = 0.99 (Quadrate) und ¢ = 0.97 (Kreise) konnen
durch diese Theorie mit einem einzigen Parameter ¢ = 62.8 s~ hervorragend erklirt
werden, wobei der Parameter ¢ von der Anfangsenergie und der Dichte abhéngt.
Verwendet man kleinere € treten allerdings Abweichungen zwischen Simulation und
Theorie auf. Neben der Realzeit ¢, die von der Anfangsenergie abhéingt, gibt es die
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Zahl der Kollisionen pro Teilchen C/N mit der Gesamtzahl C' aller Kollisionen. In
Abb. 63(b) ist t gegen diese GroBe aufgetragen. Man erkennt, dafl C'/N anfangs um
so schneller zunimmt, je schwicher die Dissipation ist. Aus Abb. 63(c) wird klar, daf
fiir grole € und kleine C/N die Energie K (t) « exp(—C/N) ist, wie man leicht von
Gleichung 96 ableiten kann, indem man das Produkt der mittleren Geschwindigkeit
VK und der inversen freien Wegléinge \ oc 1/ integriert.
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Abbildung 63: (a) K(t) als Funktion der Zeit ¢ fiir verschiedene Restitutionskoeffi-
zienten €. Die Symbole fiir ¢ = 0.97 und 0.99 werden durch Gleichung 96 mit der
Konstante ¢ = 62.8 s~! beschrieben. (b) ¢ als Funktion von C/N. (c) K(t) als Funk-
tion von C'/N. (d) (K, — K,)/K(t) als Funktion von C/N.

Um die Abweichungen von der Theorie fiir € < 0.97 zu verstehen, kann man das
Verhéltnis der kinetischen Energie in Horizontal- und Vertikalrichtung betrachten.
Die Differenz (K, — K,)/K(t) in Abb. 63(d) ist ein Ma$ fiir die Inhomogenitit des
Systems. Ist (K, — K,)/K(t) > 0, so ist der Hauptteil der kinetischen Energie in
der Horizontalkomponente und Gleichverteilung nicht gegeben. Der Absolutwert von
(K, — K,)/K(t) ist ein Ma8 fiir die Stirke des sogenannten Schermodus, in dem die
meiste Energie in zwei Bereichen steckt, die sich gegenldufig bewegen [MY96, GT96].
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Man erkennt, daf§ die Abweichungen vom homogenen System ((K, — K,)/K(t) =~ 0)
in Abb. 63(d) mit abnehmendem € immer friiher beginnen.

Bei starker Dissipation treten Spriinge in C'/N auf, d.h. es geschehen in einem
kurzen Zeitintervall sehr viele Stéfle. In diesem Fall kann die kritische Kollisionsrate
1/t. (sieche Abschnitt 5) iiberschritten werden, und die Dissipation wird fiir beteiligte
Teilchen deaktiviert. Um die Empfindlichkeit der Simulation gegeniiber der Wahl
des Parameters ¢. zu untersuchen, wird obige Simulation mit ¢ = 0.6 fiir die Werte
t.=10"15, 10785, 1075 s, 1075 s und 10~3 s durchgefiihrt. In Abb. 64 sind fiir diese
Simulationen ebenso wie in Abb. 63 verschiedene Kombinationen von K(t), t, C/N
und (K, — K,)/K(t) dargestellt.
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Abbildung 64: (a) K(t) als Funktion der Zeit ¢ mit € = 0.6 fiir verschiedene ¢, Werte
(die Zahlen in der Abbildung geben —log;,t. an). (b) ¢ als Funktion von C/N. (c)
K (t) als Funktion von C/N. (d) (K, — K,)/K(t) als Funktion von C/N.

Von Abb. 64 kann man folgern, daf das Systemverhalten fiir C/N < 40 nicht von
t. abhiingt, solange t. < 107 s ist. Fiir groBere C/N bildet sich der Schermodus, wie
in Abb. 64(d) sichtbar. Der Schermodus beginnt sich bei C/N = 40 zu formieren, und
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die Orientierung des Schermodus, d.h. der Wert von (K, — K,)/K(t), hingt stark
von t. ab.

Die Zeitskala t. beeinflufit das Systemverhalten deutlich, sobald sich die Dichte-
instabilitat ausbildet. In diesem Fall {iberschreitet eine relativ grofle Anzahl der Teil-
chen die kritische Kollisionsfrequenz. Der Anteil der elastischen Kollisionen im Sy-
stem, und damit die Gesamtdissipation, wird eine Funktion von ¢.. Aus Abb. 64(a)
kann man eine Tendenz ablesen, daf3 gréflere t. Werte zu schwéicherer Energieabnah-
me mit der Zeit fiithren. Allerdings scheint vor allem die Simulation mit ¢, = 1078 s am
deutlichsten von den anderen Simulationen abzuweichen, wenn man die Abb. 64(b)
und (c) betrachtet. Diese Abweichung tritt allerdings erst fiir grofie C'/N ~ 140 auf.
Die Simulationen mit ¢, = 107® s und ¢, = 107'° s stimmen bis zu diesem C/N Wert
in Abb. 64(d) miteinander iiberein (Kreuze und Quadrate). Die Abweichung tritt
mit abnehmendem ¢, also immer spéter auf, der Zustand fiir sehr grole C'/N bzw.
sehr grofle Zeiten ¢ hiangt aber nicht linear von ¢. ab. Dies ist ein Zeichen dafiir, daf
die Entwicklung des Systems nur fiir eine kurze Zeit von den Anfangsbedingungen
abhéngt, wihrend danach ein Materialparameter das Verhalten bzw. den Zustand
des Systems bestimmt.

Das System wird bei Simulationen mit € < 0.97 rasch inhomogen. Cluster und
damit verdiinnte Bereiche von der Grofle des Systems entstehen. Solange die Cluster
deutlich kleiner sind als das System, befindet sich das granulare Medium im Wachs-
tumsbereich. Haben die Cluster Systemgrofle erreicht, ist man im Séttigungsbereich.
Um den Wachstumsbereich iiber lingere Zeiten untersuchen zu kénnen, mufl man zu
grofferen Systemen iibergehen. Im folgenden wird eine Simulation mit N = 79524,
L = 500, o = 0.25 und t, = 10~ s genauer diskutiert. In Abb. 65 sind die Energie
und C/N als Funktion der Zeit dargestellt.
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Abbildung 65: (a) K als Funktion der Zeit ¢ fiir eine Simulation mit N = 79524,
L =500, o = 0.25 und ¢, = 107 s. (b) C/N als Funktion von ¢ fiir die Simulation
aus (a). Die Kreise geben die Anzahl der durchgefiihrten Kollisionen an und die Qua-
drate geben die Anzahl der Kollisionen an, bei denen die kritische Kollisionsfrequenz
iiberschritten wurde.

Zuerst bemerkt man, daf die Energie im gesamten Bereich langsamer als K oc ¢ 2
abnimmt, wie theoretisch vorhergesagt wurde. Weiter wird deutlich, dafl die Zahl
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der Kollisionen pro Teilchen C/N (Kreise) zunéchst linear mit ¢ zunimmt, dann
schwicher anwichst und fiir lange Zeiten wieder linear mit ¢t wichst. Die Anzahl der
Kollisionen, bei denen die Zeit zwischen den Sté8en ¢, kleiner war als t. (Quadrate),
ist immer wesentlich kleiner als C'/N. Die Wahrscheinlichkeit, bei einem Stof§ ¢, < t.
zu beobachten, ist fiir ¢ < 50 s kleiner als 0.01 und fiir gréfere Zeiten immer noch
kleiner als 0.03. Im folgenden soll untersucht werden, welcher Bereich als Wachstums-
bzw. als Sattigungsbereich identifiziert werden kann.

Momentaufnahmen des Systems zu verschiedenen Zeiten sind in Abb. 66 dar-
gestellt. Mit zunehmender kinetischer Energie im Ruhesystem werden die Teilchen
blau, griin und rot eingefiarbt. Dichtefluktuationen nehmen mit der Zeit zu, und die
Cluster wachsen an. Bemerkenswert ist, dafl ein Cluster aus Teilchen verschiedener
Energien besteht. Durch den verwendeten Restitutionskoeffizienten von € = 0.8 sind
die Kollisionen inelastisch, die Clusterbildung ist aber im Gegensatz zum Fall € = 0
[TH95b] reversibel, d.h. Teile eines Clusters kénnen sich wieder voneinander l6sen.
Dieser Fall wird vor allem dann eintreten, wenn ein Teil des Clusters eine wesentlich
andere Geschwindigkeit hat als der Massenschwerpunkt des Clusters. Ab einer Zeit
von t ~ 200 s haben die Cluster eine Gréfle von mehr als [/2 erreicht, man befindet
sich also schon im Séttigungsbereich.

In Abb. 67 zeigt die Farbe die typische Kollisionsfrequenz f. der Teilchen an. Mit
zunehmender Frequenz werden die Teilchen blau, griin und rot eingefarbt. Die Daten
stammen von der Simulation aus Abb. 66, und die Farbgebung zeigt ein Maximum
der Kollisionsfrequenz im Inneren der Cluster. Teilchen, die die kritische Kollisions-
frequenz iiberschritten haben, sind fiir ¢ > 2.56 s in den roten Bereichen zu finden.

Ebenfalls von derselben Simulation kann man in Abb. 68 verfolgen, wie die Teil-
chen anfangs diffundieren und sich spéter durchmischen. Dazu wurden horizontale
Schichten mit zunehmender Z = z/I Koordinate mit der gleichen Farbe blau, griin
und rot markiert. Die Selbstdiffusion der Teilchen ist am oberen (Z = 1) und unteren
(Z = 0) Rand sichtbar, da dort der stirkste Farbkontrast herrscht. Die anfangs hori-
zontale Trennlinie zwischen Blau und Rot zerfillt und greift immer weiter ins System
hinein. Bei ¢t & 40 s sind rote und blaue Teilchen aus der Nachbarschaft dieser Grenz-
linie bereits bis zur Mitte des Systems vorgedrungen. Spéter bilden sich innerhalb
von Clustern durch Scherung diinne Streifen einer Farbe, und zuletzt kann man in
kleinen Bereichen Teilchen aller drei Hauptfarben vorfinden.
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t =0.640 s, C/N = 39

b |

¢ =446.6 5, C/N = 5258

Abbildung 66: ED Simulation von N = 79524 Teilchen mit L = 500, o = 0.25, ¢ = 0.8
und 1/t, = 10° s7'. Die Energie ist mit dem Maximalwert (rot) skaliert und nimmt
ab (griin) bis zu Null (blau).
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t =0.640 s, C/N = 39

Abbildung 67: Kollisionsfrequenz der Teilchen in der Simulationen aus Abb. 66, ska-
liert mit dem Maximalwert (rot). Kleinere Kollisionsfrequenzen sind griin, und und
die niedrigsten Frequenzen sind blau.
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P

= 670

Abbildung 68: Die Teilchen der Simulation in Abb. 66 wurden anfangs in horizontalen
Streifen eingefidrbt um die Mischung verfolgen zu kdnnen.
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14.2 Clusterwachstum

Um das Clusterwachstum quantitativ zu beschreiben wird eine Methode benutzt, die
dem sog. ,,Burning“-Algorithmus fiir Perkolationsprobleme &hnlich ist. Man nimmt
an, daf} alle Teilchen mit Relativabstand

|7 — 7o < Se(dy +dg)/2 (97)

zu einem Cluster gehoren und mufl dann jeden Cluster und die dazugehérenden Teil-
chen identifizieren und markieren.

Dazu sortiert man zuerst alle Teilchen in eine , Linked-Cell“ Struktur, d.h. in
quadratische Zellen, die gréfer als S.(d; + d)/2 sein miissen. Jede Zelle enthélt
die Nummer eines der darin enthaltenen Teilchen, und jedes davon zeigt auf ein
anderes, in derselben Zelle liegendes Teilchen. Man stellt sicher, dafl kein Teilchen
zweimal besucht wird, und kennzeichnet das letzte in der jeweiligen Zelle besonders.
Die Nachbarschaftssuche, zur Priifung des Kriteriums in Gleichung 97, erfordert nun
die Untersuchung aller Paare in benachbarten Zellen.

Am Anfang bezeichnet man jedes Teilchen ¢ als eigenen Cluster ¢ und untersucht
alle Paare, die man in benachbarten Zellen findet, indem man folgendes Schema an-
wendet. Gehoren die zwei zu untersuchenden Teilchen zu unterschiedlichen Clustern
11 und %y priift man ihren Abstand. Sind die zwei Teilchen nahe genug beieinander,
so fiigt man alle Teilchen in Cluster i, dem Cluster i; hinzu. Den Cluster i,y (der
letzte Cluster) wird als Cluster 4o umbenannt und, indem man die Anzahl der Cluster
Tmax UM Eins erniedrigt, wird der friihere Cluster i,,,x_1 zum letzten Cluster. Danach
untersucht man das nichste Paar. Sind die beiden Teilchen zu weit voneinander ent-
fernt oder gehoren beide Teilchen bereits demselben Cluster an, so geht man sofort
zum néchsten Paar iiber. Hat man alle benachbarten Paare untersucht, kann man die
Anzahl der Cluster I, = imay, die Grofle des grofiten Clusters My, und die mittlere
Clustergrofie

1.
<M >= Z M;, (98)
i=1
mit der Grofle des i-ten Clusters M;, leicht berechnen. Clustergréfe bedeutet hier die
Anzahl der Teilchen in einem Cluster. In Abb. 69 sind die so gewonnenen Informa-
tionen fiir die Simulation aus Abb. 66 dargestellt.

Um die Empfindlichkeit der Ergebnisse gegeniiber der Wahl der kritischen Entfer-
nung S, zu untersuchen wurden verschiedene S. Werte getestet. Man stellt fest, dafl
sich das qualitative Verhalten erst fiir S. > 1.4 leicht dndert. Die Clusteranzahl in
Abb. 69(a) ist anfangs grof}, solange das System noch ungeordnet genug ist. Danach
nimmt die Anzahl der Cluster deutlich ab (1 s < ¢ < 40 s) und fluktuiert ab ¢ ~ 40
s sehr stark. Im Bereich abnehmender der Clusterzahl nimmt konsequenterweise die
die mittlere Clustergréfie in Abb. 69(b) zu. Die eingezeichneten Geraden deuten eine
Zeitabhéangigkeit der Form

ILoct™ und < M >octM, (99)

wobei M & 0.3 ist. Die Grofle des grofiten Clusters in Abb. 69(c) wichst im Bereich
1 s <t <40 s viel stirker, und wichst sogar ab ¢ &~ 40 immer weiter.
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14.3 StoBlwahrscheinlichkeit und Ereignisfrequenz

Um das Systemverhalten genauer zu verstehen wird im folgenden die Wahrschein-
lichkeit untersucht, Teilchen zu finden, die im letzten Zeitintervall N, Kollisionen pro
Einheitszeit durchgefiihrt haben. Man beachte, da} N, nur die mittlere Kollisions-
frequnz ist und keine Aussagen iiber die Hiufigkeit der Stofe zulidflt, die innerhalb
einer Zeit t. stattfinden, da tiber Intervalle gemittelt wird, die sehr viel linger als ¢,
sind. In Abb. 70(a) ist die normierte Wahrscheinlichkeit P(N,) fiir den homogenen
Bereich dargestellt. Die Form von P(N,) ist fiir C/N < 39 gleich, nur die Stofirate
nimmt ab. Der homogenen Bereich ist durch eine relativ schmale Verteilung um einen
Mittelwert gekennzeichnet.

Zur Zeit C/N = 70 beginnt der Wachstumsbereich und die Form von P(N,)
dndert sich. Der Wachstumsbereich ist in Abb. 70(b) dargestellt und zeichnet sich
dadurch aus, dal die Wahrscheinlichkeit zunimmt, Teilchen zu finden, die entweder
sehr viele oder sehr wenige Kollisionen hatten. Die Form der Wahrscheinlichkeitsve-
teilung P(N,) dndert sich im Wachstumsbereich fast nicht. Im Séttigungsbereich, der
in Abb. 70(c) dargestellt ist, nimmt die Wahrscheinlichkeit grofie Stofizahlen zu finden
ab, die Wahrscheinlichkeit fiir kleine Stolzahlen dndert sich jedoch nicht wesentlich.
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14.4 Zusammenfassung

In einem quadratischen, zweidimensionalen System mit periodischen Ridndern wurde
ein granulares Medium mit vorgegebener Dichte, aber zufilliger Geschwindigkeits-
verteilung beobachtet. Das gesamte System bleibt homogen, solange der Restitu-
tionskoeffizient ¢ ~ 1 ist. In diesem Bereich kann das Abkiihlverhalten mit einer
kinetischen Theorie vorhergesagt werden. Bei stidrkerer Dissipation bildet sich eine
Dichteinstabilitéit, die zu ,,Clustern® mit stetig wachsender Masse und Gréfie fiihrt.
Sobald die Clustergréfle in den Bereich der Systemgrofie kommt, wachsen die Clu-
ster immer langsamer und man kann, wenigstens in kleinen Systemen, ein Quasi-
Gleichgewicht finden, in dem die kinetische Energie immer weiter abnimmt, in dem
die Inhomogenitit jedoch nicht zunimmt.

Bei der Beobachtung einer Simulation eines grofien Systems wurde festgestellt, daf3
in einem Cluster wenig Relativenergie gespeichert ist, d.h. benachbarte Teilchen im
Cluster haben sehr dhnliche Geschwindigkeiten. Innerhalb eines Clusters kann es den-
noch Bereiche mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten geben, da fiir ¢ > 0 niemals
alle Relativenergie dissipiert wird. Ein Cluster kann deshalb wieder auseinanderbre-
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chen und zwei Cluster mit hoher Relativgeschwindigkeit zueinander konnen im Laufe
der Simulation miteinander verschmelzen. Die Clusterentstehung ist reversibel, man
findet aber im Mittel Clusterwachstum.

Sobald sich Cluster ausbilden verédndert sich auch die Stof8statistik. Im homogenen
Bereich findet man eine selbstdhnliche Wahrscheinlichkeitsverteilung der Kollisions-
rate, die mit der mittleren Teilchengeschwindigkeit skaliert. Im Wachstumsbereich
der Cluster stellt sich eine nicht mehr von der Zeit abhingige Wahrscheinlichkeits-
verteilung ein, d.h. die Kollisionsrate bleibt im Wachstumsbereich konstant. Im Satti-
gungsbereich nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir grofle Kollisionsraten dann wieder ab.
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Teil VI
Quasi-statische granulare
Packungen

In diesem Teil werden quasi-statische granulare Medien am Beispiel von Sandhaufen
untersucht. Die Entstehung und die Spannungsverteilung innerhalb eines Sandhaufens
werden diskutiert.

15 Entstehung eines Sandhaufens

LaBt man von einer Punktquelle Sandkorner auf eine ebene Tischplatte fallen, so
wird sich nach kurzer Zeit ein Haufen bilden, dessen Form von den Randbedingun-
gen abhéngt [Puh92, Puh93]. Auf einem kreisférmigen Tisch ein konischer, auf einem
quadratischen Tisch bildet sich ein pyramidenférmiger Haufen. Nimmt man an, dafl
die Oberflache des Tisches unendlich weit ausgedehnt ist, so wird sich, bedingt durch
die Rotationssymmetrie der Punktquelle, ein konischer Haufen bilden, dessen Ober-
fliche mit der Zeit selbstdhnlich nach oben wéchst. Abgesehen vom Fufl und der
Spitze des Sandhaufens findet man einen konstanten Béschungswinkel. Die Form des
Fusses 148t sich mit einer logarithmischen Funktion beschreiben [AH96] und die Form
der Spitze hingt davon ab, von welcher Héhe man die Sandkorner fallen 148t.

Wihrend der Sandhaufen wichst, finden immer wieder Lawinen statt, deren Haufig-
keitsverteilung mit dem Konzept der Selbstorganisierten Kritizitdt (SOK) in Ver-
bindung gebracht wurde [BTW87]. Die Messung der Lawinenverteilung an einem
Reishaufen fiihrte zum Ergebnis, daf§ Lawinen nur bei Langkornreis selbstorganisiert
kritisch sind [FCMS*96, Lud96]. Bei der Modellierung von Sandhaufen werden hiufig
Gittermodelle verwendet, bei denen die lokale Steigung die Bedingung fiir Bewegung
oder Stagnation ist. Im folgenden wird eine quasi-statische Erweiterung eines frithen
Modells [BTW87] verwendet, bei der keine Lawinen vorkommen kénnen, da stets nur
ein Teilchen in Bewegung ist.

Mit diesem Modell soll neben der Entstehung eines Sandhaufens auch die Entmi-
schung in Form von Streifenbildung (Stratifikation) untersucht werden, die vorkommt,
sobald man unterschiedliche Teilchensorten verwendet [MHKS96, BdG96, MHKS97].
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15.1 Ein-Teilchen-Modell fiir Sandhaufen

Im folgenden werden ein Zellularautomat und sein Kontinuumsgrenzfall zur Beschrei-
bung von Sandhaufen vorgestellt. Man betrachtet ein Gitter mit der Horizontalkoor-
dinate z (1 < 2 < Lpax) und der Vertikalkoordinate z (z > 1). Der Sandhaufen wird
durch die Oberfliche h(x,t) beschrieben, wobei hier A(1 < z < L,0) = 0 ist. Das
Modell ist nur im quasi-statischen Grenzfall giiltig, d.h. man setzt neue Teilchen in
groflen Zeitabstéinden mit Anfangsenergie eq auf die Anfangsposition (xg, h(zg,t)+1),
und einmal zur Ruhe gekommene Teilchen werden nie wieder bewegt. Lingen werden
in Einheiten der Gitterkonstante gemessen und die Teilchenmasse sowie die Gravi-
tationskontsante werden zu Eins gesetzt. Damit sind Energien ebenso dimensionslos
wie Geschwindigkeiten und die Zeit.

Ein Teilchen an der Stelle (z, h(z) 4+ 1) mit Energie e(z) kann sich entweder wei-
terbewegen oder liegenbleiben. Aus Symmetriegriinden mufl man mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit Bewegung in beide Richtungen mit gleicher Wahrscheinlichkeit zulas-
sen, falls die Regeln keine Richtung festlegen. Bewegt sich ein Teilchen einmal in
eine Richtung, so behilt es diese Bewegungsrichtung bei bis es stehenbleibt. Nun
kann es sich, sofern die Regeln das zulassen, in die andere Richtung zuriickbewegen
oder endgiiltig stehenbleiben. Da das Teilchen die lokale Steigung fiihlt, nimmt man
an, daf sich das Teilchen um die Entfernung Az weiterbewegt, falls die Bedingung
e(x + Azx) > e erfiillt ist. Dabei ist

e(x + Azx) = e, (e(z) — [h(z + Az) — h(z)]) (100)

die Energie, die das Teilchen an der neuen Stelle haben wird und e; die lokale Fal-
lentiefe oder Einfangwahrscheinlichkeit. Bei jeder Bewegung entlang h(zx) erfihrt das
Teilchen eine Anderung der Energie um —[h(z+ Azx)—h(z)] und einen Energieverlust
durch Dissipation, der durch die Energierestitution e, beschrieben wird. Darf sich das
Teilchen bewegen, so fiihrt man diese Bewegung aus, dndert Energie und Koordina-
ten des Teilchens und wiederholt dies solange bis das Teilchen liegenbleibt. Danach
bringt man das néchste Teilchen auf seine Startposition und verfihrt entsprechend
mit ihm.

Im Originalmodell 1 [Rim97] wird nur Az = 1 zugelassen. Hier wird eine Er-
weiterung (Modell 2) diskutiert, die die Trégheit der Teilchen beriicksichtigt. Wenn
ein Teilchen eine hohe Energie hat, so besteht eine grofle Wahrscheinlichkeit, dafl
das Teilchen auch grofle Entfernungen zuriicklegt, bevor es wieder auf die Oberfliche
trifft. Aus den Bewegungsgleichungen 148t sich, mit der Geschwindigkeit v, senkrecht
zur Oberfliche und der Geschwindigkeit v, parallel zur Oberfliche, die Sprungweite
Az = (2uh/g)[vs + vpsin 6] auf einer um 6 geneigten Ebene berechnen. Unter der
Annahme dafl beide Geschwindigkeitskomponenten ungefahr gleich grof sind, ist die
Schrittweite proportional zur Energie und damit ist im Modell 2 die Schrittweite

2e= [42). (101)

€¢

Diese Regel 1a8t beliebige |Az| > 0 zu. Eigentlich muf} in Gleichung 101 auch die
lokale Steigung h'(x) beriicksichtigt werden, da e; eine Funktion der lokalen Steigung
ist. Zur Vereinfachung wird im folgenden lediglich der Fall e, = const. betrachtet.
Bei einem weiten Sprung kann e(z + Ax) negativ werden, falls das Teilchen eine
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Steigung hinaufspringt. Um diesen unphysikalischen Fall zu vermeiden verringert man
Az solange, bis e(z + Azx) positiv ist und das Teilchen den Sprung ausfiihren darf.

15.2 Kontinuumsbeschreibung

Durch Umformung von Gleichung 100 ergibt sich die Energieéinderung pro Schritt

e(r + Azx) —e(z) = (e, — 1)e(z) — e, [h(x + Az) — h(z)], (102)
woraus sich nach Division mit Az — 0 die Differentialgleichung
0 0
a—xe(x) =—&— era—xh(x) (103)

ergibt. In Gleichung 103 ist die Funktion £& vom benutzten Modell abhéngig. Fiir
Modell 1 mit konstantem Az = 1 ist & = &je(x), wobei die Konstante & = (1 —
e-)/Ax ein Maf fiir den Energieverlust pro Linge Az ist. Im erweiterten Modell 2
ergibt sich durch Kombination der Gleichungen 101 und 103 die Konstante & =
e:(1 — e,;) unabhéngig von e(z). Die Differentialgleichungen, die die beiden Modelle
beschreiben sind

Ere(x) fiir Modell 1

0 | e (x) -
9 = { eh'(z)— &  fiir Modell 2, (104)
mit der lokalen Steigung h/(z) = —2h(z). Fiir sich allein betrachtet steht der Term

e-h'(x) fiir die Beschleunigung, die das Teilchen durch die lokale Steigung h’(x) erhlt.
Der zweite Term beschreibt fiir Modell 1 eine exponentiell mit der zuriickgelegten
Entfernung abklingende Energie und fiir Modell 2 eine zur zuriickgelegten Entfernung
proportionale Energieabnahme.

Integration von Gleichung 104, mit den Randbedingungen z, und e(xy) = ey,
ergibt die Energie eines Teilchens, das sich am Ort z, startend auf einer Oberfléche
h(z) bewegt

e(z) = { exp(—&1(z — xo))[eo + €, [ d2h'(2)exp(E1(2 — x0))] fiir Modell 1
eo — E(x — x0) + €1 [, dTH' () fiir Modell 2.
(105)
Die erste Nullstelle der Funktion e(z) — e; = 0 ist der Ort z; an dem das Teilchen
stehenbleibt. Dieser Ort ist die Losung der impliziten Gleichung

0— { eo exp(—Ei1(z — 1)) — e + €, [2 dih'(2)exp(—Ei(z — £)) fiir Modell 1
eop — Ea(x — o) — er + e [h(x) — h(o)] fiir Modell 2,
(106)
die man wenigstens fiir einige Spezialfille analytisch berechnen kann. Der Wert von
xs, der von der Oberfliche h(z,t) zur Zeit ¢ abhingt, ist der Ort, an dem die Ober-
fliche durch Stehenbleiben eines Teilchens wichst. Mit der Teilchenzufuhrrate h™*
ergibt sich daraus eine Differentialgleichung fiir die zeitliche Anderung der Oberfléiche

0 +
ah(:y,t) = h"6(x — xy). (107)

Mit den Gleichungen 106 und 107 ist die zeitliche Entwicklung der Oberflidche h(z, 1)
definiert.
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15.2.1 Ein Teilchen auf einer schiefen Ebene

Vom Neigungswinkel 6 einer schiefen Ebene folgt h'(x) = tan @ = —[h(z)—h(zo)]/(x—
%p). Benutzt man unterschiedliche Winkel #; und 65 fiir die beiden Modelle, folgt aus
Gleichung 105

eo + (e, tan by — &) (z — xo) fiir Modell 2 .

(108)

Im Grenzfall grofier z ergibt sich fiir Modell 1 die Energie e;(z — oo) = & tan#,.

Die Energie eines Teilchens erreicht auf der schiefen Ebene einen endlichen, positiven

Wert, und bei stirkerer Neigung der Ebene stellt sich eine hohere Energie ein. Damit

das Teilchen nicht stehenbleibt, mufl e; > e; sein, d.h. tan0° > ;& /e,. Modell 1

beschreibt somit die Bewegung eines Korpers auf der schiefen Ebene, der durch eine

viskose Kraft gebremst wird.

Fiir Modell 2 mufl man verschiedene Méglichkeiten beriicksichtigen, d.h.

e(z) = { & tan;[1 — exp(—&i(z — 20))] + g exp(—E&1(x — 7p)) fiir Modell 1

oo fir tanfy > £
ex(z — 00) =< ey fiir tanfy = p —>.
0 fir tanf, <

(109)

€r

Es gibt also nur einen Winkel 65° = & /e,, bei dem Bewegung mit konstanter Energie
moglich ist. Ist der Winkel 6, flacher als 65°, so wird das Teilchen bis zum Still-
stand abgebremst, ist der Winkel steiler, so wird das Teilchen beschleunigt. Modell
2 beschreibt damit einen Korper auf einer schiefen Ebene, dessen Bewegung durch
Coulombsche Reibung mit p = tan 65° abgebremst wird.

Der Ort, an dem ein Teilchen zur Ruhe kommt, ergibt sich aus den Gleichungen
106 und 108 als

e+E1—ep tan 01

L0 + Fe tanty fiir Modell 2 .

1 eof1—er tan by .
v — { To + - In L=l fiir Modell 1 (110)

Fiir Modell 1 mufl das Argument des Logarithmus gréfler als Eins sein, damit das
Teilchen nicht sofort stehen bleibt, d.h. die Regeln ey > e; und e;£; > e, tan ;" miissen
erfiillt sein. Die Voraussetzung zs > xo kann alternativ erfiillt werden, indem man
Zéahler und Nenner negativ werden 148t, was den Regeln eg < e; und €4€; < e, tan 6
entspricht. Fiir Modell 2 gelten analog die Regeln ey > e; und & > e, tanf;. Mit
negativem Zihler und Nenner lauten diese aber eg < e; und & < e, tan6, .

Setzt man &, Ax =1 und &, in die Regeln ein, ergibt sich fiir grole Anfangsener-
gie e > e; die Regel tanf = tanfy < e;(1 — e,)/e, unabhingig vom Modell. Bei
grofler Anfangsenergie mufl der Neigungswinkel einer Ebene unter einem kritischen
Wert liegen, sonst kommt das Teilchen nicht zur Ruhe. Beginnt man mit kleiner An-
fangsenergie ey < ¢; sind die Bedingungen tanf; > eo(1 — e,)/e, fiir Modell 1 und
tanf, > e;(1—e,)/e, fiir Modell 2. Damit ist fiir Modell 2 genau ein kritischer Winkel
definiert, da 65 = 0, ist. Fiir Modell 1 ist #; < #;, und damit ist ein Bereich von
stabilen Winkeln moglich, dessen Breite von der Anfangsenergie abhingt.

In der Tat findet man bei der Erzeugung eines Sandhaufens mit Modell 1 verschie-
dene Winkel fiir unterschiedlich breite Anfangsenergieverteilungen [Rim97], wihrend
mit Modell 2 einen Winkel erhélt, der kaum von der Anfangsenergie abhéngt.

128



Simulation 1~ 5
Simulation 2 S -
10 i
1F i
= A

0.1} i
0.01 £ ]

0.01 0.1 1 10

M2

Abbildung 71: Der Béschungswinkel 4 = tanfy aus Simulationen mit Modell 2 als
Funktion der theoretischen Vorhersage 1o = ((1/e,)—1)e; fiir e; = 1 mit verschiedenen
e, (Simulation 1) und fiir e, = 0.8 mit verschiedenen e; (Simulation 2).

15.2.2 Selbstihnliches Oberflichenwachstum

Im Fall steter Teilchenzufuhr wird sich nach einiger Zeit ein bestimmtes Profil h(z, ?)
ausbilden, wobei die Steigung, bis auf die Randbereiche, nicht mehr von der Zeit
abhéngt, d.h. h'(x,t) = h'(z,t+ At). Dies ist nur moglich, wenn das Teilchen an jeder
Stelle z; mit gleicher Wahrscheinlichkeit liegenbleiben kann, sich also mit minimaler
und konstanter Energie e(x) = e; die Oberfliche entlang bewegt.

Die Forderung konstanter Energie bei einem Sprung entlang der Oberfliche, d.h.
e(z + Az) —e(z) = 0 ist fiir Modell 1 bei konstantem Béschungswinkel fiir grofie =
automatisch erfiillt, so dafi aus Gleichung 108 die Beziehung eo(1 —e,)/e, < tanf; <
e:(1 — e.)/e, folgt. Ebenso folgt fiir Modell 2 die Beziehung tanfy = e;(1 — e,)/e,.
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse nur fiir das neue Modell 2 vorgestellt,

da Simulationsergebnisse zu Modell 1 an anderer Stelle ausfiihrlich diskutiert werden
[Rim97].

In Abb. 71 ist der Tangens des Boschungswinkels als Funktion der theoretischen
Vorhersage ps = e;(1 — e,)/e, fiir verschiedene e, mit e; = 1 (Quadrate) und fiir
verschiedene e; mit e, = 0.8 dargestellt. Man erkennt, bis auf Abwelchungen durch
das bei den Simulationen verwendete diskrete Gitter, eine hervorragende Uberein-
stimmung von Theorie und Simulation.
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15.2.3 Simulationsergebnisse fiir verschiedene Teilchensorten

Um verschiedene Teilchensorten zu modellieren, gibt man jedem Teilchen bei seiner
Entstehung seine Eigenschaften und behilt diese solange bei, bis das Teilchen lie-
genbleibt. Das Verhéltnis der zwei Teilchenarten ist hier p1o = p1/p; = 1, und die
Teilchen erscheinen unkorreliert.

In Abb. 72 ist die Lage der Teilchen der Sorte 1 mit e,(1) = 0.8 und e;(1) = 1
mit schwarzen Punkten gekennzeichnet. Die Teilchen der Sorte 2 mit e;(1) = 1 und
verschiedenen e, (2) sind in den weifien Bereichen im Sandhaufen zu finden. Mit zuneh-
mendem Unterschied zwischen e, (1) und e, (2) trennen sich die beiden Teilchensorten
immer starker.

15.3 Zusammenfassung

Aus dem hier vorgestellte Ein-Teilchen-Modell fiir langsame Schiittungen konnte eine
Kontinuumstheorie fiir die zeitliche Entwicklung der Oberfliche eines Sandhaufens
abgeleitet werden. Die Mefigriofle Boschungswinkel ist eine Funktion der im Modell
vorkommenden Materialparameter. Indem man zwei verschiedene Materialparame-
ter zuldflt, kann man den Effekt der Streifenbildung (Stratifikation) beobachten. Bei
zwei Teilchenarten geniigt im erweiterten Modell 2 schon ein kleiner Unterschied der
Materialparameter um Separation zu erzeugen. Ist der Unterschied zu klein mischen
sich die Teilchen, ist der Unterschied zu grof}, so findet man Streifen parallel zum
Boschungswinkel oder totale Separation. Die Teilchen mit dem gréfleren e, laufen
weiter nach unten und haben einen flacheren Boschungswinkel.
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Abbildung 72: Entmischung zweier Teilchensorten mit e; = 1, p1o = 1, e,(1) = 0.8
und (a) e,(2) = 0.795, (b) e,(2) = 0.790, (c) e.(2) = 0.780, (d) e,(2) = 0.760. Die
Fiillung erfolgt an der Stelle zy = 200.
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16 Kraftverteilung in Sandhaufen

Eines der wesentlichsten Unterscheidungsmerkmale zwischen granularen Medien und
Fliissigkeiten ist der Druckanstieg im Material innerhalb eines tiefen Behilters, wie
z.B. einem Silo mit vertikalen Wiénden. In einer Fliissigkeit nimmt der Druck mit der
Tiefe linear zu, d.h. der Druck ist proportional zum Gewicht der Fliissigkeitssdule
iiber dem Ort der Messung. In einem Granulat steigt der Druck am Anfang ebenfalls
mit der Tiefe, ndhert sich dann aber einem Maximalwert [Jan95]. Dies kommt von
der Reibung zwischen Material und Wénden: Im Material bilden sich Bogen oder
Briicken, die einen Teil des Materialgewichts zu den Wénden umleiten, wo das Ge-
wicht durch die Reibung von den Wanden iibernommen werden kann. Unterhalb einer
bestimmten Tiefe im Material halten sich das hinzukommende Materialgewicht und
die von den Winden getragenen Krifte das Gleichgewicht, die Spannung steigt nicht
weiter an. In Sandhaufen, wo man aufler dem Boden keine weiteren Wénde hat, mufl
natiirlich der Boden das Gesamtgewicht tragen. Dennoch ist die Kraftverteilung im
Sandhaufen keineswegs homogen oder intuitiv vorherzusagen. Experimente an me-
terhohen Haufungen von granularen Medien zeigen, dafl unter dem Maximum des
Haufens nicht etwa auch ein Maximum der gemessenen Vertikalspannung zu finden
ist [TB80, SN81]. Dieses Phinomen wird als ,,dip“ in der Spannung am Boden eines
Sandhaufens bezeichnet und kann wenigstens intuitiv auf Bogenbildung zuriickgefiihrt
werden. Ebenso wie in einem Behilter werden Krifte durch bogenartige Strukturen
nach auflen geleitet. Auf einer viel kleineren Skala wird auflerdem eine viel stirkere
Anderung der Krifte festgestellt: Von Korn zu Korn kann die Kontaktspannung um
einige Grofenordnungen variieren, und die Wahrscheinlichkeitsverteilung nimmt fiir
grofie Kriifte exponentiell ab [LNS*95, RJMR96, OR97, Lud97a].

Als einfachster Modell-Sandhaufen wurden harte Scheiben auf einem Diamantgit-
ter so angeordnet, daf jedes Teilchen innerhalb des dreieckigen Haufens vier néichste
Nachbarn hat [LCH92, Hon93|. Im Gegensatz zu den Experimenten zeigt ein sol-
ches System eine konstante Spannung unter dem Maximum des Haufens. Periodisch
eingefiigte Fehlstellen dnderten nichts an der analytischen Losbarkeit des Modells,
fiithrten aber ebenfalls nicht zum , dip* [Hun93]. Nur die Groflenéinderung eines Teils
der Teilchen oder die Einfiihrung attraktiver Kréfte fiihrt zu einer variierenden Nor-
malspannung unter der Spitze des Haufens [LCH94]. Kontinuumsansitze [EO89b,
BCC95, EM96, WCCB96, WCC97] kénnen zum experimentell gemessenen Verhalten
fiihren, wenn die konstitutiven Gleichungen, die zur Losung der Gleichgewichtsbe-
dingung bendtigt werden, geeignet gewihlt werden. Edwards [EO89b] schlug eine
dachziegelartige geometrische innere Struktur innerhalb des Haufens vor, durch die
die Krifte automatisch nach auflen geleitet werden. Die Schwiche dieses Modells
ist, daf} die Gleichgewichtsbedingungen senkrecht zu den ,Kraftlinien“ nicht erfiillt
sind. Wittmer et al. bauten dieses vereinfachte Modell weiter aus, um die Gleich-
gewichtsbedingungen immer zu erfiillen, und verglichen verschiedene gebrauchliche
konstitutive Gesetze mit ihrem Modell der festen Hauptspannungsrichtungen (,Fi-
xed Principal Axis“ FPA) [WCCB96, WCC97]. Mit diesem Modell konnte eine iiber-
zeugende Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten erzielt werden. Als al-
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ternativer Ansatz ist noch ein Gittermodell zu nennen, womit ebenfalls ein ,,dip*
gefunden wurde [HHR97], das das zufillige Offnen von Kontakten beinhaltet, ohne
die Gleichgewichtsbedingungen zu verletzen.

In diesem Kapitel werden quasi-statische Modellsysteme untersucht. Von Interes-
se ist dabei die Spannungsverteilung in geordneten und ungeordneten Anordnungen
diskreter Teilchen. Mit dem einfachsten Modell kugelférmiger Teilchen in zwei Di-
mensionen werden verschiedene friihere theoretische und numerische Resultate ver-
einheitlicht. Es zeigt sich, daf} dafiir nicht einmal Reibung erforderlich ist. Lediglich
das Kontaktnetzwerk bestimmt die Kraftverteilung und geniigt fiir ein breites Spek-
trum an Effekten. Es wird untersucht, wie sich verschiedene Randbedingungen, das
Wegnehmen von Teilchen und kleine Groflendnderungen auf das Kraftnetzwerk aus-
wirken. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten sehr starker Kréifte nimmt expo-
nentiell ab und stimmt damit mit anderen numerischen und theoretischen Ansétzen
iiberein. Weiterhin wird eine qualitative Beziehung zwischen den Hauptspannungen
und der Form des lokalen Kontaktnetzgeriists hergestellt.

16.1 Das quasi-statische Modell

Die elementaren Objekte in einem Granulat sind Teilchen mit endlicher Ausdeh-
nung und damit abstolenden Kontaktkriften. Neben diesem elementaren Volumen-
ausschlufl sind anziehende Wechselwirkungen und Reibung wirksam, die jedoch im
folgenden zunichst vernachlissigt werden sollen. Da die abstoflenden Kréfte nur bei
Kontakt wirken, mufl das Kontaktnetzwerk und damit die Anordnung der geschlosse-
nen Kontakte bestimmt werden. Dies geschieht durch Relaxation von einer Anfangs-
bedingung in der Nihe der vermuteten Losung. Um die Relaxation herbeizufiihren,
wird neben den linearen Kontaktkriften auch lineare Dédmpfung verwendet. Im Ge-
gensatz zu fritheren Untersuchungen [LCH92, Hon93, Hun93] wird das Kontaktnetz-
werk nicht festgehalten. Abhéingig von den Randbedingungen, von Fehlstellen oder
von einer Polydispersitit der Korngrofle konnen sich das Kontaktnetzwerk und die
Spannungen an Kontakten veréindern. Es soll verstanden werden, wie die Bogenbil-
dung mit der Struktur des Kontaktnetzwerks zusammenhéngt.

Diese mogliche Anderung des Kontaktnetzwerks, und damit der elastischen Ei-
genschaften des Materials, ist der wesentliche Unterschied zu Kontinuumsansitzen
oder Gittermodellen, bei denen solche Anderungen nicht méoglich sind.

16.1.1 Anfangs- und Randbedingungen

Das Modellsystem besteht aus N runden Teilchen mit den Durchmessern d; (i =
1,...,N). Falls nicht besonders spezifiziert, sind in diesem Kapitel alle Teilchen al-
le gleich grofl d; = dy = 1.5 mm. Es werden Behéilter mit verschiedenen Randbe-
dingungen und Gréflen betrachtet. Um Sandhaufen unterschiedlicher Steigung 60°
oder 30° zu modellieren, werden die N Teilchen auf ein Dreiecksgitter gesetzt, wo-
bei die unterste Reihe M = 0 aus L Teilchen besteht. Die Systembreite ist damit
| = Ldy. Jede weitere Reihe M besteht dann aus LY = L — M oder L{” =
L — 3M Teilchen. Die Gesamtanzahl der Teilchen ist N9 = H®)(L + 1)/2 oder
NGO = FGO(L — 3(HBY —1)/2), wobei die Anzahl der Schichten H®® = L oder
HBGY =int[(L — 1)/3] + 1 ist. Der groite hier benutzte Haufen besteht mit L = 100
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aus NG = 1717 Teilchen. Die Anfangsgeschwindigkeiten und Uberlappungen wer-
den gleich Null gesetzt, und die Gravitation wird langsam bis zum gewiinschten
Wert erhoht. Dann wird das System solange relaxiert, bis die kinetische Energie
viele Gréfenordnungen kleiner ist als die potentielle Energie und sich die Spannungs-
zustdnde nicht mehr wesentlich dndern. Als Randbedingung gibt es zwei Moglichkei-
ten: Die Teilchen in Reihe M = 0 konnen festgehalten werden, womit der Haufen
stabil bleibt und die ersten beweglichen Teilchen in Reihe M = 1 zu finden sind.
Alternativ werden die Teilchen in Reihe M = 0 in einen Behilter exakt eingepaft,
womit sie sich durch elastische Verformungen noch leicht verschieben kénnen. Die
erste Konfiguration entspricht in Grenzen einem rauhen, die zweite Konfiguration
einem perfekt glatten Boden. Eine schematische Zeichnung der damit moglichen vier
Konfigurationen ist in Abb. 73(a) zu sehen. Im Laufe der Simulation kénnen sich
bei monodispersen Teilchen nur wenige Kontakte 6ffnen, ohne dafi die Struktur ihre
Stabilitdt verliert. In Abb. 73(b) sind die vier méglichen Kontaktnetzwerk-Elemente
dargestellt.

Winkel 30 Winkel 60° Winkel 30 Winke 60°

M=2
M=1
M=0

Flacher glatter Boden Rauher Boden

(b)

Dreieck

gekippte Raute

Raute

Abbildung 73: (a) Modell-Sandhaufen mit Ly = 7 in einem Behilter mit glattem,
flachem Boden (links) oder rauhem, aus Teilchen bestehendem Boden (rechts). Die
dicke horizontale Linie soll andeuten, dafi die Teilchen in der Reihe M = 0 fixiert sind,
womit sich die erste relevante Reihe als M = 1 mit L; = 5 ergibt. (b) Schematische
Darstellung der typischen Kontaktnetzwerk-Konfigurationen.
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16.1.2 Losungsverfahren

Zum Erreichen des Kriftegleichgewichts wird die Molekulardynamik Methode (MD)
verwendet, die in Abschnitt 18 genauer beschrieben ist. Dieses Verfahren erzielt bei
weitem nicht die schnellste Konvergenz, erlaubt aber duBerst einfach das Offnen und
Schliefen von Kontakten. Solange nicht explizit angegeben, wird in diesem Kapitel
das lineare Feder-Dampfer-Kraftgesetz aus Abschnitt 3.5.1 verwendet.

16.2 Rauher Boden

Im oben eingefiihrten Modellsystem entspricht die Randbedingung mit festgehaltenen
Teilchen dem Grenzfall sehr rauher Oberflachen.

16.2.1 Vergleich verschiedener Béschungswinkel

Die erste zu untersuchende Konfiguration ist ein homogener Sandhaufen mit unter-
schiedlichen Steigungen [Hon93, LCH94, Lud97a]. Mit L; = 20 Teilchen in Reihe
M = 1 wird ein 60° Haufen erzeugt, wobei die Ly = 21 Teilchen in der untersten
Reihe mit dem Abstand d fixiert sind. Diese Teilchen haben keine horizontalen Kon-
takte, so dafl das Kontaktnetzwerk die symmetrische Rautenform hat, wie sie auch
fiir analytische Berechnungen benutzt wurde [Hon93, LCH94]. Ebenso wie die analy-
tischen Resultate ergibt die Simulation eine konstante Normalspannung am Boden.
In Abb. 74(a) sind die Komponenten des dimensionslosen Spannungstensors S(1)
(Abschnitt 4.2) gegen die dimensionslose Horizontalkoordinate X = z/l aufgetragen.
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Abbildung 74: Komponenten des dimensionslosen Spannungstensors S(1) in Reihe
M =1 als Funktion der Horizontalkoordinate X = z/I. Die Teilchen in Reihe M = 0
sind fixiert, und die Steigungen sind 60° mit L; = 20 (a) und 30° mit L; = 20 oder

Die Vertikal- und Horizontalkomponenten sind konstant, wihrend die Scherspan-
nung von auflen nach innen abnimmt. Die Vertikalkomponente ist durch die in Ab-
schnitt 4.2 eingefiihrte Skalierung konstant S,, = 1. Der Spannungstensor S(1) fiir
30°-Haufen mit L; = 20 oder L; = 97 ist in Abb. 74(b) dargestellt. Im Gegensatz
zum 60°-Haufen sind die Diagonalelemente des Spannungstensors nur im mittleren
Bereich konstant und fallen zu den Seiten hin ab. Dies stimmt mit analogen Simula-
tionen [LCH94] insofern iiberein, als durch die Materialverformbarkeit nur schwache
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Unstetigkeiten des Spannungsgradienten auftreten. Eine analytische Berechnung, die
auf ,harten“ Teilchen basiert, zeigt schirfere Ubergiinge zwischen den drei Bereichen
[LCH94|.

Aus Abb. 74 zeigt sich, dafl das Modell mit elastischen, weichen Teilchen in der
Lage ist, analytische Vorhersagen zu den Kriften in einem Sandhaufen zu reproduzie-
ren [Hon93, LCH94]. S,, = 1 entspricht der konstanten Normalspannung am Boden
0,, = mg/l, woraus sich die Kraft, die jedes einzelne Teilchen in der untersten Reihe
ausiibt, berechnen 148t f, = dyo,, = mg/L. Dazu wurde verwendet | = Ldy und
m = L(L + 1)mg/2 mit der Masse eines Teilchens mg. Damit ist f, = (L + 1)mgg/2
in Ubereinstimmung mit den analytischen Ergebnissen (Gleichung 42 in [LCH94)).

16.2.2 Anderung der Systembreite

In diesem Abschnitt soll genauer untersucht werden, warum die leichten Unterschiede
zwischen Theorie und Simulation auftreten. Die unmittelbare Antwort ist der Unter-
schied im Modell, d.h. der Unterschied zwischen ,harten“ und , weichen“ Teilchen.
Der eigentliche Grund fiir die Abweichungen ist die Anderung des Kontaktnetzwerks
bei unterschiedlicher Teilchensteifigkeit bzw. unterschiedlichen Randbedingungen.

Die Theorie basiert auf einem perfekten Diamantgitter, sowohl fiir den 30°- als
auch fiir den 60°-Haufen. Im folgenden werden anhand eines 30°-Haufens mit L; = 19
das Kontaktnetzwerk und der Spannungszustand innerhalb des granularen Materials
genauer untersucht.
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Abbildung 75: (a) Vertikalspannung S,,(1) in Reihe M =1 fiir einen 30° Haufen mit
rauhem Boden und L; = 19. Die Teilchen in Reihe M = 0 sind im Abstand dy(1 + c)
fixiert, d.h. sie sind zusammengedriickt (¢ < 0) oder auseinandergezogen (¢ > 0). (b)
Das Kontaktnetzwerk fiir die Systeme aus (a). (¢) Horizontalspannung S, (1) fiir die
Simulationen aus (a). (d) Hauptspannungsdarstellung des Spannungszustands.
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Zur Verdnderung der Systembreite wird lediglich der Abstand zwischen den Zen-
tren der Teilchen in Reihe M = 0 variiert. Die Teilchen sind im Abstand dy(1 + c)
fixiert, und es werden ¢ = 1/15, 0, -1/750 und -1/150 verwendet. In Abb. 75(a) und
(c) sind die Vertikal- und Horizontalkomponenten des Spannungstensors S(1) fiir die
verschiedenen ¢ Werte gezeigt, und in Abb. 75(b) und (d) sind das Kontaktnetzwerk
und die Hauptspannungen dargestellt.

Das interessante Resultat ist, da§ die Vertikalspannung in Abb. 75(a) ein Mini-
mum im Zentrum des Haufens hat, falls ¢ negativ ist, d.h. wenn der Boden zusam-
mengedriickt ist [LCH94]. In diesem Fall ist die Horizontalspannung in Abb. 75(c)
wesentlich hoher als fiir ¢ > 0. Aus Abb. 75(b) ist ersichtlich, dafl die Annahme ei-
nes homogenen Rauten-Gitters nur fiir ¢ = 1/15 erfiillt ist. In allen anderen Fillen
treten auch andere Elementarzellen auf. Im Fall ¢ = 1/15 hat die Vertikalspannung
ein Zick-Zack-Muster, das von der Diskretisierung des Sandhaufens kommt. Diese
Schwankungen nehmen mit zunehmender Systemgréfie ab. Beim anfangs benutzten
¢ = 0 und auch bei ¢ = —1/750 wechseln sich Bereiche mit der Koordinationszahl 4
und 6 ab, wihrend im Fall ¢ = —1/150 hauptsiichlich die Koordinationszahl 4 vor-
kommt. Die Koordinationszahl gibt die Anzahl der Kontakte eines Teilchens an, sagt
aber nichts iiber die Orientierung des Kontaktnetzwerks aus. Im Fall des stark zu-
sammengedriickten Bodens ¢ = —1/150 besteht das Kontaktnetzwerk hauptséchlich
aus Rauten. Im Gegensatz zu dem Netzwerk fiir ¢ = 1/15 sind die Rauten allerdings
nach auflen gekippt. Der Unterschied zwischen verschiedenen Randbedingungen ist in
der Hauptspannungsdarstellung in Abb. 75(d) noch deutlicher zu sehen. Fiir negative
¢ Werte findet man eine Bogenstruktur, d.h. die Vertikalspannung wird nach auflen
abgeleitet. Offensichtlich ist ein gekipptes Rauten-Gitter mit der Bogenstruktur kor-
reliert.

In Abb. 76(a) ist fiir die Simulationen aus Abb. 75 der Winkel ¢(1) dargestellt
(Gleichung 76), um den die grofiere Hauptachse des Spannungstensors von der Hori-
zontalen gegen den Uhrzeigersinn gedreht ist.
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Abbildung 76: (a) Die Orientierung der grofieren Hauptachse ¢(1) in Reihe M = 1
von den Simulationen in Fig. 75. (b) Das Verhéltnis der Eigenwerte s = Smin/Smax
von den Simulationen in (a).

Der Winkel im Auflenbereich ist fiir ¢ < 0 nahezu konstant, was konsistent zu

der ,fixed principal axis“ (FPA) Theorie ist [WCCB96, WCC97]. Im zentralen Uber-
gangsbereich ist FPA ebensowenig giiltig wie fiir positive ¢ Werte. Bogenbildung,
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gekippte Rauten-Gitter und die FPA-Hypothese sind korrelliert. In Abb. 76(b) ist
das Verhéltnis der Hauptspannungen s = Sy, /Smax aufgetragen. Im Auflenbereich
ist s ~ 1/3 konstant, wihrend es im zentralen Bereich stark von ¢ abhingt. Von
einem detaillierten Vergleich von Kontaktnetzwerk und dem Verhéltnis der Eigen-
werte s lassen sich noch weitere Tatsachen ableiten. Das Verhiltnis der Hauptachsen
scheint entscheidend dafiir zu sein, ob ein Dreiecks- oder ein Rautengitter vorliegt.
Bei starker Abweichung von s = 1 findet man Rauten-Gitter. Die Orientierung des
Gitters ist mit der Orientierung der Hauptachsen des Spannungstensors korrelliert,
die Raute ist entlang der grofileren Hauptachse in Richtung ¢(1) orientiert. Ist ¢(1)
grof} genug, so findet man gekippte Rauten.

16.2.3 Entfernung von Teilchen

In diesem Abschnitt wird vom Haufen aus Abb. 74(a), d.h. 60° mit L; = 20, ein
Teilchen entfernt. Genauer gesagt werden in unterschiedlichen Simulationen jeweils
das dritte, fiinfte und siebte Teilchen in der siebten Reihe entfernt. Diese Teilchen
werden dementsprechend mit R = 3, 5, 7 und M = 7 gekennzeichnet. Nachdem
das Teilchen entfernt wurde, wird der Haufen relaxiert, und man betrachtet den
neuen Gleichgewichtszustand. In Abb. 77(a) ist wieder die Vertikalspannung in Reihe
M = 1 aufgetragen. Die in Abb. 74(a) konstante Spannung am Boden (durchgezogene
Linie) ist gestort und nimmt unter den Fehlstellen bei X = 0.55, 0.65 und 0.75 ab.
Interessanterweise ist die Spannung minimal, wenn man von den Fehlstellen entlang
von Linien parallel zum Kontaktnetzwerk nach unten geht. Diese Linien sind im Falle
des 60°-Haufens parallel zu den Oberflichen des Haufens. Von diesem Ort findet nach
aufBen zum néchsten Gitterplatz ein Sprung der Spannung bis zum Maxialwert statt.
Wird ein Teilchen in der Mitte des Haufens entfernt, ist das Spannungsmuster beinahe
symmetrisch. Entfernt man ein Teilchen in der Ndhe der Oberfliche, so ist auch die
Spannung am Boden nicht mehr symmetrisch zum Zentrum X = 0.5.

Wird ein Teilchen aus dem Modell-Sandhaufen entfernt, so kann es nicht mehr zur
Ubertragung von Spannungen zu seinen unteren Nachbarn beitragen. Dieser Uber-
schufl mufl um das fehlende Teilchen herum nach auflen geleitet werden. Dies fiihrt zu
einer Verringerung der Spannung unter dem Teilchen und zu einer Erhéhung weit au-
Berhalb der Position der Fehlstelle. Um diese Aussagen noch weiter zu verdeutlichen,
sind in Abb. 77(b) die Vertikalspannungen in einem Haufen in verschiedenen Reihen
M =1,4,7,10 und 13 aufgetragen. Die Spannungen nehmen mit zunehmender Hohe
im Haufen ab, da das iiber der jeweiligen Reihe liegende Gewicht abnimmt. Auch in-
nerhalb des Haufens findet man Spannungsminima, wenn man von der Fehlstelle dem
Boschungswinkel folgend nach unten geht. Durch die asymmetrische Verformung des
Sandhaufens stellt man auch oberhalb der Fehlstelle eine asymmetrische Spannung
fest.

In Abb. 77(c) ist das Kontaktnetzwerk im Falle R = 7, M = 7 dargestellt. Im Ge-
gensatz zum ungestorten System zeigt das Kontaktnetzwerk um die Fehlstelle herum
mehrere Horizontalkontakte. Die Hauptspannungen in Abb. 77(d) zeigen auferdem
die bogendhnliche Struktur, entlang der das Gewicht von oberhalb der Fehlstelle nach
auBen geleitet wird. Ebenso ist sichtbar, dafl unter der Fehlstelle die Spannung stark
abgenommen hat. In diesem Bereich reduzierter Spannungen ist auflerdem die Orien-
tierung der gréferen Hauptachse beinahe vertikal.
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Abbildung 77: (a) Vertikalspannung S,,(1) in Reihe M = 1 unter einem 60°-Haufen
mit L; = 20 (durchgezogene Linie). S,,(1) ist fiir verschiedene Simulationen gezeigt
bei denen jeweils Teilchen R = 7, 5, 3 in Reihe M = 7 entfernt wurde. R wird
von rechts aufen nach innen gezdhlt. (b) Vertikalspannung S,,(M) in verschiede-
nen Reihen M = 1, 4, 7, 10, und 13 im Haufen, von dem Teilchen R = 3, M =7
entfernt wurde. Man beachte, da8 in Reihe M = 7 ein Symbol fehlt (Kreise). (c)
Kontaktnetzwerk in dem Haufen, von dem Teilchen R = 7, M = 7 entfernt wurde.
(d) Hauptspannungen von derselben Konfiguration wie in (c).

AR
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Die Entfernung eines Teilchens aus der homogenen Struktur des granularen Mate-
rials hat unmittelbar eine Verringerung der Spannung unterhalb der Fehlstelle entlang
der inneren Struktur des Haufens zur Folge. Es kann sich eine bogenartige Geome-
trie bilden, die den gesamten Bereich unterhalb der Fehlstelle abschirmt. Man be-
achte, daf} dieses Resultat nicht notwendigerweise der Modellvorstellung von Masse-
Punktquellen widerspricht [WCCB96, WCC97]. Die Modellvorstellung geht von klei-
nen Stérungen aus, die sich nur entlang von ,,Strahlen“ ausbreiten, wihrend im obigen
Fall ein ganzes Teilchen vom Haufen entfernt wurde, was eine wesentliche Storung
der Struktur zur Folge hatte.
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16.3 Flacher und glatter Boden

In diesem Abschnitt wird die Randbedingung untersucht, die starke horizontale Ver-
formungen der untersten Schicht zuldfit. Solche Rénder entsprechen einem perfekt
glatten Boden, und das System ist mangels Reibung nur dann stabil, wenn wenig-
stens die duflersten Teilchen horizontal fixiert sind.

16.3.1 Vergleich von Haufen mit unterschiedlicher Steigung

Im Fall des perfekt glatten Bodens konnen sich die Teilchen in der untersten Schicht
ungehindert in horizontaler Richtung bewegen. Um den Haufen zu stabilisieren, wer-
den die beiden dufiersten Teilchen durch vertikale Wénde festgehalten. In Abb. 78(a)
sind Simulationsergebnisse von 60°-Haufen mit Ly = 20 und Ly, = 40 dargestellt.
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Abbildung 78: Komponenten des dimensionslosen Spannungstensors S(0) in Reihe
M = 0 als Funktion der Horizontalkoordinate X = z/I. Die Teilchen in Reihe M =0
sind beweglich, und die Steigungen sind 60° mit Ly = 20 oder Ly = 40 (a) bzw.
30° mit Ly = 22, Ly = 100 oder L; = 97 (b). Die Kurve L; = 97 stammt von der
Simulation aus Abb. 74(b). Kontaktnetzwerke der linken Hilfte eines Haufens mit
rauhem Boden L; = 97 (c¢) oder mit glattem Boden Ly, = 100 (d). Die gestrichelte
Kurve in (c¢) und (d) zeigt die entsprechende Vertikalspannung an.

Die Vertikalkomponente des Spannungstensors S,,(0) ist nicht konstant wie im
Fall des rauhen Bodens. Die Horizontalkomponente S;,(0) nimmt nach aufien hin
drastisch zu: Die Vertikalspannungen werden in Reihe M = 0 in die horizontale Rich-
tung umgeleitet, da sie wegen mangelnder Reibung nicht vom Boden aufgenommen
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werden konnen. Fiir Ly = 40 findet man ein relativ kleines Spannungsminimum im
Zentrum des Haufens X = 0.5.

In Abb. 78(b) werden Ergebnisse aus Abb. 74(b), d.h. L; = 97 mit 30°-Haufen
der Breiten Ly = 22 und Ly = 100 verglichen. An den Héngen der Haufen stellt
man Spriinge fest, und in der Mitte findet man wieder ein schwaches Minimum.
Betrachtet man die Kontaktnetzwerke in den Abbildungen 78(c) und (d) fiir einen
Haufen mit rauhem Boden (c¢) und einen Haufen mit glattem Boden (d), so stellt
man fest, da Anderungen der Vertikalspannung mit einer Anderung der Struktur
des Kontaktnetzwerks korreliert sind. In Abb. 78(c) findet man ein Kontaktnetzwerk
dhnlich zu dem Haufen in Abb. 75(b) fiir ¢ = 0. Im Zentrum des Haufens findet man
Rauten, im Auflenbereich Dreiecke, d.h. im Auflenbereich sind die Horizontalkontakte
geschlossen. In Abb. 78(d) bemerkt man eine gréflere Vielfalt der Strukturen. Im
Zentrum sind Rauten, weiter auflen Dreiecke und in einem breiten Auflenbereich
findet man gekippte Rauten.

16.3.2 Anderung der Systembreite

Um die Systembreite zu variieren, éndert man die Durchmesser d; = d, = (1 + ¢)dy
der beiden duflersten Teilchen in der untersten Reihe M = 0. Alle anderen Teilchen
behalten ihren Durchmesser dy. In Abb. 79 sind die Vertikalspannungen S,,(0), S,.(2)
und S,,(4) in einem 30°-Haufen der Breite Lo = 22 dargestellt. Das kleine relative
Minimum in der Mitte des Haufens verschwindet bereits fiir kleine ¢ Werte. Mit
abnehmenden ¢ Werten findet man weiterhin den ,,dip“, und bei zu starker Abnahme
von ¢ kann die Spannungsverteilung durch Versetzungen asymmetrisch werden (¢ =
—2/15).

Sz2(4), Sz2(2), Sz2(0)
Sz2(4), Sz2(2), Sz2(0)

Abbildung 79: Vertikalspannungen S,,(0), S,,(2), S,.(4) in den Reihen M = 0, 2 und 4
fiir einen 30°-Haufen mit glattem Boden der Breite L = 22. Die Bewegung der beiden
auflersten Teilchen ist durch die vertikalen Winde begrenzt, und der Durchmesser
dieser Teilchen ist d; = d;, = (1 + ¢)dy. (a) GroBe Randteilchen ¢ > 1, d.h. Abnahme
der Systembreite und (b) kleine Randteilchen ¢ < 1, d.h. Zunahme der Systembreite.

16.4 Zufillige, kleine Anderung der Teilchengrofie

Ausgehend von einem 30°-Haufen mit rauhem Boden, siche Abb. 74(b), wird in die-
sem Abschnitt der Durchmesser eines jeden Teilchens zuféllig um ein Verhéltnis r
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gedndert. Der neue Radius ist d; = do(1 + 7;) und 7; ist eine fiir jedes Teilchen ge-
zogene, im Intervall [—r/2,r/2] gleichverteilte Zufallszahl. Die Vertikalspannungen
S,.(1) sind in Abb. 80 fiir Simulationen mit » = 2/3000 (a), 2/300 (b) und 1/30 (c)
dargestellt.

Das Ergebnis einer Realisierung (durchgezogene Linie) ist mit dem Fall gleich
grofler Teilchen (gestrichelte Linie) und der Mittelung iiber 40 (a) bzw. 100 (b,c)
Realisierungen verglichen. Die Fluktuationen der Spannung am Boden des Haufens
wachsen mit zunehmendem 7 an. Diese Fluktuationen nehmen sogar bis auf ein Mehr-
faches der Spannungen im homogenen Fall zu. Die Form des gemittelten Spannungs-
profils dndert sich mit zunehmendem 7 von einem Maximum, siehe » = 2/3000, zu
einem Minimum unterschiedlicher Ausprigung, siehe 7 = 2/300 und r = 1/30. Die
gemittelte Spannung in Abb. 80(c) gleicht der Spannung, die man nach vielen Mit-
telungen von einem Zellularautomaten-Modell erhilt [HHR97]. Das Wesentliche an
dem Zellularautomaten ist, dafl Kontakte gedffnet werden konnen, d.h. dafl das Gitter
nicht fest vorgegeben ist.
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Abbildung 80: Vertikalspannung S,,(1) in Reihe M = 1 als Funktion von X unter
einem 30°-Haufen der Breite L; = 97. Der Teilchendurchmesser ist gleichverteilt im
Intervall [dy(1 — r/2),do(1 + 7/2)] mit r = 2/3000 (a), » = 2/300 (b) und r = 1/30
(c). Die gestrichelte Linie zeigt das Ergebnis aus Abb. 74(b) mit r = 0 und L; = 97.
Die durchgezogene Linie gibt das Ergebnis einer Realisierung mit entsprechendem r
an, und die Symbole sind Mittelungen tiber (a) 40 bzw. (b,c) 100 Realisierungen mit
verschiedenen Zufallszahlen.

In Abb. 81(a) ist das Kontaktnetzwerk einer Realisierung aus Abb. 80(c) gezeigt.
Die Strichdicke gibt die Stérke der an diesem Kontakt wirkenden Kraft an. In Abb.
81(b) ist ein Ausschnitt des Netzwerks vergrofliert, und in Abb. 81(c) ist die Hauptach-
sendarstellung des entsprechenden Bereichs gezeigt. In den Abbildungen 81(a) und
(b) entspricht jede Linie der Normalrichtung eines Kontaktes, d.h. in der Mitte jeder
Linie befindet sich ein Kontaktpunkt. Man beachte, dal einige Teilchen im Haufen
keine Kontakte nach oben haben, demnach also abgeschirmt sind. Vergleicht man das
Kontaktnetzwerk (b) mit den Hauptspannungen in (c), so kann man ebenso wie in
Abschnitt 16.2.2 eine Beziehung zwischen Netzwerkstruktur und Orientierung bzw.
Starke der Hauptachsen feststellen.

Von den vielen Realisierungen, die zur Mittelung verwendet wurden, kann man
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Vertikalspannungen am Boden des Haufens ge-
winnen. Dazu mittelt man iiber die unterste Reihe, vernachliissigt aber die duflersten
Teilchen. Von unten links begonnen wertet man nur die Teilchen 10 < 7 < 87 aus.
Es wurde getestet, dafl die Auswertung der Teilchen 33 < ¢ < 67 in derselben Reihe
oder der Teilchen 130 < ¢ < 164 eine Reihe hoher das Ergebnis nicht veréndert.

142



"‘AA
0’ ' "‘
REKE B
A 3}00’05&%‘.\"0,“

e

S
,.',‘.A,A\0.0,41'(3320;@2#20“’,““‘., ,wm N
" ‘ A AAA‘A%A”A“X‘ ”A“‘ AN VA\V“‘A“
'V"A'A "AV'A“' "‘A‘AAA\AV 3R “’
LN X KA IR
AN

W0
AU IR PN DISRENT
.‘l.%A.Av.ull‘lv{‘é!,fzf,"ffl.‘,hv,,.0.’(,0‘0;:‘“("‘5\\30,“\‘;‘3,_'0.0‘@,:“

/7 SRS San
""' 'A","'QQAvA’[.'l/‘?iz""‘~$nv.€ NS, -’.“‘5‘ W& . X ‘ ‘v X ‘ AN A“)A“ “.‘.”‘A“ 20
'A"A’A"'A""’I’A’A‘AA ALY v, "”A ‘1 7 fot o N ), (;.‘“.‘i_‘ 9“““ e “' “ O 'A“‘\v}\\‘ A0
77 'A"'""V' L NI A% VA AvaY ““ u‘:‘ - “\‘\QVA‘\“Q T R Ry “\‘A
’ A "" 185 ImmYY AE vw gwmyy = b 77N ‘ \\‘ N RGNV
smay y amy s Ve V] 7 AL et enene

""'i o l ..’

O OO~ \\ \“ ‘ "\\\

0.15 (b) N ()
2 NN
RS A N |
Jr N \ PN N
R w T
AR EAB N AR N
005 ""“‘ “: ‘ 005 ’X‘X*\\’./,\X\+‘0.4.:77‘X\/\v‘%%xrv\\ ~\\7
X - F———t+ - - N~ v\ Y
,\T/,’;ﬁff\ . NN Y.
0 ! 0 \
0.5 0.6 0.7 0.5 0.6 0.7
X X

Abbildung 81: (a) Kontaktnetzwerk von einer Realisierung aus Abb. 80(c). Die
Strichstéirke zeigt die an dem Kontakt wirkende Kraft an. (b) Ausschnitt aus dem
Kontaktnetzwerk in (a). (c¢) Hauptachsendarstellung des Bereichs in (b).

Da die Spannung in Reihe M = 1 bereits im monodispersen Fall nicht konstant ist,
werden die Spannungen fiir 7 > 0 mit der Spannung fiir » = 0 skaliert. Die skalierte
Vertikalspannung

T =800 /8= _ min[T] (111)

wird auf das Minimum min[7'] aller 7" geeicht. Dieses Minimum ist identisch mit Teil-
chen, die abgeschirmt sind, d.h. die Spannung min[7’] entspricht dem Eigengewicht
eines einzelnen Teilchens. Die Wahrscheinlichkeit P(T) ist in Abb. 82 dargestellt. Die
gestrichelte Linie in Abb. 82(a) zeigt ein Potenzgesetz fiir kleine 7" an, und die gepunk-
tete Linie in Abb. 82(b) zeigt eine exponentielle Abnahme der Wahrscheinlichkeit fiir
grofle 7.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(7') in einem Sandhaufen stimmt mit theore-
tischen Vorhersagen [LNS*95] und numerischen Ergebnissen mit anderen Randbedin-
gungen [RIJMRY6] iiberein. Die Wahrscheinlichkeit, groie Spannungen 7 zu finden,
ist fiir 7 = 1/30 grofler als fiir » = 2/300, nimmt also mit den Fluktuationen zu. Bei
kleinen Spannungen folgt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einem Potenzgesetz mit
der Potenz -1/2, unabhiingig von 7.
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Abbildung 82: (a) Doppelt-logarithmische Auftragung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung fiir kleine Vertikalspannungen 7" in Reihe M = 1 eines 30°-Haufens der Breite
L, = 97. (b) Halb-logarithmische Darstellung der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir
grofle Spannungen.

16.5 Zusammenfassung

Mit einfachen MD Simulationen quasi-statischer Sandhaufen konnten viele theore-
tischen Vorhersagen und auch alternative numerische Modelle reproduziert und zu-
sammengefafit werden. Es stellt sich heraus, dafl vor allem das Kontaktnetzwerk die
Spannungsverteilung in einem granularen Material beeinflufit. Interessante Phéinome-
ne wie Bogenbildung oder die Fluktuationen der Spannungen am Boden konnten ohne
Reibung bereits mit einem linearen Modell modelliert werden. Das wesentliche Ele-
ment des numerischen Modells ist die Moglichkeit eines variablen, vom momentanen
Spannungs- und Verformungszustand abhéngigen Kontaktnetzwerks.

Die Existenz von Bogen im Material wurde mit einem nicht-translationsinvarian-
ten Kontaktnetzwerk korreliert. Bogen treten zusammen mit gekippten Rauten im
Netzwerk auf, wobei die geéffneten Kontakte senkrecht zum Bogen stehen. Das Kon-
taktnetzwerk ist immer spiegelsymmetrisch zur Mitte des Haufens. Ohne Bogen im
Material kann man eine beliebige Zelle des Kontaktnetzwerks von der einen Sei-
te auf die andere Seite verschieben. Existieren Bogen ist dies nicht mehr moglich,
d.h. eine nach links gekippte Raute kann nur durch Spiegelung auf eine nach rechts
gekippte Raute abgebildet werden. Die anderen moglichen Strukturen, vertikale Rau-
ten und Dreiecke, konnen weiter beliebig im Netzwerk verschoben werden. Zusam-
men mit der Bogenbildung findet man, wenigstens in den dufleren Hélften des Hau-
fens, eine konstante Orientierung des Spannungstensors, wie theoretisch vorhergesagt
[WCCBY96, WCC97].

Allgemeiner ausgedriickt sind die Orientierung des Spannungstensors und das
Verhiltnis der Hauptspannungen entscheidend fiir die Struktur des Kontaktnetz-
werks. Ahnliche Eigenwerte fiihren zu Dreiecksgittern, d.h. alle Kontakte sind mit
gleicher Wahrscheinlichkeit geschlossen. Bei starkem Unterschied der Eigenwerte ist
der Kontakt parallel zur kleineren Spannung gedffnet, und die Orientierung des Span-
nungstensors beeinfluit die Orientierung des Kontaktnetzwerks.

Bei zufilliger, aber schwacher Anderung der Teilchendurchmesser treten schnell
sehr starke Fluktuationen der Krifte auf, und das homogene Kontaktnetzwerk wird
zerstort. Im Mittel iiber bis zu 100 Realisierungen findet man den ,,dip“ in der Span-
nungsverteilung am Boden des Haufens, wenn die Gréflenunterschiede der Teilchen
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grof} genug sind. Durch die Skalierung der Spannungen und Verformungen ist aller-
dings eher mg/(kr) als nur r relevant.

Da die wesentlichen Phinomene in einem quasi-statischen Sandhaufen bereits
in einem stark vereinfachten Modell ohne Reibung gefunden werden konnten, kann
man folgern, dafl die Rolle, die das Kontaktnetzwerk fiir die Spannungsverteilung
im Sandhaufen spielt, sehr wichtig ist. Bevor man komplizierte Kraftgesetze und Rei-
bung modelliert, muf} zuerst die Rolle eines variablen, vom lokalen Spannungszustand
abhingigen Kontaktnetzwerks verstanden werden. Dennoch kann erwartet werden,
dal Reibung und realistischere Wechselwirkungspotentiale auch zu einer quantitativ
besseren Ubereinstimmung mit experimentellen Resultaten fiihren.
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Teil VII
Numerische Methoden

Im folgenden werden kurz die algorithmischen Aspekte der verwendeten numerischen
Methoden diskutiert. Fiir detailliertere Informationen und Anleitungen sei jedoch auf
die im Text erwdhnten Lehrbiicher und Publikationen verwiesen.

17 Ereignis-Dynamik (ED)

Die Ereignis-Dynamik (ED) wird zur Modellierung harter kugelférmiger Teilchen
verwendet. Ein Ereignis ist der Stof} eines Teilchens mit einem anderen Objekt, d.h.
einem anderen Teilchen oder einer Wand, und zwischen Ereignissen folgen die Teilchen
ballistischen Flugbahnen. Alle Ereignisse geschehen instantan und gehorchen den in
Kapitel 3 formulierten Gesetzen. Energiedissipation in Normalrichtung wird durch
den Restitutionskoeffizienten € modelliert, Reibung gehorcht Coulombs Gesetz mit
dem Reibungskoeffizienten p und die Impulsiibertragung in Tangentialrichtung ist
durch den Tangential-Restitutionskoeffizienten 3, begrenzt. Fiir die Wechselwirkung
eines Teilchens mit einer Wand oder mit der Bodenplatte wird entsprechend der Index
w oder b an die Parameter €, 1 und [3; angefiigt.

Unterschiede zwischen der ED Methode und der im folgenden Kapitel beschriebe-
nen MD Methode sind in Kapitel 4 beschrieben. Da die Kontaktdauer verschwindet,
mufl man bei der numerischen Simulation nur Zwei-Teilchen-Kontakte beriicksichti-
gen. In dichten Systemen mit starker Dissipation kann die Zeit zwischen zwei Ereignis-
sen sehr klein werden, was als , inelastischer Kollaps“ bezeichnet wird [GZ93, MY96].
Dieses Problem kann in einer Dimension mit einem Cluster-Algorithmus, dem ,,Lar-
gest Relative Velocity“ (LRV) Algorithmus behandelt [LCB*94c] oder alternativ
durch die in Kapitel 5 eingefiihrte maximale Kollisionsfrequenz verhindert werden.

17.1 Algorithmus

Der einfachste Ansatz einer ED Simulation beinhaltet die Aktualisierung aller Teil-
chen im System nach jedem Ereignis. Aufler in eindimensionalen oder kleinen zweidi-
mensionalen Systemen ist diese Methode allerdings viel zu rechenzeitaufwendig. Fiir
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alle hier vorgestellten ED Simulationen wurde der von Lubachevsky [Lub91] vorge-
schlagene, seriell optimierte Algorithmus verwendet. Gravitation kann einfach in den
Algorithmus {ibernommen werden, da die Berechnung der Zeit des nichsten Ereig-
nisses immer noch analytisch moglich ist. Fixierte Teilchen, bewegliche Winde oder
nicht-kugelférmige Teilchen erfordern allerdings die numerische Berechnung des Zeit-
punkts an dem ein Ereignis stattfindet und reduzieren damit die Geschwindigkeit der
ED Methode. Bisher wurde nur eine bewegte, horizontale Bodenplatte mit sinusférmi-
ger Vertikaltrajektorie implementiert [LCB*94c, LHB94, Lud95, LCRD96, Lud97b].

Die Informationen fiir jedes Teilchen werden in einer doppelt gepufferten Da-
tenstruktur gespeichert. Informationen, die man zur Simulation zweifach benétigt,
werden als Status bezeichnet. Dies sind die Zeit des letzten Ereignisses t;, die Po-
sition 7 und die Geschwindigkeiten ¢' und & nach dem letzten Ereignis, sowie die
Information, welches Objekt am letzten Ereignis beteiligt war. Ein Objekt ist ent-
weder ein anderes Teilchen, eine Wand oder eine Zellwand (siehe unten). Der ,alte*
Status eines Teilchens 7 beinhaltet den Status direkt nach dem letzten Ereignis und
der ,,neue” beinhaltet den Status vor dem n#chsten Ereignis, an dem Teilchen 7 zur
Zeit 17°* beteiligt sein wird. Alle ¢7°* werden in einem , Heap-Sort“ Suchbaum ab-
gespeichert, wobei der Minimalwert die Wurzel des Baumes ist. Auf das Teilchen i
mit der kiirzesten Zeit ¢*“, d.h. das Teilchen an der Wurzel des Suchbaums, kann
somit, direkt zugegriffen werden. Aus dem Status dieses Teilchens erhilt man die
Information, welcher Kollisionspartner am nichsten Ereignis beteiligt ist und kann
es damit ausfiihren. Die Ergebnisse werden im ,neuen“ Status abgespeichert. Nach
dem Ereignis miissen die ,alte“ und die ,neue“ Datenstruktur vertauscht werden,
damit der ,neue* Status fiir die Aufnahme des nichsten Ereignisses von Teilchen i
frei wird. Die Zeit bis zum nichsten Ereignis wird berechnet, indem mogliche Kolli-
sionen von Teilchen 7 mit nahen Objekten gepriift werden. Die Berechnung der Zeit,
in der der Kontakt zweier Kugeln stattfindet, kann in Abwesenheit ortsabhiingiger
externer Kraftfelder analytisch — und damit schnell — berechnet werden. War der
Partner ebenfalls ein Teilchen, so mufl auch fiir den Partner die hier beschriebene
Aktualisierung vorgenommen werden.

Eine gute Moglichkeit, um Rechenzeit zu sparen ist die Einordnung aller Teil-
chen in eine ,,Linked-Cell“ Datenstruktur, wobei die Zellen zumindest etwas grofier
sein miissen als der Teilchendurchmesser. Die méglichen Kollisionspartner eines Teil-
chens sind jetzt immer in seiner eigenen Zelle oder den angrenzenden Nachbarzellen
zu finden. Der Vorteil dieser Methode ist eine enorme Zeitersparnis bei der Kol-
lisionspartnersuche in groflen Systemen. Nachteile sind ein erhohter Speicher- und
Verwaltungsaufwand und eine zunehmende Ereignisanzahl, da das Passieren einer
Zellwand als Ereignis behandelt werden mufl. Ab einer Anzahl von mehreren hundert
Teilchen wird die Zeitersparnis den Mehraufwand ausgleichen, und bei mehr als tau-
send Teilchen ist eine schnelle Simulation nur durch die beschleunigte Partnersuche
moglich.

17.2 Die TCED Methode fiir den quasi-statischen Fall

Wie bereits in Kapitel 5 beschrieben, kann die traditionelle ED Methode erweitert
werden, um den inelastischen Kollaps zu umgehen. Man fiihrt einen von der Kolli-
sionsfrequenz abhingigen Restitutionskoeffizienten () ein (Gleichung 62), der Kon-
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takte elastisch macht (e = 1, By = £1), falls die Zeit zwischen zwei St6Ben kleiner ist
als die Dauer eines Kontaktes t.. Die physikalische Bedeutung des Parameters t., der
in der klassischen ED Methode nicht vorkommt, wird in Kapitel 5 diskutiert.

Die so entstandene TCED Methode kann zur Simulation von vibrierten Systemen
mit schwacher Anregung verwendet werden, bei denen die klassische ED versagt.
Der numerische Aufwand divergiert bei der TCED Methode nicht, sondern wichst
lediglich mit abnehmendem %.. Mit der erweiterten TCED Methode sind Simulationen
in groferen Parameterbereichen moglich geworden, wie in verschiedenen Kapiteln
dieser Arbeit gezeigt wurde.
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18 Molekulardynamik (MD)

Die MD Methode wurde urspriinglich zur Modellierung von Fliissigkeiten mit lang-
reichweitigen Wechselwirkungspotentialen benutzt [AT87]. Fiir die Beschreibung gra-
nularer Medien wird die Methode insofern veréndert, dafl nur der abstoflende Anteil
des Potentials beriicksichtigt wird. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen der Teil-
chen erhilt man, indem man in den Gleichungen in Kapitel 3 die Impulsiibertragung
Ap durch typ f ersetzt, wobei f die wirkende Kraft und ¢yp der feste Simulations-
zeitschritt der MD Methode ist.

Zur numerischen Integration der Bewegungsgleichungen kann man Verlet-, Leap-
frog- und Préadiktor-Korrektor-Algorithmen verwenden. Eine Diskussion der verschie-
denen Algorithmen sowie ihrer Vor- und Nachteile findet man in Lehrbiichern [AT87,
Rap95]. Zur stabilen Integration mufl der Integrationszeitschritt ¢,,p deutlich kleiner
sein als die Dauer eines Kontaktes t., d.h. mit ¢y;p & t./50 erzielt man in der Re-
gel befriedigende Resultate. In Kapitel 16 wird ein Priadiktor-Korrektor-Algorithmus
fiinfter Ordnung verwendet, d.h. man muf} alle Ableitungen, einschlieflich der fiinften,
berechnen.

Der Hauptteil der Rechenzeit wird fiir die Kraftberechnung benétigt. Zwei der ver-
wendeten Verfahren zur Beschleunigung der Nachbarschaftssuche sind Verlet-Tafeln
und , Linked-Cell“ Strukturen [AT87]. Bei nicht allzugrofien Teilchenzahlen (N <
1000) sind Verlet-Tafeln eine einfache Alternative zur komplexeren ,,Linked-Cell*
Struktur. Man speichert die Nachbarn, d.h. die méglichen Kollisionspartner innerhalb
einer Kugelschale mit Radius 7yt = cyrdy/2 um jedes Teilchen mit Durchmesser i dy,
und kontrolliert die Maximalgeschwindigkeit aller Teilchen. Hat das schnellste Teil-
chen eine bestimmte Entfernung kleiner als (cyr — 1)d, zuriickgelegt, mufl man die
Verlet-Tafel neu erstellen. Die Erstellung der Verlet-Tafel ist bei grofien Teilchenzah-
len der rechenzeitaufwendige Teil. In einer , Linked-Cell“ Struktur sind alle Teilchen
in Zellen sortiert und bei der Nachbarschaftssuche mufli man nur die benachbarten
Zellen eines jeden Teilchens nach mdoglichen Kollisionspartnern durchsuchen. Dieses
Verfahren ist in der Regel dem Verlet-Tafel Algorithmus vorzuziehen, da beliebig
grofle Teilchenzahlen effektiv simuliert werden kénnen.

Die beiden Methoden ED und MD sind nur im Grenzfall sehr grofler Zeiten zwi-
schen den Ereignissen #quivalent (siehe Kapitel 4.
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19 Alternative Methoden

19.1 Direkte Monte-Carlo Simulation (DSMC)

Die im folgenden vorgestellte Monte-Carlo Methode (genannt ,Direct Simulation
Monte Carlo“, DSMC) wurde zuerst von Bird et al. zur Simulation der Strémung
verdiinnter Gase verwendet [Bir94, AGA95a, AGA95b] und spéter auch zur Modellie-
rung von Zwei-Phasen-Stromungen eingesetzt [TYYT96]. Einer der wichtigsten Vor-
teile dieses Algorithmuses ist seine einfache Parallelisierbarkeit. Im folgenden werden
Dissipation und Korrekturen, die den Volumenausschlufl beriicksichtigen, eingefiihrt,
um die Originalmethode zur Simulation granularer Medien in vibrierten Behé&ltern
einzusetzen (sieche Abschnitt 7.4.3).

Bei dieser Methode wird die Dynamik des Systems in diskreten Zeitschritten A7
berechnet, die von der typischen Teilchengeschwindigkeit und der Zellgréfie abhéngen.
In jedem Zeitschritt bewegen sich die Teilchen zuerst ohne Wechselwirkung miteinan-
der, nur unter dem eventuellen Einflufl duflerer Krifte. Danach werden die Teilchen
in Zellen der Lange L. und Volumen V, einsortiert. Zwischen Teilchen in derselben
Zelle finden stochastische Kollisionen statt. Die Kollisionsregeln werden dabei der
kinetischen Gastheorie entnommen. Zuerst werden

Nc(Nc - 1)02DvmaXT

M, =
2Ve

(112)

Kollisionspaare in jeder Zelle ausgewahlt. N, ist die Anzahl der Teilchen in der Zelle,
Umax 1St eine obere Schranke fiir die Relativgeschwindigkeit zweier Teilchen und oyp =
2d ist der Streuquerschnitt fiir harte Kugeln in 2D.

Um die korrekte Kollisionswahrscheinlichkeit beziiglich der Relativgeschwindig-
keit der Teilchen zu erhalten, wird eine ,,acceptance-rejectance” Methode angewandt.
Ein Paar von Teilchen ¢ und j fiihrt die Kollision aus, falls

=%l _ g (113)

Umax

ist. Die Zufallszahl R sei im Intervall [0, 1] gleichverteilt. Da die Kollision unabhéngig
vom Ort in der Zelle durchgefiihrt wird, muf8 man einen Stofiparameter b zuféllig
wahlen, um die Geschwindigkeiten der Teilchen nach dem Stofl berechnen zu kénnen
(siehe Abschnitt 3). Hier wird molekulares Chaos angenommen, d.h. b ist in 2D
gleichverteilt im Intervall [-2R, 2R], was durch Simulationen bis zu relativ hohen
Dichten gerechtfertigt scheint (Abb. 18).

Um die Methode fiir dichte Systeme zu verbessern, wurden verschiedene Ande-
rungen eingefithrt [MLH97]. Die Erh6hung der Kollisionzahl aufgrund des Volumen-
ausschlusses wurde durch die Verwendung des freien Volumens V., — V; der Zelle in
Gleichung 112 beriicksichtigt. V{ ist das Volumen, das die Teilchen in einer dich-
ten Zufallspackung einnehmen wiirden (der Volumenanteil in 2D ist 0.82 [GB92]).
Weiterhin werden zwei Stofipartner nach dem jeweiligen Stofl mit einem zusétzlichen
Bewegungsschritt der Linge d; + dy voneinander wegbewegt [AGA95a, AGA95b].
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19.2 Monte-Carlo mit Volumenausschlufi (MC)

In diesem Abschnitt werden der Originalalgorithmus fiir Monte-Carlo mit Volumen-
ausschlul [RPS*86] und eine Erweiterung der Methode vorgestellt [DL95]. Die erwei-
terte Methode wurde zur Untersuchung von Gréflenseparation in vibrierten granula-
ren Materialien verwendet (sieche Abschnitt 8.2).

19.2.1 Der Originalalgorithmus nach Rosato

Der Originalalgorithmus wurde urspriinglich verwendet, um N ,harte“ Teilchen in ei-
nem rechteckigen, bewegten Behélter zu modellieren. Am Anfang werden die Teilchen
zufillig im Behilter verteilt und dann nach den im folgenden beschriebenen Regeln
unter Gravitation fallen gelassen. Die periodische Anregung wird dadurch modelliert,
dal man zuerst alle Teilchen um die gleiche Amplitude a anhebt und sie dann fallen
148t, bis man die Teilchen am Beginn der néchsten Periode wieder anhebt. Ist die
Zeit, in der die Teilchen fallen konnen, lang genug, so entspricht diese Art der Anre-
gung genau den Experimenten, die zur Untersuchung von Separation mit Konvektion
durchgefiihrt wurden [KJN93|.

Die Abwirtsbewegung der Teilchen wird wie folgt realisiert: Man wahlt zufillig
ein Teilchen und berechnet ebenso zufillig die neue Position, an die es sich bewegen
soll. Stellt man dort eine Uberlappung mit einem anderen Teilchen fest, so verwirft
man diesen Versuch und das Teilchen behilt die alte Position bei. Existiert keine
Uberlappung, setzt man es auf die neue Position. Danach wird das néchste Teilchen
zufillig gewdhlt, und man simuliert so lange, bis eine vorgegebene Anzahl von np,,, =
N Versuchen verworfen wird [RPS*86]. Die zugrundeliegende Annahme ist, dafl das
System in einem stabilen Zustand gelangt ist, sobald man fast kein Teilchen findet,
das sich bewegen kann.

Die neue Position des Teilchens wird berechnet, indem man zwei unabhéngige,
gleichverteilte Zufallszahlen in den Intervallen x, € [—1,1] und x, € [—1, 0] erzeugt.
Die neue Position (z',y") des Teilchens ist dann

!

T = T+ XeOmax (114)
Y = Y+ XyOmax (115)

wobei z and y die alte Position bezeichnen und 6,,,x die maximale Schrittweite ist.
In der Originalversion wurde dmax = d/2 verwendet [RPS™86].

19.2.2 Erweiterung des Rosato-Algorithmus

Um das Modell realistischer zu gestalten, kann man zwei Verbesserungen vornehmen.
Einerseits erlaubt man mit der Wahrscheinlichkeit d,/(1 + d,) kleine Aufwértsbewe-
gungen mit x, € [—1, d,] und andererseits verringert man die Schrittweite dmax.

Der Wert von 6, sollte nicht zu grof8 sein, da sonst die Wirkung der Gravitati-
on durch die starken Fluktuationen kompensiert wird, und man nie einen dichten
Endzustand erreicht. Man kann J, mit der Elastizitdt der Teilchen in Zusammenhang
bringen, da schwéchere Dissipation stdarkere Fluktuationen zur Folge hat. Dennoch ist
unklar, wie d, mit dem Restitutionskoeffizienten verkniipft ist. In den Simulationen
wurde 8, = 0.05 verwendet, weil mit diesem Wert sehr gute Ubereinstimmung mit
den Experimenten gefunden wurde.
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Durch Verringerung der maximalen Schrittweite verringert sich die Dichte, die
man nach der Abbruchbedingung erreicht. Da kleinere Schritte eine héhere Wahr-
scheinlichkeit haben akzeptiert zu werden, wird das System nach entsprechend mehr
Versuchen einen dichteren Zustand erreichen. Auflerdem #ndert sich mit d,,,, die
Steiggeschwindigkeit, die hier als Entfernung pro Periode verstanden wird. In Abb.
83 sind die Trajektorien eines Teilchen mit ® = 2 fiir verschiedene § dargestellt.
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Abbildung 83: Einflufl der Wahl von § auf die Steiggeschwindigkeit einer Scheibe mit
® = 2 in Simulationen with N = 500, a = d und (von oben nach unten) dp.x =
0.25d,0.15d, 0.1d, 0.05d und 0.025d.

Die maximale Schrittweite bestimmt auch, wie weit sich das frei fliegende Material
ausdehnen kann, bevor es auf den Boden trifft. Je grofier 0y ist, umso mehr verdiinnt
sich das Material. Da in Experimenten [DRC93, DMCR94b] kaum Verdiinnung fest-
gestellt werden konnte, erscheint ein kleiner Wert von 6y, gerechtfertigt. Mit ooy =
0.05d wurde gute Ubereinstimmung der Steiggeschwindigkeiten von Experiment und
Simulation erzielt.
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Teil VIII
Zusammenfassung und Ausblick

Die Physik granularer Medien wurde fiir grole Bereiche der Dichte untersucht. Ange-
fangen bei sehr diinnen Systemen, in denen nur Zwei-Teilchen-Kontakte vorkommen,
wurde die Dichte erhoht, und es wurde schliellich der statische Grenzfall mit perma-
nenten Vielteilchen-Kontakten nahe der maximal moglichen Dichte modelliert.

Bei der Diskussion der grundlegenden Zwei-Teilchen-Wechselwirkung wurden Er-
weiterungen der klassischen Stofitheorie vorgenommen, die den Energieverlust, die
Reibung und die Drehung der Teilchen beriicksichtigen. Neben anderen Materialpa-
rametern wirkt sich insbesondere die Form des Potentials auf die Dauer von Kontak-
ten aus. Ein steiferes Potential fiihrt in der Regel zu kiirzeren Kontaktdauern und
ein unendlich steifes ,,Harte-Kugel“ (HK) Potential fiihrt zu instantanen, d.h. un-
endlich kurzen Kontakten. Bei Zwei-Teilchen-St68en beeinflult die Kontaktdauer die
gesamte Impulsiibertragung nicht notwendigerweise. Dennoch konnen verschiedene
Wechselwirkungspotentiale oder Materialparameter bei gleicher Anfangsbedingung
zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren. Bedingt durch die komplizierte Mef3tech-
nik zur Beobachtung eines Einzel-Stofles sind die experimentellen Daten von méfiger
Qualitdt und erlauben oft nicht, die Entscheidung fiir ein bestimmtes Modell zu tref-
fen. Deshalb wurden mdoglichst einfache Modelle, die die experimentellen Befunde gut
annéhern, verwendet.

Wendet man unterschiedliche Methoden auf ein vereinfachtes eindimensionales
System mehrerer Teilchen die mit einer Wand stoflen an, so stellt man fest, dafl das
Verhiltnis von zwei Zeitskalen, ndmlich der typischen Zeit zwischen Stéflen und der
Kontaktdauer, das Systemverhalten kontrolliert. Die effektive Dissipation im System
nimmt ab, wenn die Zeit zwischen Kontakten ab- oder die Kontaktdauer zunimmt.
Das Wechselwirkungspotential beeinflult somit die effektive Dissipation. Bei weichen
Potentialen nimmt die Dissipation mit der Teilchenzahl ab, bei harten Potentialen
nimmt die Dissipation mit der Teilchenzahl zu. Glaskugeln und Gummibélle unter-
scheiden sich nicht zuletzt durch ihre unterschiedlichen Kontaktdauern. Ein Sack
gefiillt mit Murmeln wird sich anders verhalten als derselbe Sack mit einer Fiillung
aus Gummibillen.

Das HK Modell enthélt keine Kontaktdauer, es fehlt also ein Materialparameter.
Dies duflert sich in einem Artefakt, dem ,inelastischen Kollaps“, bei dem die Anzahl
von Stofen innerhalb eines begrenzten Zeitintervalls divergiert. Dieser Effekt tritt nur
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bei dissipativen Kollisionen auf. Im elastischen bzw. schwach dissipativen Grenzfall
konnte der inelastische Kollaps nicht gefunden werden. Die Kontaktdauer ¢, kann in
das HK Modell eingefiihrt werden, indem die Dissipation pro Kontakt als die Dissipa-
tion innerhalb einer Kontaktdauer umformuliert wird. Mit dieser TC Regel wird der
inelastische Kollaps vermieden, das Modell erhilt einen quasi-statischen Grenzfall,
und die numerische Modellierung ist in groflen Parameterbereichen moglich.

Die Ereignis-Dynamik (ED) Simulationsmethode ist das direkte Verfahren zur
Simulation des HK Potentials und wurde hier mit wenigen Ausnahmen zur Model-
lierung granularer Medien verwendet. Fiir die Systeme, in denen die Kontaktdauer
der Teilchen wichtig ist wurde die erweiterte TCED Methode verwendet, um den
inelastischen Kollaps zu verhindern.

Granulare Medien verlieren Energie und nihern sich dem Zustand verschwinden-
der kinetischer Energie im Grenzfall langer Zeiten. Um einen homogenen dynamischen
Zustand zu untersuchen, mufl man Energie zufiihren. Eine verwendete Methode zur
Energiezufuhr besteht in der Vibration des Behilters in dem sich das Material befin-
det. Das Systemverhalten wird von der Fiillhéhe H, der Dissipation (1 — €) und der
Anregung bestimmt. Dabei ist eine ansteigende Fiillhhe dquivalent zu zunehmen-
der Dissipation. Fiillt man einen Behilter mit vielen nahezu elastischen Stahlkugeln
und vibriert das System, so dhnelt das Verhalten dem eines dhnlich vorbereiteten
Systems, in dem die Stahlkugeln durch wenige, aber dissipative Aluminiumkugeln
ersetzt werden.

Bei starker effektiver Dissipation £ = H(1—¢) und schwacher Anregung bestimmt
die dimensionslose Anregungsbeschleunigung das Systemverhalten. Bei schwacher ef-
fektiver Dissipation und starker Anregung wird das Systemverhalten durch die maxi-
male Anregungsgeschwindigkeit bestimmt. In beiden Féllen kommen Amplitude und
Frequenz der Anregung nur kombiniert vor, d.h. das dynamische System skaliert. Eine
einfache Theorie fiihrt im Fall diinner Systeme mit hoher Energie zu diesem Skalen-
verhalten und zu einer kritischen Beschleunigung als Untergrenze ihrer Giiltigkeit.

Qualitativ dndern sich diese Resultate nicht, wenn Reibung eingefiihrt und da-
mit Rotation der Teilchen zugelassen wird. Quantitativ nimmt die kinetische Energie
jedoch ab, da ein Teil der Energie im Rotationsfreiheitsgrad steckt. Der Gleichver-
teilungssatz ist nicht erfiillt. Das Verhéltnis von Rotations- und Translationsenergie
ist durch zwei einfache Annahmen abzuschitzen. Einerseits findet die Kopplung iiber
den Materialparameter Reibung statt, und andererseits sind anstatt der Energien die
Fluktuationen der Oberflichenrelativgeschwindigkeiten gleichverteilt.

Vergleiche mit Experimenten zeigen gute Ubereinstimmung abgesehen von Abwei-
chungen, die vermutlich durch zusétzliche unkontrollierte Reibung und Fluktuationen
im Experiment verursacht werden. Sowohl Simulationen als auch Experimente zeigen
Skalierung mit der Geschwindigkeit der Anregung. Aber die funktionale Abhingig-
keit der Energien von dieser Anregungsgeschwindigkeit unterscheidet sich von theo-
retischen Vorhersagen. Das Skalenverhalten und die Abweichung werden auch mit
alternativen Simulationsmethoden, sowohl in zwei als auch in drei Dimensionen, ge-
funden. Daraus kann man folgern, dafl dieses Phinomen allgemeiner Natur ist und
nicht von Modellierungsdetails abhéingt. Offenbar verhalten sich granulare Medien auf
eine besondere Art und Weise, die nicht mit der kinetischen Theorie erklart werden
kann.
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Bei der Beobachtung granularer Medien stellt man eine starke Abhéngigkeit des
Verhaltens von den Randbedingungen fest. Bei hoher Dichte sind die Wandeigen-
schaften weniger wichtig als in Systemen niedriger Dichte, da nur wenige Teilchen
die Anwesenheit der Wénde fiithlen. Dennoch findet man in dichten vibrierten granu-
laren Medien kollektive Effekte, die von den Wandeigenschaften abhéingen kénnen.
Ein Beispiel dafiir ist Konvektion, deren Stirke zunimmt, wenn die Wandreibung zu-
oder die Materialsteifigkeit abnimmt. Im Zusammenhang mit Konvektion kann auch
Entmischung festgestellt werden, aber es wurde gezeigt, dafl Entmischung auch ohne
Konvektion, allein durch , geometrische” Effekte, vorkommt. Verursacht durch Kon-
vektion findet Entmischung innerhalb weniger Anregungsperioden statt, wihrend die
geometrischen Ursachen zu wesentlich langsamerer Entmischung fiihren. Allgemeiner
stellt man in dichten Systemen fest, dal mit einem gemittelten Materialflul stets ei-
ne Reorganisation der Teilchenanordnung durch kollektive Bewegung vieler Teilchen
verbunden ist. In einer dichten Packung koénnen sich einzelne Teilchen nur schwer
allein bewegen, viel hdufiger bemerkt man die Bewegung ganzer Bereiche.

Die Art und Weise, wie die kollektiven Bewegungen stattfinden und was dazu
fiihrt, wird am Beispiel eines in einem Rohr fallenden granularen Mediums unter-
sucht. Die Fallbewegung (relativ zu den Wénden nach unten) ist invers dquivalent zu
dem Teil der Bewegung in einem vibrierten Behilter, in dem sich das Material von
der Bodenplatte entfernt (relativ zu den Wénden nach oben). Vorteile der Rohrgeo-
metrie sind, daf} sich die Bewegungsrichtung nicht bereits nach kurzer Zeit umkehrt
und daB man das System deshalb einfacher iiber grofle Zeiten hinweg untersuchen
kann. Ubereinstimmend mit den Experimenten stellt man fest, daf sich das Material
wahrend des Falls verdiinnt, wobei die Verdiinnung lokalisiert auf ,Risse“ stattfindet.
Diese treten zuerst in der unteren Hilfte des Systems auf, und die Verdiinnung pflanzt
sich nach oben fort, eine Tatsache die durch eine einfache quasi-statische Theorie vor-
hergesagt werden kann. Die theoretisch berechnete effektive Fallbeschleunigung vor
dem Auftreten der Risse stimmt gut mit experimentellen Messungen iiberein.

Ein Rif} geht von einem einzigen Teilchen aus. Fluktuationen der Wandreibung
sind notig fiir die Riflentstehung und fithren dazu, daf ein Teilchen zufillig etwas
abgebremst wird. Diese schwache Abbremsung fiihrt zu haufigeren Kollisionen mit
den von oben kommenden Teilchen, was wiederum zu mehr Kollisionen mit der Wand
und damit einem hoheren Druck am Wandkontakt fiihrt. Diese Fluktuation verstirkt
sich selbst und fiihrt schlieffilich dazu, daf8 die Teilchenoberfliche durch Reibung an
der Wand steckenbleibt. Die derart erzeugte Stofiwelle breitet sich schnell iiber die
gesamte Systembreite aus und fiihrt zu einem , dynamischen Bogen“. Dieser stiitzt
sich und das Material dariiber kurzzeitig ab, wodurch sich ein Rif§ 6ffnen kann.

In dem Bereich oberhalb des Bogens wird das Material komprimiert, die Dichte
und die Spannungen nehmen zu, und man konnte eine Frustation der Teilchendreh-
bewegung erwarten. Bei einer Anordnung dicht gepackter Zahnrdder gidbe es nur
wenige Konfigurationen, die die Rotation vieler Teilchen zulassen. Stattdessen findet
man starke Rotation der Teilchen und eine geordnete Drehrichtung in Bereichen ani-
sotroper Spannungen. Entlang der groflen Spannungen wird die Teilchenoberfliche
gekoppelt, d.h. die Relativbewegung ist frustriert. In dieser Richtung bildet sich eine
alternierende Drehsinnordnung. In der Richtung der kleineren Spannung, senkrecht
zur alternierenden Ordnung, rutschen die Kontakte aufeinander, da die Reibung nicht
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stark genug ist, um zu Frustration zu fiihren.

Bei Riflbildung stellt man fest, daf} sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Teil-
chenkollisionsfrequenz dndert. Im homogenen Bereich nimmt die Wahrscheinlichkeit,
grofle Kollisionsfrequenzen zu finden, exponentiell ab. Korreliert mit der Rifbildung,
findet man nur noch eine schwach abnehmende Wahrscheinlichkeit, d.h. die Vertei-
lung wird breiter, und grofe Kollisionsfrequenzen treten mit hoher Wahrscheinlichkeit
auf. Verschiedene Bereiche des Systems haben stark unterschiedliche Zusténde, was
durch die breite Verteilungsfunktion angezeigt wird.

Im homogenen Bereich kann das Systemverhalten gut mit Kontinuumstheorien
vorhergesagt werden. Der inhomogene Bereich und die Ursachen fiir sein Auftreten
werden am Beispiel von Struktur- und Musterbildung in granularen Medien unter-
sucht. In vibrierten Behiltern findet man Oberflichenwellen, dhnlich wie bei Fliissig-
keiten, und in offenen, periodischen Systemen beobachtet man eine dissipationsin-
duzierte Dichteinstabilitéit, die mit der Zeit zu wachsenden Strukturen fiihrt. Beide
Effekte erfordern als wesentliches Ingredienz die Dissipation. Ohne Dissipation wiirde
in beiden Fillen der homogene Zustand erhalten bleiben.

Die Oberflaichenwellen stimmen sehr gut mit den verglichenen Experimenten iiber-
ein. Das Phinomen ist extrem stabil und héngt nicht, wie Konvektion oder Rifibil-
dung, von den Wandeigenschaften ab. Die Wellen werden kaum von der Reibung
und damit der Rotation der Teilchen beeinflufit, und die Form des Wechselwirkungs-
potentials ist kaum von Bedeutung. Die einzige zur Entstehung der Wellen notwen-
dige Eigenschaft des granularen Mediums scheint die Dissipation zu sein, ohne die
das Material nicht im Behilter bleiben wiirde. Um die spezifische Art der Energie-
zufuhr und die Symmetriebrechung durch das Gravitationsfeld zu verhindern, kann
man ein anfangs homogenes System mit periodischen Réndern untersuchen, in dem
bei geniigend starker Dissipation ebenfalls Musterbildung vorkommt. Das Material
sammelt sich in Bereichen die als ,,Cluster” bezeichnet werden. Die rdumliche Aus-
dehnung und die Masse der Cluster wéchst durch reversible Aggregation mit der Zeit,
da das Wachstum nicht durch eine externe Stérung wie im Fall der Oberflichenwel-
len unterbrochen wird. Ob und wie die Korrelationslidnge der beiden untersuchten
Muster zusammenhéngt, bleibt eine offene Frage. Beide Systeme zeichnen sich durch
die Koexistenz von Bereichen mit hoher und niedriger Dichte aus. Im Bereich der-
art starker Dichtegradienten stellt man eine breite Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Kollisionsraten fest. Der inelastische Kollaps kann bei der Modellierung auftreten und
wird durch die Verwendung der TCED Methode verhindert.

Im quasi-statischen Grenzfall wurden die Entstehung und die Kraftverteilung in
Sandhaufen mit vereinfachten Modellen untersucht. Bereits ein Ein-Teilchen-Modell
geniigt, um die Sandhaufenentstehung und die entlang der Oberfliche stattfindende
Entmischung zu modellieren. Aus dem diskreten Modell kann eine Kontinuumstheorie
fiir das Wachstum der Haufenoberfliche abgeleitet werden, wobei der Béschungswin-
kel als eine analytische Funktion der Materialparameter hergeleitet werden kann.

Bei der Untersuchung der Kraftverteilung im Sandhaufen wurde ein , Weiche-
Kugel“-Modell verwendet, in dem das Offnen und Schlieflen von Kontakten intrinsisch
enthalten ist. Es wurde festgestellt, dafl in diesem Fall das Kontaktnetzwerk und
die Spannungsverteilung stark korreliert sind. Details des Wechselwirkungspotentials
oder der Form verédndern die Spannungsverteilung nur unwesentlich.
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Mit diesem auf das Wesentliche reduzierten Modell gelang die Vereinheitlichung
verschiedener anderer theoretischer und numerischer Resultate der letzten Jahre. Be-
reits kleine Fluktuationen der Teilchengrofle geniigen, um Kontaktnetzwerke zu fin-
den, in denen die Kontaktkréfte um mehrere Gréflenordnungen variieren. Die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung grofler Krifte stimmt mit komplizierteren Simulationsme-
thoden und theoretischen Vorhersagen iiberein.

Die hauptséchlich verwendete Simulationsmethode war die deterministische ED.
Einige Probleme wurden mit der ebenfalls deterministischen MD, der stochastischen
DSMC oder der stochastischen MC Methode behandelt. Der Vergleich von Ergebnis-
sen, die durch unterschiedliche Verfahren gewonnen wurden, erlaubte die Priifung der
den Methoden zugrundeliegenden Annahmen. Die Verwendung eines quasi-statischen
Ein-Teilchen-Modells zur Simulation von Sandhaufen erlaubte die Entwicklung einer
Kontinuumsgleichung fiir die zeitliche Entwicklung der Materialoberfliche, was die
Notwendigkeit vereinfachter Modelle deutlich macht.

Dem Hauptteil der numerischen Untersuchungen wurde das HK Modell zugrunde
gelegt. Darum wurde die ED Methode verwendet, die der MD Methode im Bereich
niedriger Dichte deutlich an Effizienz iiberlegen ist. Dem einfachen HK Wechselwir-
kungspotential bei ED steht eine Vielzahl méglicher Potentiale bei MD gegeniiber. Die
Wahl mufl unter Umstédnden ohne Kenntis des realen Potentials erfolgen. Das Skalie-
rungsverhalten in vibrierten Behéltern, Konvektion, Rohrflufl und Oberflichenwellen
wurden an anderer Stelle mit MD untersucht, und die Resultate stimmen wenigstens
qualitativ iiberein. Da das HK Modell den inelastischen Kollaps beinhaltet, der eine
ED Simulation zum Anhalten bringt, wurde die TC Regel implementiert, was zur
TCED Methode fiihrte, ein deterministisches Verfahren zur Erforschung gréflerer Pa-
rameterbereiche. Neben den numerischen Vorteilen beinhaltet die TCED Methode die
physikalisch begriindete Zeitskala Kontaktdauer, die von der Steifigkeit, der Dichte
und der Teilchengrofle bestimmt wird. Mit anderen Worten kénnen mit der TC Regel
elastische Effekte in Systemen aus harten Kugeln modelliert werden.

20 Ausblick

Ein grofler Schritt bei der Entwicklung einer allgemeinen Theorie granularer Medien
ist die Bereitstellung eines Modells, das granulare Systeme in breiten Parameterbe-
reichen beschreibt. Im folgenden werden einige gebrduchliche Verfahren kritisch in
Hinblick auf ihre Anwendbarkeit, ihre Effizienz und ihren Nutzen beurteilt.

Stochastische Modelle und Gittermodelle sind in der Regel nur fiir spezielle Rand-
bedingungen anwendbar und erfordern zudem die empirische Annahme von Vertei-
lungsfunkitionen, die nur fiir Teile des Parameterraums bekannt sind. Die hochgradi-
ge Spezialisierung erlaubt die Optimierung und Maf3schneiderung dieser Methoden.
Vorhersagen, die auf zu vielen Annahmen basieren, sind mit Vorsicht zu genieflen.
Die Parameter in stochastischen Modellen haben oft nichts mit den bekannten Ma-
terialparametern zu tun, was den quantitativen Vergleich mit experimentellen Daten
schwierig macht. Dennoch sind solche vereinfachten Modelle nétig, um theoretische
Beziehungen ableiten zu kénnen, wie am Beispiel der Entstehung eines Sandhaufens
gezeigt wurde. Solche anschaulichen, fiir kleine Parameterbereiche giiltigen Modelle,
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konnen als Testfille fiir allgemeinere Theorien oder zur Identifizierung der wesentli-
chen Effekte und Parameter im System benutzt werden.

Deterministische Modelle wie ED oder MD sind auf den ersten Blick die Methode
der Wahl. Zu beachten ist, dafl ED bei hohen Dichten und MD bei niedrigen Dichten
ineffektiv wird. Musterbildung in offenen Systemen mit periodischen Rdndern konnte
bisher noch nicht mit MD untersucht werden, da die Zeitskalen des Systems um zu
viele GroBlenordnungen auseinanderlaufen. Dieses Beispiel zeigt, dafl man mit der ED
Methode in der Lage ist, Parameterbereiche zu modellieren, die mit der klassischen
MD nicht zugénglich sind. Andererseits kann MD ohne weiteres fiir ortsabhéngige Po-
tentiale oder nicht-kugelférmige Teilchen eingesetzt werden, was mit ED noch nicht
gelang. Vieldeutigkeiten oder Unsicherheiten bei der Wahl des Wechselwirkungsmo-
dells machen MD unhandlich und eine theoretische Beschreibung eines Vielteilchen-
Systems auf dieser Basis unnotig kompliziert. Die Anwendung der klassischen ED
Methode ist auf den Bereich niedriger Dichte und schwacher Dissipation begrenzt,
da sonst der inelastische Kollaps auftritt. Die TC Regel 16st diese Beschrankung
des Parameterraums auf. Bis auf Systeme, in denen Reibung essentiell ist, kann die
neue TCED Methode grofle Parameterbereiche effektiv abdecken. In quasi-statischen
Systemen ohne Reibung kann wieder MD benutzt werden. Allerdings gibt es zahlrei-
che schnellere implizite Verfahren zur Relaxation. In Systemen mit Reibung ist die
Kontakt-Dynamik, die jeden Kontakt explizit beschreibt eine bewihrte Simulations-
methode.

Die Verallgemeinerung einer Methode ist nicht einfach, so daf vielleicht eine Hy-
bridmethode, die die Vorteile verschiedener Verfahren und Modelle vereint, entwickelt
werden muf}. Die ED Methode ist besonders deshalb interessant, weil fiir den Grenz-
fall elastischer Punkt-Teilchen eine gut entwickelte Theorie, die kinetische Gastheorie
(KGT) existiert. Diese Theorie wurde bisher um Dissipation erweitert, ist aber in
den meisten Fillen auf relativ schwache Dissipation beschrinkt. Die Erweiterung der
KGT um die TC Regel sollte auch die Beschreibung dissipativer Systeme ohne diese
Einschrankungen méglich machen. Auflerdem liefert die TC Regel die in der KGT
fehlende Zeitskala Kontaktdauer, die elastische Effekte wie die Schallgeschwindigkeit
beeinfluflt.

Kontinuumstheorien erfordern numerische Losungsverfahren und empirische kon-
stitutive Gesetze. Ein Ansatz fiir die Zukunft ist die Eichung von Kontinuumstheorien
an numerischen Simulationen und Experimenten mit diskreten Teilchen. Die Eichung
der Theorien an Experimenten ist nicht immer einfach, da die Bedeutung der in
den Theorien enthaltenen Parameter nicht selten abstrakt und wenig anschaulich ist.
Die Simulation mit diskreten Teilchen kann eine Briicke zwischen Experimenten und
Theorien schlagen. Die Simulation realistischer Systeme mit ihren gigantischen Teil-
chenzahlen erfordert Kontinuumsansétze, da bereits eine handvoll Sand genug Teil-
chen enthilt, um selbst moderne Computer bis an die Grenzen ihrer Leistungsfiahig-
keit zu fordern. Die Simulation diskreter Teilchen sollte als Erginzung und nicht als
Ersatz fiir Kontinuumsmethoden gesehen werden, denn alle Anséitze konnen sich in
verschiedenen Bereichen ergénzen.
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Teil IX
Anhinge

21 Anhang A:
Herleitung der Tangential-Restitution

Um die Tangential-Restitution 3 zu erkldren, die die Gleichungen 18 und 19 verbindet,
schreibt man Normal- und Tangentialkomponente der Geschwindigkeit in analoger
Weise, d.h. u(® = —ev(™ und ul) = —Bv®. Die Relativgeschwindigkeit nach dem
Stof ist J J
Setzt man die Gleichungen 10-13 in Gleichung 116 ein, erhilt man mit der Definition
von 7, die Beziehung
1 d? d3

i, = U, + Ap— + APD | 2 2 117
mit dem Trigheitsmoment I; = ¢;m;(d;/2)? bei Rotation um den Schwerpunkt des
Teilchens 7, wobei g; die Struktur des Teilchens beschreibt. Fiir massive Kugeln ist
q = 2/5, fiir massive Scheiben ist ¢ = 1/2 und fiir einen Ring mit Drehachse senkrecht
zur Ringebene durch den Schwerpunkt ist ¢ = 1. Setzt man die Gleichungen 16 und
17 in Gleichung 117 ein, erhélt man schliellich komponentenweise

i, = —et™ + (1 + u(1 4 €)coty(1 4+ %)) o

118
= —eii™ — 370, (118)
Von Gleichung 118 folgt die Tangential-Restitution fiir gleitende Kontakte
1
B =—1—pu(l+e) cot’y(l-i-a). (119)

Im Fall massiver Kugeln mit ¢ = 2/5 ist £y = —1 — (7/2) u(1 + €) cot y. Man beachte,
dal coty < 0 ist, so dal —1 < (3 ist. Die untere Grenze von (3; entspricht dem
Grenzfall ideal glatter Oberflachen.

In Gleichung 119 hat man die Tangential-Restitution f = min [, (1], was bei
grofen Stoflwinkeln zu # = f, und bei kleinen Stofiwinkeln zu § = (; fiihrt, wobei
G =—1-— %,u(l + €) cot vy ist. Letztere Beziehung in Gleichung 19 eingesetzt, fiihrt
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wieder zu Gleichung 18. 3 ist in Abb. 5(a) als Funktion von + dargestellt. Positive
Werte von [ bedeuten, dafi die Tangentialgeschwindigkeit beim Stofl das Vorzeichen
andert, wiahrend negative Werte lediglich eine Verminderung der Geschwindigkeit
bedeuten. Der Winkel vy, bei dem sich das Verhalten des Stofles éndert, folgt aus der
Beziehung (3, = 3; und ist

1 1+e€
—tany, = (14—;) 'u1+ﬁo' (120)
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22 Anhang E:
Berechnung der Energieinderung
beim Stof3 zweier Teilchen

Der Energieverlust beim Stofl zweier Kugeln mit den Parametern €, ;4 und gy ist

2 q 1
Ae =Y {mili - #]+ SLI@): - a7} (121)
i=1

Driickt man die Energieinderung mit den Gleichungen 10-13 als Funktion der Im-

pulsiibertragung und der Geschwindigkeiten vor dem Stofl aus, so erhilt man:

- 1 d; d?
Ae = ; {@Aﬁi + o Ap* — 7 (A x Ap)d; + YA Aﬁ)Z} : (122)
wobei Ap; = —Apy, = Ap'ist. Aufgelost nach Normal- und Tangentialkomponente ist
2 1 .
Ae = {"(")A () L (Ap™)2 —'ﬁt)A—(t)} Ap®)2
e =2 \BAPT 4 g A+ TEART f + 5 (AnY)

2 (g2 d;
+> {—1(Ap<t>)2 — é(ﬁ X Aﬁ(t))a?i}
und fiihrt mit I; = ¢;m;(d;/2)?, mia = 1/(1/m1 + 1/m3) und Gleichung 19 zu

o+ (ye 200 ¥ B) sy 0
2 ¢ 1+ q ¢
miag’(1+58)° ) | mi2a(1+5)

Ae = [—mlg(l + 6) +

[d1@1 + do@y) (R x TY)

miaq”(1 4 )
2¢(1+q)?
Formt man das Kreuzprodukt um &;(f x #9) = (J; x 2)7, setzt 7) aus Gleichung
7 ein und fafit die anderen Terme zusammen, so ist

e

(v(t))Q.

C

1 t)\2
: 1+ 60

Die Terme in eckigen Klammern kénnen noch auf einen Nenner gebracht werden, was

zur Energieinderung bei einem Stof fiihrt
_ 12 2y (,.(n)\2 q 2\ (., (£))2
Ae = — 1— 1— . 12
e=-Tp |- 2+ L0 Pl (123)

Im elastischen Grenzfall mit e =1 und 8 = +1 ist Ae = 0.
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23 Anhang V:
Visualisierung der Simulationsdaten

Alle Farbbilder wurden mit dem Programm xballs erstellt. Der C-Quellcode und
eine Beschreibung sind unter der WWW-Adresse
http://www.ical.uni-stuttgart.de/ lui/pictures/pictures.html
verfiigbar. Die Programmentwicklung begann am 10.12.1994 und ist bis heute
noch nicht abgeschlossen.

Die Darstellung kugelférmiger Teilchen erfolgt als Scheiben mit einer Farbe, die
die Geschwindigkeit, die Stofirate oder die Anfangsposition bedeuten kann. Mit zu-
nehmender Geschwindigkeit oder Stofirate &dndert sich die Farbe eines Teilchens von
blau iiber griin bis hin zu rot. Die Behélterwénde werden durch blaue Balken dar-
gestellt und die momentane Richtung der Geschwindigkeit wird durch einen auf den
Teilchenradius normierten Vektor angezeigt (sieche Abb. 16, 17, 56 und 57). Falls sich
die Teilchen drehen wird ein Viertelkreis innerhalb der Scheibe gezeichnet, dessen
Position die Orientierung und dessen Farbe die Winkelgeschwindigkeit anzeigt (siehe
Abb. 16 und 17). Sind die Teilchen zu klein, wird die Richtung der Geschwindigkeit
und die Rotation nicht angezeigt (siche Abb. 56, 57, 66, 67 und 68).
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24 Anhang S:
Verwendete Symbole und Abkiirzungen

Zur Systematik sei erwihnt, dal bis auf wenige Ausnahmen dimensionsbehaftete
Groflen durch Kleinbuchstaben, dimensionslose Groéflen durch Grofibuchstaben ab-
gekiirzt werden. In der folgenden Tabelle sind arabische Buchstaben in alphabeti-
scher Reihenfolge angeordnet, griechische Zeichen sind mit eventuellen Ausnahmen
nach Aussprache in die alphabetische Ordnung eingefiigt.

Erkldrung Parameter Einheit
Dimension 1, 2 und 3 1D, 2D und 3D []
Amplitude a [m]
StoBparameter b [m]
Tangentialrestitution g -]

Zahl der Kollisionen im System C -]
Teilchendurchmesser d [m]
Dimension D [-]
Durchmesser einer Scheibe in 2D D, [m]
Maximale Schrittweite (bei MC) Om [m]
Schrittweite entgegen der Gravitation (bei MC) 4, [m]
Teilcheniiberlappung ) [m]
Tangentialverschiebung des Kontaktpunktes v [m]
Energie e [kg/m? s?]
Energierestitution er -]
Einfangwahrscheinlichkeit e -]
Elastizitdtsmodul E [kg/m s?%]
Restitutionskoeffizient (konstant) € -]
Restitutionskoeffizient (nicht konstant) 5 -]
Diampfungskonstante n [Hz]
Frequenz f [Hz]
Kollisionsfrequenz/-rate Je [Hz]
Kraft i [kg m/s?]
Gravitationsbeschleunigung g [m/s?]
StoBwinkel (7/2 <y < ) 0% [rad]
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Erkldrung

Parameter

Einheit

Effektive Beschleunigung a(27f)?/g
Hohe des Massenschwerpunktes
Fiillhohe

Reduzierte Hohe des Massenschwerpunktes
Fallhche

Riickprallhéhe

Dimensionslose Fiillh6he
Tréagheitsmoment

Fluf3- bzw. Konvektionsintensitit
Federkonstante
Tangential-Federkonstante
Geometriefaktor

Potenz der Geschwindigkeit
Systembreite

Dimensionslose Systembreite [/d
Zellenlénge

Wellenlénge bei Musterbildung
Typische Systemausdehnung
Mittlere freie Weglénge
Reibungskoeffizient
Reihennummerierung

Anzahl der Teilchen in einem Cluster
Anzahl der St68e pro Zelle pro Zeit
Index fiir Normalrichtung
Normalvektor des Kontaktes zweier Kugeln
Anzahl der Teilchen pro Zelle
Viskositit

Tangential-Viskositit

Phase

Orientierung des Spannungstensors
Druck

Horizontalspannung
Vertikalspannung

Impulsdnderung

Groflenverhéltnis
Geschwindigkeitsverhéltnis vor dem Stof3
Geschwindigkeitsverhéltnis nach dem Stof3
Teilchenort

Materialdichte

Volumenanteil oder Systemdichte
Dimensionsloser Spannungstensor
Horizontalkomponente der Spannung
Vertikalkomponente der Spannung
Scherspannung
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Erklarung

Parameter

Einheit

Spannungstensor

Spannung (maximaler Eigenwert)
Spannung (minimaler Eigenwert)
Abschirmlinge in Rohren

Index fiir Tangentialrichtung
Tangentialvektor des Kontaktes zweier Kugeln
Zeit bzw. Dauer eines Stofles
Zeit zwischen zwei Ereignissen
Ereigniszahl ¢, /t.

Zeitschritt (bei DSMC)
Geschwindigkeit nach dem Stof§
Geschwindigkeit vor dem Stof}
Potenz der Teilchenzahl
Geschwindigkeit der Bodenplatte
Maximale Geschwindigkeit der Bodenplatte
Separationsgeschwindigkeit
Teilchenvolumen pro Zelle
Zellenvolumen
Winkelgeschwindigkeit
Volumenanteil

Effektive Dissipation

Horizontalkoordinate
Dimensionslose Horizontalkoordinate
Schrittweite (MC Methode)
Elastizitdtsmodul
Vertikalkoordinate

Dimensionslose Vertikalkoordinate
Ereignisrate
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25 Anhang L:
Literatur

Zur Erstellung der Literaturliste wurde BibTeX verwendet. Eine umfangreichere Li-
teraturdatei in BibTeX Format und mit ca. 1000 Eintrdgen zum Thema granulare
Medien ist unter der WWW-Adresse
http://www.ical.uni-stuttgart.de/ "lui/REFS/references.html

zu finden. Die darin enthaltenen Eintrége zeigen eine deutliche Zunahme des Inter-
esses an der Physik granularer Medien in den letzten Jahren. In Abb. 84 ist die
Anzahl der in der Literaturdatenbank enthaltenen Veroffentlichungen gegen das Er-
scheinungsjahr aufgetragen. Die Statistik wurde im Juni 1997 erstellt, weshalb die
hier gezeigten unkorrigierten Daten fiir das Jahr 1997 zu niedrig liegen.

Total N

| Artikel
100°¢ Buch g
Sonstige

10 E E
0 0 0
[0 oo
9 ° Pl oAl
1 b ool omb c e m ho -
1970 1980 1990 2000
Jahr

Abbildung 84: Anzahl der Veroffentlichungen pro Jahr. Die Untergruppen sind Artikel
in einer referierten Zeitschrift, Buch, und Sonstige, d.h. Artikel in Tagungsbinden
oder Biichern sowie Vorabdrucke (diese tragen nur in den letzten drei Jahren zur
Statistik bei).
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