Physik auf dem Computer I & II

PD Dr. S. Luding, Prof. Dr. H. J. Herrmann,
Dr. S. Schwarzer, Dipl. Phys. Matthias Miiller,
Dr. H.-G. Matuttis, Dipl. Phys. M. Brunner,
Dipl. Phys. M. Latzel, Dipl. Phys. C. Manwart
T. Karle und S. Manmana
Uni-Stuttgart

31. Mérz 2004






Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung 1
1.1 Was heifit “Physik auf dem Computer” . . . . . . .. .. .. ... ... .. 1
1.1.1 Vom Menschen zum Computer und zuriick . . . . ... .. .. ... 2

1.1.2 Daserste Beispiel . . . . . . . .. ... Lo 3

1.2 Programmier-Philosophie . . . . . . . . .. .. .. oo 6
1.3 Geschichte der Programmierung mit C++ . . . . .. . ... ... ... .. 7
1.4 Anwendungsbeispiele . . . . . . .. Lo Lo 8
1.5 Literatur . . . . . . . . . 8

2 Grundlagen von C++ 9
2.1 Sprachkonstrukte . . . . . . .. ..o 9
2.2 Kommentare. . . . . . . . . Lo e 11
2.3 Datentypen, Variablen, Konstanten . . . . . . . .. ... ... ....... 12
2.3.1 Grundlegende Datentypen und Deklaration . . . . . . .. ... ... 12

2.3.2 Variablenattribute . . . . .. ... Lo oo 15

2.3.3 Lebensdauer und Lage der Variablen im Systemspeicher . . . . .. 15

234 Felder . . . . . . e 16



i

24

2.5

2.6

2.7

INHALTSVERZEICHNIS

Kontrollstrukturen . . . . . . . . ..o oo 17
24.1 if-Anweisung . . . . .. ..ol 17
2.4.2 Ternérer 7:-Operator . . . . . . . . .. .. ... 18
2.4.3 (do) while-Schleifen . . . . . . ... ... Lo 19
24.4 for-Schleifen . . . . . . . ..o 20
2.4.5 break und continue . . . . . .. ..o oo 20
2.4.6 goto-Anweisung, Labels . . . ... .. ... o000 21
2.4.7 switch-Anweisung . . . . . .. ..o 22
Funktionen und Operatoren . . . . . . . . .. ... ... ... ....... 23
2.5.1 Funktionen ohne Argumente oder Riickgabewert, void . . . . . . . . 26
2.5.2 Bibliotheken . . . . . .. ... oL 26
2.5.3 Operatoren . . . . . . . .. 27
2.5.4 inline Funktionen . . . . . . . . .. ..o Lo Lo 30
2.5.5 Defaultargumente . . . . . . . ..o 32
2.5.6  Uberladen von Funktionen . . . . . ... .. ... .......... 33
Zeiger, Zeiger-Feld-Dualitat, und Referenzen . . . . . . . . . . .. ... .. 34
2.6.1 Zeiger . . . . . ... e e e 34
2.6.2 Zeiger-Feld-Dualitat . . . . .. .. .. .. ... 000, 39

2.6.3 Feldvariableniibergabe an Funktionen, dynamische Speicherverwal-

tung . . .. 39
2.6.4 Referenzen . . . . . . . . . L 41
2.6.5 typedef. . . . . .. L 42

Bezugsrahmen von Bezeichnern . . . . . .. ... .. ... o000, 42



INHALTSVERZEICHNIS iii

2.8

2.9

Ein- und Ausgabe . . . . . . .. Lo 43
2.8.1 Elementfunktionen der iostreams . . . . ... .. ... ... .... 44
2.8.2 Formatierung . . . . . . . . ... Lo 45
2.8.3 Dateien (Files) . . . . . . . ... ... 47
Dynamische Speicherverwaltung . . . . . .. . .. ... ... 48

2.10 Organisation in Implementierungs-

und Header-Dateien . . . . . . . . . . .. ... 49

2.11 Weiterfithrende Literatur . . . . . . . .. . .. ... ... .. 50
3 Losung der Newtonschen Bewegungsgleichung 51
3.1 Der Harmonische Oszillator . . . . . ... .. ... ... ... ... 51
3.1.1 Das Euler-Verfahren . . . . . .. ... ... ... 00, 53
3.1.2 Die Euler-Cromer-Methode . . . . . ... ... .. ... ...... 55

3.2 DasPendel . .. ... . .. 55
3.2.1 Die Verlet-Methode . . . . . . . .. ... 0oL, o7
3.2.2 Das allgemeine Pendel . . . . . . .. ... 000 59
3.2.3 Das Runge-Kutta-Verfahren . . . . . . .. ... ... ... ... .. 59
324 Chaos . . . . . . e 62
3.2.5 Der Poincaréschnitt . . . . . . . . .. ..o L 0oL 63
3.2.6 Ubergang periodisch — chaotisch . . . . . .. ... ... ....... 65

3.3 Himmelsmechanik . . . . . . . ... oo oo 66
3.3.1 Erdeund Jupiter . . . . . ..o 69
3.3.2 Das Drei-Korper—Problem . . . . . . . .. .. .. ..o L. 72

3.3.3 Perihelbewegung des Merkurs . . . . . . ... ... 0oL 73



v

3.3.4 Starre Korper
3.4 Molekulardynamik
3.4.1 Das Heliumatom
3.4.2 Optimierung

3.4.3 Weitere Vielteilchensysteme

4 Populationsdynamik

4.1 Betrachtung einer einzelnen Spezies
4.1.1 Iterative Modelle
4.1.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen

4.2 Zwei und mehr Spezies
4.2.1 Volterra—Gleichung (1925)
4.2.2 Lotka—Volterra—Gleichung (1926)
4.2.3 Folgerungen

4.3 Ausblick: Diskrete Modelle

5 Gitter- oder Stochastische Modelle
5.1 Zufallszahlen . . ... .. ... ..
5.1.1 Kongruentieller RNG “IBM”

5.1.2 Lagged Fibbonacci Sequenzen

5.1.3 Testen von Zufallszahlen

5.2 Zellularautomaten

53 Gameoflife . . . ... .. ... ..

5.4 Random walks (RW)

INHALTSVERZEICHNIS



INHALTSVERZEICHNIS v

5.5 Random Walk und Diffusion . . . . . .. ... ..o 104
5.6 Fehler, Varianz und lineare Regression . . . . ... ... .. .. ... ... 106
5.6.1 Fehler . . . . . . . . . 106
5.6.2 Lineare Regression . . . . . . .. .. .. ... ... ... 107

5.7 Weitere Anwendungsbeispiele . . . . .. ... ... ... ... ... ... 108
5.7.1 Perkolation . . . . . .. ... 108
5.7.2 Das Edenmodell . . . . . . . ... oo 115
5.7.3 Diffusions-limitierte Anlagerung DLA . . . . . . . .. ... ... .. 119
5.7.4 Fraktale durch Iterationen . . . . . . . .. . ... ... ... ... 123
5.7.5 Random Midpoint Displacement . . . . . . . . . ... .. ... ... 127

6 Numerisches Differenzieren und Integrieren 131
6.1 Differenzieren . . . . . . . ... Lo 131
6.1.1 Dieerste Ableitung . . . . . . .. ... 131
6.1.2 Die zweite Ableitung . . . . . . . ..o 132
6.1.3 Numerische Probleme . . . . . . . . .. .. 0oL, 133

6.2 Quadraturen . . . . . . . . . ... 133
6.2.1 Die Mittelpunktsregel . . . . . . . .. ..o oo 134
6.2.2 Die Trapezregel . . . . . . . . .. L 135
6.2.3 Die Simpsonregel . . . . .. ... Lo 136

6.3 Gauflsche Quadratur . . . . . . ..o 137
6.3.1 Lineare Naherung . . . . . . . . . . . ... ... L. 138

6.3.2 Quadratische Ndherung . . . . . . ... .. .. .. ... .. 138



vl

7

INHALTSVERZEICHNIS

6.3.3 Beliebige Stiitzstellen . . . . . . . . . ..o 139
6.3.4 Legendre-Polynome . . . . . . .. .. ... 140
6.3.5 Weiterfithrende Literatur . . . . . . . ... ... ... ... ... 142

6.4 Monte-Carlo Integration . . . . ... ... ... oL 142
6.4.1 Berechnungder Zahlw7 . . . . .. ... ... ... ... ... ... 143
6.4.2 Berechnung héherdimensionaler Integrale . . . . . . ... ... ... 146
Interpolation und Approximation 149
7.1 Polynomiale Interpolation . . . . . ... ... ... ... .......... 150
7.1.1 Lagrange-Interpolation . . . . . . .. . ... ... L. 150
7.1.2 Neville Schema . . . .. ... ... L oo 151

7.2 Rationale Interpolation . . . . . . . . .. ... ... L. 153
7.3 Spline-Funktionen . . . . . . . . . . ... . ... 155
7.4 Weiterfithrende Literatur . . . . . . . .. . .. .. ... L. 157
Analyse von Mefisignalen 159
8.1 Klassifikation . . . . . . . ... 159
8.2 Kontinuierliche, periodische Signale . . . . . . . .. ... .. ... ..... 160
8.2.1 Fourier-Approximation vs. Interpolation . . . . ... .. ... ... 163
8.2.2 Komplexe Fourierrethen . . . . . . .. .. ... ..., 163

8.3 Fouriertransformation. . . . . . .. ... oo Lo 165
8.3.1 Herleitung/Definition . . . . . . . ... ... oL 165
8.3.2 Eigenschaften der Fouriertransformation . . . .. .. .. ... ... 166

8.3.3 Kreuz- und Autokorrelationsfunktion . . . . . . . . .. . ... ... 167



INHALTSVERZEICHNIS

8.3.4 Autokorrelation zur Rauschunterdriickung . . . . ... .. ... ..

8.3.5 Faltung

8.3.6 Faltungssatz und lineare Systemtheorie . . . . . . .. ... ... ..

8.3.7 TFouriertransformation der §-Funktion . . . . . . . .. . . ... ...

8.3.8 Spektrale Leistungsdichte . . . . ... .. ... ...

8.4 Abgetastete Signale . . . . . . .. ...

8.4.1 Diskrete Fouriertransformation (DFT) . . ... ... .. ... ...

8.4.2 Schnelle Fouriertransformation (FFT) . . . . ... .. ... .. ...

9 Optimierung

9.1 Motivation . . .

9.2 Das Ising-Modell und Verwandte . . ... .. .. ... ... ... .....

9.2.1 Spingléser . . . . . ...

9.2.2 Das Handelsreisendenproblem . . . . . ... ... ... .......

9.3 Genetische Algorithmen . . . . . . . .. ... ... L.

9.4 Simulated Annealing . . . . . .. ... L e

9.4.1 Hill Climbing . . . . . . . . . L

9.4.2 Stochastic Hill Climbing . . . . . ... .. ... ... ... .. ...

9.4.3 Metropolis Monte Carlo und Simulated Annealing . . . . . ... ..

10 Neuronale Netze
10.1 Einfithrung . .
10.2 Modellneuronen

10.3 Das Perzeptron

vii

170

171

172

173

174

175

175

177

179

179

180

181

182

184

189

189

190

190

195



viii

10.4 Mehrschichtige Netze . . . . . . . .. ... .. ..
10.5 Riickgekoppelte Netze . . . . . . ... ... ...

10.6 Weiterfithrende Literatur . . . . . . . . . . .. ..

11 Lineare Algebra

11.1 Elementare Verfahren . . . . . . . . ... ... ..
11.1.1 Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . .
11.1.2 Matrixinversion . . . . . . . . ... .. ..
11.1.3 Berechnung von Eigenwerten . . . . . . . .

11.2 Beispiele . . . . . . . ... ... L.
11.2.1 Der Trégheitstensor . . . . . . . . ... ..
11.2.2 Der Spannungstensor . . . . . ... .. ..

11.2.3 Die lineare Kette . . . . . . . . . . .. ..

12 Partielle Differentialgleichungen

12.1 Elliptische partielle Differentialgleichungen . . . .
12.1.1 Diskretisierung . . . . . . .. ... .. ..
12.1.2 Randbedingungen . . . . . .. ... .. ..
12.1.3 TIterative Losungsverfahren . . . . . . . ..

12.2 Parabolische partielle Differentialgleichungen . . .

12.3 Hyperbolische partielle Differentialgleichungen

12.4 Weiterfithrende Literatur . . . . . . . . . . .. ..

13 Anwendungsbeispiele

INHALTSVERZEICHNIS

225



INHALTSVERZEICHNIS ix

13.1 Soziologie . . . . . . . .. 225
13.2 Okonomie und Wirtschaft . . . . . . ... ... ... .. ... ....... 229
13.3 Parallele Anwendung verschiedener Methoden . . . . . . .. .. ... ... 230
13.3.1 Mean-Field Kontinuumsbeschreibung . . . . . . . .. .. ... ... 230
13.3.2 Exakte, Diskrete Losung des Problems . . . . . . ... .. .. ... 232

14 Computeralgebra mit Maple 235
14.1 Einfithrung . . . . . . .. oL 235
14.2 Eingabe . . . . . . L L e 236
14.3 Hilfe, Dokumentation online . . . . . . . . .. .. ... ... ... 237
14.4 Variablen, Zuweisung und Auswertung . . . . . . .. . ... .. ... ... 237
14.5 Eingebaute Funktionen und Prozeduren . . . . . . . . . . .. ... ... .. 240
14.6 Verzogerung der Auswertung, Numerik . . . . .. ... ... .. ... ... 244
14.7 Objektattribute . . . . . . . . ... 245
14.8 Weitere Datenstrukturen . . . . . . . . .. ..o oL 246
14.9 Lineare Algebra . . . . . . . . . L 248
14.10Grafik . . . . L 250
14.11Ein- und Ausgabe, Zusammenarbeit mit anderen Programmen . . . . . . . 252

14.12Weiteres . . . . . . o e e 253



INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Was heifit “Physik auf dem Computer”

In dieser Vorlesung soll gezeigt werden, wie man physikalische Fragestellungen mit dem
Computer angehen kann. Dies kann auf vielfdltige Weise geschehen:

e Schreibe die Diplomarbeit mit dem Computer
Alleine die Textverarbeitung ist nicht mehr aus dem wissenschaftlichen Leben weg-
zudenken — handgeschriebene Texte sind heutzutage nicht mehr akzeptabel (wie in
Pra-Computer Zeiten).

e Beniitze den Computer als besseren Taschenrechner
Man macht Physik auf althergebrachte Weise und schaltet den Computer nur im
Notfall ein. Je linger man mit dem Computer arbeitet, umso mehr Anwendungs-
moglichkeiten wird man finden: z.B. Grafik, Internet-Zugang oder schnelle Kom-
munikation via e-mail.

e Steuere Experimente mit dem Computer
Der Computer arbeitet auch nachts und ist viel ausdauernder als der fleissigste
Student oder Wissenschaftler. Die riesige Datenmenge, die bei Grofiexperimenten
anféllt ist von Menschen iiberhaupt nicht mehr zu bewaltigen.

e Werte experimentelle Daten aus
Hat man einmal einen Datensatz (z.B. Flugbahn eines UFOs), so kann man unzéhli-
ge Auswertungs-Operationen durchfithren: Aus der Flugbahn kann man extrapolie-
ren, wo das Flugobjekt herkam oder hinfliegt; Interpolation oder Glattung macht
aus einer Punktewolke ein glatte Funktion, von der man dann Ableitungen berech-
nen kann, um die Beschleunigung zu bestimmen.

1



2 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

e Lose physikalische Probleme mit dem Computer
Nur die wenigsten Fragestellungen in der Physik sind analytisch “mit Bleistift und
Papier” losbar. Es werden jedoch viele Prozesse in der Natur durch komplizierte,
nicht-losbare Differentialgleichungen beschrieben. Der Computer hilft z.B. solche
Gleichungen numerisch zu lésen (reales, nichtlineares Pendel) oder hilft bei der
analytischen Losung mit sog. “symbolischen” Programmiersprachen (z.B. MAPLE).

e Benutze den Computer fiir numerische “Experimente”

Zum Verstédndnis vieler physikalischer Probleme, kann man — im Gegensatz zum rea-
len Experiment — das System stufenweise vereinfachen, bis nur noch die essentielle
Physik iibrigbleibt. Verhélt sich das vereinfachte System ebenso wie das reale Sy-
stem, ist man dem Verstdndniss einen Schritt ndher gekommen, da man unwichtige
Effekte eliminiert hat. Man kann mit dem Computer sogar “unmogliche” Experi-
mente durchfiihren. Wissenschaftler untersuchen z.B. Quanten-Phénomene, Sonnen
oder sogar schwarze Locher u.v.m., also Systeme, die experimentell nicht zuginglich
sind.

In dieser Vorlesung werden wir uns vor allem auf die letzten drei Punkte konzentrieren.
Zuvor jedoch noch einige grundlegende Bemerkungen und Erklédrungen.

1.1.1 Vom Menschen zum Computer und zuriick

Am Anfang steht eine Idee oder ein zu l6sendes Problem. Der Forscher muf} dieses nun in
“Worte” fassen, die der Computer verstehen muf}; um bei der Lésung helfen zu konnen.
Eine geeignete “Sprache” nennt man Programmiersprache und die Befehle, die der
Computer ausfithren soll, Programm. Die Art und Weise, wie man das zu lésende
Problem formuliert, nennt man Algorithmus. Dieser hingt a-priori nicht von der Pro-
grammiersprache ab, auch wenn bestimmte Sprachen fiir manche Algorithmen besser
geeignet sein konnen als andere. Es gibt allerdings Abstufungen, was die Maschinennéhe,
bzw. Benutzerorientierung angeht. Besonders maschinennah sind Assemblersprachen,
ein flexibler und allgemeinerer Kompromiss sind héhere Programmiersprachen (C/C++,
PASCAL, FORTRAN) und besonders benutzernah (weil problemorientiert) sind Spra-
chen wie LISP und Interpreter wie MATHLAB oder MAPLE. Mit letzteren kann man
bestimmte Aufgaben ganz einfach l16sen, andere dagegen nur schwer.

Hat man dem Computer einmal beigebracht was man von ihm erwartet, so wird er das
entweder tun oder auch nicht. Er wird sich hdufig beschweren, dafi er die Sprache (Syn-
tax) nicht oder falsch versteht. Neben solchen formalen Fehlern gibt es natiirlich noch die
logischen Fehler, die schon bei der Formulierung des Problems auftreten. Diese miissen
natiirlich vom Programmierer selbst aufgespiirt werden; sie konnen hiufig dadurch vermie-
den werden, dafl man vor dem Programmieren sorgfiltig nachdenkt. Mit den Beschwerden
(und anderen Hilfsmitteln) kann man den Fehler im Programm lokalisieren und ausbiigeln
(debugging). Tut der Computer schliefilich was man von ihm will, so gibt er z.B. Zahlen
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auf dem Bildschirm aus, die man dann als Grafik darstellen kann. Das Gesamtschema ist
in Abb. 1.1 dargestellt.

o

Programmiersprache

\

Computer

Ausgabe pgien /

N

Grafik

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung der Interaktion zwischen Mensch und Computer

1.1.2 Das erste Beispiel

Wie oben erwdhnt steht am Anfang das physikalische Problem. Der Einfachheit halber
wahlen wir einen harmonischen Oszillator, also eine Masse die an einer Feder schwingt.
Ziel ist es — mit Hilfe des Computers — die Bewegung der Masse auf dem Bildschirm
darzustellen.

Feder k
Masse m

Abbildung 1.2: Harmonischer Oszillator

Zuerst mufl man das physikalische Problem genau spezifizieren. Wir gehen davon aus,
daf8 die Masse des schwingenden Korpers viel schwerer ist als die Feder (die Federmasse
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kann damit vernachléssigt werden). Weiterhin sollen keine externen Krifte, wie Gravita-
tion und Reibung wirken. Dann folgt aus Newtons zweitem Gesetz und der Hookschen
Beziehung fiir die Federkraft:

mi = —kx . (1.1)

Dabei ist k die Federkonstante, m die Masse, « die Auslenkung der Feder und % die zweite
Zeitableitung derselben. Die Losung dieser Gleichung ist analytisch moglich, und enthélt
zwei frei verfiighare Konstanten (hier die Phase ¢ und die Amplitude A), da es sich um
eine Differentialgleichung (DGL) zweiter Ordnung handelt,

z(t) = Asin(wt + 9) . (1.2)

Die Schwingungsfrequenz w? = % ist durch die physikalischen Parameter festgelegt. Setzt
man die Anfangsbedingungen z(0) = 2o und #(0) = vp in die Gleichung mit ¢ = 0 ein,

ergeben sich die Amplitude
Lo

= 1.3
sind ’ (1.3)

mit der Phase Low
tan§ = —— (1.4)

Vo

Alternativ kann man auch Anfangsort und -geschwindigkeit anstelle von Amplitude und
Phase verwenden.

Bis jetzt wurde die Hilfe des Computers noch nicht benétigt. Auflerdem wére es jederzeit
moglich die Lésung mit Hilfe eines Taschenrechners auf Millimeterpapier zu iibertragen.
Trotzdem wollen wir dieses Beispiel weiterfilhren um schrittweise die Vorgehensweise zu
verstehen.

Um eine Funktion z(t), Gleichung (1.2), in einem Programm verwenden zu kénnen muf}
sie diskretisiert werden, d.h. man berechnet sie zu verschiedenen Zeitpunkten ¢;, genauso,
wie man es machen wiirde, um sie auf Millimeterpapier zu zeichnen. Der Algorithmus
ist in diesem Fall denkbar trivial, er lautet namlich: Berechne die Funktion z(t) an den
Stiitzstellen tg, t1, ta, ..., t,. Ziel ist es nun, ein Computerprogramm zu schreiben, das
genau dies tut.

// Binde noetige Bibliotheken ein
#include<iostream>
#include<fstream>

// Definiere das Hauptprogramm
int main()
{
// Definiere das Feld x(t)
double x[1000], t; // Ausgabevariablen

// Anfangsbedingungen und Zustaende
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double A, delta; // A=Amplitude, delta=Phasenwinkel
double mass, kfeder; // mass=Masse, kfeder=Federkonstante
double t_max, dt; // t_max=Gesamtzeit, dt=Zeitintervall

// Parameter abfragen und einlesen

cout << "Amplitude ";  cin >> A;

cout << "Phasenwinkel "; c¢in >> delta;
cout << "Masse ", ¢in >> mass;
cout << "Federkonstante'"; cin >> kfeder;
cout << "Gesamtzeit ".  ¢cin >> t_max;
cout << "Zeitintervall "; cin >> dt;

double omega=sqrt(kfeder/mass);
// Nicht ANSI-Konform - besser waere:
// std::cout und std::cin anstelle von cout und cin

// Schleife von t=0 bis t=t_max

t=0.0;
for( int i=0; i<=t_max/dt; i++ ) // Schleife
{
x[i]=A*sin(omega*t+delta); // Berechne die Funktion
t=t+dt; // Gehe zur naechsten Zeit
}
// Ausgabe
ofstream outfile("harmon.dat"); // Oeffne Datei
t=0.0;
for( int i=0; i<=t_max/dt; i++ ) // Schleife
{
outfile << t << " " << x[i] << "\n"; // Ausgabezeile
t=t+dt; // Gehe zur naechsten Zeit
}
// Ende des Hauptprogramms
return O;

Die Bedeutung der vielen Symbole wird in den folgenden Kapiteln ausfiihrlicher erklart
werden. Zum Schreiben des Programms beniitzt man einen Editor (Textverarbeitung) wie
z.B. xedit, emacs oder xemacs. Das geschriebene Programm kann man dann als Datei
harmon. cc abspeichern, wobei die Endung . cc anzeigt dafl es sich um ein C++ Programm
handelt. Der Computer kann mit dem Programm alleine noch nichts anfangen, man muf
es erst in Maschinensprache iibersetzen, d.h. man compiliert es. Dies geschieht mit dem
Kommando g++ harmon.cc -o harmon, das die ausfiihrbare Datei harmon erzeugt. Diese
wird durch das Kommando harmon aktiviert und fragt dann nacheinander die Amplitude,
den Phasenwinkel, die Masse, die Federkonstante, die Gesamtzeit und das Zeitintervall
der Stiitzstellen ab. Hat man diese eingegeben, so erzeugt das Programm die Datei
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harmon.dat, mit z.B. folgendem Inhalt (bei Verwendung von A =1, § = 0, m = 1,
k = 10, Ausgabedauer ¢, = 1.5 und Zeitschritt d¢t = 0.1):

0 0 1 ; . . . : : .

0.1 0.310984 : ! hamon.dar -+
0.2 0.591127 08T ’ v 1
0.3 0.812649 o6 | . . ]
0.4 0.953581

0.5 0.999947 I ) )
0.6 0.947148 02 ]
0.7 0.800422

0.8 0.574318 or + I
0.9 0.291259 02} ]
1 -0.0206835 .

1.1 -0.330575 o4 1
1.2 -0.607684 06 | X ]
1.3 -0.824528 Wl _
1.4 -0.959605 *

1.5 -0.999519 o 02 o 00 o ) 12 ;4 T 1s

Abbildung 1.3: Grafische Darstellung der zweispaltigen Zahlenreihe auf dem Bildschirm.
Die erste Spalte definiert die z-, die zweite die y-Koordinate der Punkte.

Diese Zahlenkolonne (2 Spalten) kann man nun mit dem Programm gnuplot auf den
Bildschirm zeichnen. Nach Eingabe des Kommandos gnuplot erscheint eine Meldung des
Programms und der sog. Prompt: ‘>’. Dann gibt man den Befehl

plot "harmon.dat" ein und wird die Grafik, wie in Abb. 1.3, auf dem Bildschirm erschei-
nen sehen. Dieses Beispiel kann zusammen mit anderen in der ersten Ubung ausprobiert
werden.

1.2 Programmier-Philosophie

Man kann verschiedene Programmiersprachen fiir ein Problem verwenden. Je nach Ent-
wicklungsstufe und Spezialisierungsgrad sind die Sprachen mehr oder weniger benutzer-
freundlich. Manche Sprachen eignen sich besonders fiir spezielle Aufgaben. Es ist im
Prinzip egal, welche Sprache man verwendet, jedoch erspart die richtige Wahl unter
Umsténden Zeit und Miihe.

Eine Programmiersprache wie C++ hat die denkbar grofite Komplexitiat und Flexibilitét,
und findet heutzutage die breiteste Anwendung bei Programmierern. Bei Stellenangebo-
ten werden sehr hiufig Kenntnisse in C++ gefordert. Auflerdem sind viele immer wieder
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vorkommende Aufgaben mit existierenden Tools leicht zu losen. Aus diesen Griinden wird
im folgenden die Syntax von C++ verwendet.

Unabhéngig von der Syntax (dem Vokabular) der Programmiersprache C++ kann man
jedoch Aussagen zum Programmierstil machen. Wenn das Ziel ist, ein Problem schnells-
tmoglich zu 16sen, wird man zwar kurzfristige Erfolge erzielen, langfristig aber feststellen,
daf} viele Nachteile gegen eine “quick and dirty” Methode sprechen. Der Programmcode
ist schon nach wenigen Tagen unverstédndlich geworden, weil man nicht von der Méglich-
keit gebraucht macht, Kommentare einzubauen. Deshalb ist das Programm nahezu
unverstiandlich fiir andere und ist dadurch nicht wiederverwendbar. Man kann die schnel-
le Methode also als “write-only” bezeichnen.

Ziel soll es jedoch sein “write-and-read” Programme zu schreiben, die man auch im
nichsten Monat noch verstehen und benutzen kann (wenn man es fiir eine neue Ubungs-
aufgabe bendtigt). Dazu gehort eine konsistente Schreibweise, die man sich leider erst
durch Erfahrung angewohnt. Deshalb bietet es sich an, sich ein System auszusuchen und
dieses beizubehalten. Ein optisch iibersichtliches Programm hilft bei Anderungen und
beim Verstehen ebenso wie hdufige kurze Kommentare. Man sollte auch Dinge kommen-
tieren, die im Moment klar erscheinen, denn schon bald kann das nicht mehr der Fall
sein.

1.3 Geschichte der Programmierung mit C+-+

C wurde in den 70er Jahren von K. Thompson, B. Kernighan und D. Ritchie zusammen
mit dem Betriebssystem UNIX eingefiihrt. Es war als typisierte Sprache zur strukturierten
Programmierung konzipiert. Der ANSI Standard wurde 1988 als ANSI-C festgelegt.

C++ ist als Erweiterung von C zu sehen, die zwischen 1983 und 1985 von B. Strous-
trup propagiert und eingefithrt wurde. Neben dem Ziel, eine objektorientierte Sprache
zu erschaffen, war auch eine Abwirtskompatibilitidt zu C erwiinscht. Deshalb ist C als
Teilmenge von C++ anzusehen. Der ANSI Standard fiir C++ wurde erst im Juni 1998
festgelegt. Dieses Skript hélt sich noch nicht ganz daran, da auch die meissten benutzten
Computer noch nicht ANSI-C++ “sprechen”. Im Rahmen dieser Vorlesung werden wir
C—++ als ein “besseres” C verwenden und einige dubiose Eigenschaften von C vermeiden.

Griinde fiir die Verwendung von C++ sind Systemunabhéngigkeit, Erweiterbarkeit, Wie-
derverwendbarkeit und Robustheit. Die Bedeutung dieser Begriffe wird aber erst klar,
wenn man ldnger mit der Sprache arbeitet.

Ziel dieser Vorlesung ist es nicht, perfekt C++ zu programmieren! Dazu gibt es Spezi-
alkurse und Biicher, auf die unten verwiesen wird. Stattdessen soll erlernt und vertieft
werden, wie man physikalische Fragestellungen erkennt, in ein Programm formuliert und
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schliellich mit Hilfe des Computers beantwortet.

1.4 Anwendungsbeispiele

Im Laufe der Vorlesung wird nach einer

e Einfiihrung in die Programmierung (Syntax C++),

e die numerische Differentiation, Integration und Interpolation,
e die Losung von Differentialgleichungen (Pendel, Planeten),

e der dichtlineare Oszillator, Chaos, dann

e Zufallszahlen, Monte-Carlo Methoden, Gittermodelle und

e Fouriertransformation (FFT)

behandelt.

1.5 Literatur

Als weiterfithrende Literatur empfehlen wir die Manuals des Rechenzentrums fiir C, C++
und UNIX, die sich durch ein hervorragendes Preis-Leistungs Verhéltnis auszeichnen. Ein
Nachschlagewerk fiir numerische Methoden ist das Buch Numerical Recipes von William
H. Press, Saul A. Teukolsky, William T. Vetterling und Brian P. Flannery, Cambridge
University Press. Daneben gibt es mehrere — hiaufig englischsprachige — Werke, wie z.B.:
o S. E. Koonin, Physik auf dem Computer, Oldenburg Verlag

o H. Gould, I. Tobochnik, Introduction to Computer Simulation Methods, Addison Wesley
o D. W. Heermann, Computer Simulation Methods, Springer

o W. Kinzel, G. Reents, Physics by Computer, Springer



Kapitel 2

Grundlagen von C++

Wie am Beispielprogramm in der Einfiihrung zu sehen, besteht ein Programm aus den
unterschiedlichsten Elementen und Konstrukten. In den folgenden Abschnitten werden
nach und nach die grundlegenden Sprachelemente vorgestellt.

2.1 Sprachkonstrukte

Das erste Konstrukt sind Kommentare. Sie haben keinen Einflufl auf den Programmablauf
(oder den Computer), sondern sollten lediglich zum besseren Verstindnis des Programms
eingefiigt werden. Als Kommentar wird jener Text angesehen, der rechts der Zeichen ‘//’
steht.

Das zweite wesentliche Element sind Daten, also z.B. die physikalischen Parameter die man
dem Computer zur Berechnung gibt, Konstanten wie die Zahl 7, oder Indices ¢t =1, ..., n,
die zum Zéihlen verwendet werden. Man mufl dem Computer zuerst mitteilen, welche
Daten, Variablen und Konstanten man benotigen wird.

Operatoren und Funktionen sind nétig, um Daten zu manipulieren. Beispiele fiir Operato-
ren sind die Grundrechenarten, Beispiele fiir Funktionen sind trigonometrische Funktionen
wie Sinus und Cosinus. Funktionen sind nicht nur Sprachkomponenten, sondern kénnen
auch vom Programmierer dazu verwendet werden, hdufig wiederkehrende Manipulationen
zusammenzufassen und dadurch iibersichtlich ins Programm einzubauen.

Wichtig ist, dafl das sog. Hauptprogramm im Prinzip ebenfalls eine Funktion ist, die im-
mer main genannt werden muf. Der Beginn und das Ende einer Funktion sind durch ‘{’
und ‘}’ gekennzeichnet.

Die daneben wichtigsten Sprachelemente sind diejenigen fiir die Kommunikation zwischen
Benutzer und Computer, kurz die der Ein- und Ausgabe, die hdufig auch mit der aus dem

9
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Angelséchsischen abgeleiteten Abkiirzung I/O fiir Input/Output belegt werden. Im Spra-
chumfang von C/C++ sind genormte Bibliotheksfunktionen enthalten, die die Ausgabe
auf den Bildschirm oder in Dateien regeln. Ebenso wird die Eingabe per Tastatur, Maus
oder andere angeschlossene Geréte (externe Mefigerite, Trackball, etc.) behandelt. Dies
wird durch spezielle Bibliotheken erledigt, die je nach der vorhandenen Rechnerhardware
und -software verschieden sein kénnen und daher auch nicht allgemein behandelt werden
kénnen.

Wie man sieht, sind Dateien eine zweigleisige Moglichkeit mit einem Programm zu kom-
munizieren und Daten sowohl ein- als auch auszugeben.

Zuletzt seien noch Organisations-elemente erwdhnt, die nicht direkt zur Programmier-
sprache gehoren, sondern von einer Vorstufe des Compilers verarbeitet werden, dem sog.
Priprozessor. Diese Organisationselemente erlauben es, uniibersichtliche Programmele-
mente auszulagern oder Programmteile einfach auszublenden.

Das einfachste denkbare Programm gibt den Text “Hello World!” auf den Bildschirm aus:

#tinclude <iostream>
using std::cout;

int main()

{
cout << "Hello World!\n" ; // print a string to the screen
return O;

e Die erste Zeile #include <iostream> holt die Definitionen aus der Standard-Biblio-
thek. Diese ist nétig fiir die Ein- und Ausgabe von Daten und Text. Diese Zeile
mufl am Anfang eines jeden Programms stehen, das I/O Operatoren wie z.B. ‘cin’,
‘cout’, ‘<<’ oder ‘>>’ enthilt.

e Die Anweisung using std::cout importiert das Symbol cout aus dem Namens-
raum std. Namensrdume werden in C++ benutzt, um Algorithmen in verschiede-
nen Bibliotheken voneinander zu trennen. Ein cout aus anderen Namensrdumen
(evtl. selbst definierte) kann nun nicht mehr verwendet werden. Wir werden hiufig
auf die C++-Standardbibliothek zuriickgreifen, die den Namensraum std benutzt.
Zur Benutzung von C-Funktionen ist keine using-Direktive notig.

e main() ist eine Funktion vom Typ int. Jedes Programm besteht aus zumindest
dieser einen Funktion, kann aber auch aus einer beliebigen Anzahl zusammengesetzt
sein. Dabei verliert main() allerdings nie seine besondere Rolle.

e return 0 gibt den Wert 0 an das aufrufende Programm, also in diesem Fall an
das Betriebssystem zuriick. Man kann von Null verschiedene Werte verwenden um
Fehler oder Erfolg der Funktion anzuzeigen.
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e Die Klammern {} schliefen das Hauptprogramm, eine Funktion, oder allgemeiner,
Programm- Blécke ein. Zu jeder Beginn-Klammer { gehort eine Ende-Klammer }.

e Die Klammern () umschlieflen eventuelle Argumente, die an main {ibergeben wer-
den.

e Die Anfithrungszeichen "..." umschliessen Text (Feld von char’s).
e Die Zeichenkombination ‘\n’ fithrt bei der Ausgabe zu einer neuen Zeile.

e cout bezeichnet das Standard-Ausgabe Medium, im Normalfall also den Bildschirm.
Im ANSI Standard wiirde man an dieser Stelle std: : cout verwenden.

e Die Zeichenkombination << wird als Ausgabeoperator benutzt und gibt alles rechts
von ihr stehende “nach links”, auf cout, also auf dem Bildschirm aus.

e Jede Anweisung mufl mit einem Strichpunkt ;’ beendet werden, denn eine (optisch)
neue Zeile im Programm wird vom Compiler nicht als neues Programmelement er-
kannt. Man trennt einzelne Befehle also durch ‘;’, sollte aber vermeiden, dies in-
nerhalb einer Zeile zu tun. Das Semikolon hat die Funktion der Trennung zweier
Anweisungen, daher steht es nicht am Ende von Anweisungsblocken, die durch ge-
schweifte Klammern {} gekennzeichnet sind.

2.2 Kommentare

Kommentare werden durch // eingeleitet und erstrecken sich bis zum Ende der Zeile.
Zeilenumbriiche werden ansonsten wie Leerzeichen behandelt und haben keine syntak-
tische Relevanz. Die C-Kommentarsyntax /* comment */ gilt auch weiterhin in C++.
/* */ Kommentare lassen sich nicht schachteln, und sind daher zum “Auskommentieren”
groflerer Programmbereiche ungeeignet. Falls ndmlich im auskommentierten Programm-
bereich bereits ein C-Kommentar vorhanden gewesen sein sollte, so wird die erste schlies-
sende */-Kombination den gesamten Kommentarbereich beenden und vermutlich dazu
fiihren, dafl ein Teil des Programmes wieder eingeblendet wird.

Grofle Programmbereiche sollten mit Préprozessordirektiven ausgeblendet werden (ge-
kennzeichnet durch #). Auch sollte man C++-Kommentare in Zeilen vermeiden, die
Praprozessordirektiven enthalten, da der Préprozessor aus C-Zeiten moglicherweise nur
C-Kommentarsyntax korrekt behandelt.

#if 0 /* get rid of the main program for the moment */
int main()
{ // main is THE keyword, the program starts here

for ( int i=0 /* loop variable */; i< 10 ; i++ )
{ // for loop
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; // do nothing else
} // end of the for loop

}
#endif /* end of getting rid of main... */

2.3 Datentypen, Variablen, Konstanten

2.3.1 Grundlegende Datentypen und Deklaration

Die grundlegenden, eingebauten Datentypen von C++ sind bool, char, int, float,
double. Diese Datentypen werden besonders effizient vom Computer bearbeitet.

Der Typ bool wird fiir die Resultate von Vergleichsoperationen (2.5.3) benutzt. Er kann
die Werte true oder false besitzen. Weiterhin ist er frei in den int Datentyp umwan-
delbar, wobei true einer 1 und false einer 0 entspricht. Diese Umwandlung stellt die
Aufwirtskompatibilitdt zu alten Programmen her, die statt bool einfach int’s verwende-
ten. Einige einfache Deklarationen sind:

bool test; // declare test

test =(0 < 5); // comparison with result true
// test is set to true

int i(test); // i is declared and set to 1

Die Initialisierung/Konstruktion einer Variablen kann in der Form type variable = ty-
pe_constant oder dquivalent durch type variable(type_constant) erfolgen. Das Gleichheits-
zeichen an dieser Stelle ist keine Zuweisung, da die Variable gerade erst ins Leben gerufen
wird und nicht bereits im Programm existiert.

Der Typ int ist der Datentyp, der auf der jeweiligen Maschine vom Compilerschreiber als
der fiir die Verarbeitung integraler Daten als “geeignetster” empfunden wurde. Uber seine
Grofle ist im Standard nichts festgelegt. Mit Hilfe des sizeof Operators kann man seine
Grofle in Einheiten der Grofle eines char erfragen, der gleichzeitig der kleinste Datentyp
ist. Ein char wurde vom Compilerschreiber als der fiir Einzel(schrift)zeichen geeignete
Typ gewéhlt. Verschiedene Rechner unterstiitzen noch weitere ganzzahlige Datentypen,
z.B. neben 32-bit int auch 16 oder 64-bit grofle Variablen. Diese lassen sich ggf. Dekla-
ration von short und long oder gar (nicht ANSI konform) long long ansprechen. Nach
diesen Schliisselworten darf int fehlen. Man beachte, dafl eine Integer-Variable, immer
einen ganzzahligen Wert hat — auch wenn man ihr eine reelle Zahl zuweist. Beispiele fiir
integer Deklarationen sind:

bool test; // declare test
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test =(0 < 5); // (see above)
int i(test); // i is declared and set to 1
int j=0; // j is declared and set to O
long 1, n, m; // 1, n, and m are declared "long"
short sl, s2; // sl and s2 are declared "short"
cout << sizeof(test) << " "
<< gizeof(i) << " "
<< gizeof(l) << " "
<< sizeof(sl) << "\n"; // check size of: test, i, 1, si
// Note: this is not guaranteed
// on my machine I get: 8 4 8 2
// ANSI should give: 1 (for bool)
i= 37;
j = 3.5674; // ATTENTION
cout << i << " " << j << "\n"; // this leads to: 37 3

float und double sind Gleitkommatypen einfacher und doppelter Genauigkeit, die zu
numerischen Zwecken geeignet sind. long kann zur Modifikation von double verwendet
werden, um vierfache Genauigkeit zu erhalten (falls diese unterstiitzt sein sollte). Die
exakte Gleitkommarepréisentation ist abhingig von der Hardware-Unterstiitzung. Es ist
heute (1998) iiblich, fiir doppeltgenaue Gleitkommazahlen zumindest die Grundrechenar-
ten innerhalb der CPU in Rechnerhardware durchzufiihren. Einfachgenaue Zahlen miissen
dazu erst in doppeltgenaue gewandelt werden. Aus diesem Grund und der allgemein ho-
hen Anforderungen numerischer Rechnungen sollte man float nur noch dort verwenden,
wo dies durch z.B. Speicherplatzbeschrinkungen erfordert wird.

C/C++ legt nichts tiber die wirkliche Reprisentation der Variablen im Speicher fest. Ins-
besondere ist der Speicherbedarf einer Variablen nicht definiert, es gelten aber immer die

Beziehungen:

1 = sizeof(char) = sizeof(bool) < sizeof(short) < sizeof(int) =
sizeof (unsigned) < sizeof(long)

und

sizeof(float) < sizeof(double) < sizeof(long double)

Im allgemeinen sind auf UNIX-Arbeitsplatzrechnern int-Variablen 32, short 16 und char
8 bit lang. Doppeltgenaue doubles erfordern 64 bit, float 32 bit. Die wirklichen Werte
kénnen jedoch im Prinzip sogar von Compiler zu Compiler verschieden sein!

Die folgenden Beispiele deklarieren verschiedene Datentypen.

#include <string>
using std::string;
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char cl = 'x7; // one character: ’x’
char c2[] = "hello"; // text array with 5 characters
//  (note: length is 6 due to added ’\0’)
string str("hello"); // the C++ way, arbitrary length strings
//  (note: length is 5 - no added ’\0’)
char c3 = ’\n’; // the new-line character
int i_var; // integer variable with name i_var
long int il_var = 1L; // long constant
short is_var; // short integer variable (int per default)

double d_var = 34.2; // real number 34.2 with double precision

Bei char Variablen ist zu beachten, daf einzelne Zeichen mit einem einfachen ’ einge-
schlossen werden konnen, lingere Zeichenketten jedoch mit dem doppelten " begrenzt
werden miissen. Die Variablen c1 und ¢3 haben beide die Linge Eins, wohingegen die
Zeichenkette "hello" im “Feld” c2 abrufbar ist und die Lénge Sechs hat, da automatisch
ein Zeichenkettenende ’\0’ angefiigt wird. (Die Definition char ¢2 = ’hello’; fiihrt
zu einer Fehlermeldung). Flexibler ist die C++ Methode, strings zu benutzen, die den
Zeichenkettenterminator >\0’ nicht benétigen.

Variablendeklaration sind in C++ nicht auf den Anfang eines Blockes beschrankt (wie in
C), sondern koénnen tiberall erfolgen, wo die Variable erstmals an einer Stelle auftaucht und
wo auf sie zugewiesen werden kann. Wichtig ist insbesondere die Deklaration innerhalb
einer for(;;) Schleife

double a;

cin >> a; // input a via keyboard

int i_trunc = a; // throw away the fractional part
for ( int i=0; i < i_trunc; i++ )

{

}

Im obigen Programm ist i auferhalb der for(;;) Schleife (d.h. nach der letzten zu-
gehorigen geschlossenen Klammer, oder der letzten Anweisung des Schleifenkorpers) nicht
mehr existent.

Zusammenfassung

(i) Deklarationen konnen an fast beliebiger Stelle im Programm stehen

(ii) Initialisierung erfolgt in () oder = Form; es findet keine Zuweisung sondern eine In-
itialisierung statt!

(iii) sizeof (type) kann eingesetzt werden, wenn die Grofle eines Typs im Programm be-
kannt sein muf, dies ist fiir die Portabilitidt zwischen verschiedenen Rechnern interessant.



2.3. DATENTYPEN, VARIABLEN, KONSTANTEN 15
2.3.2 Variablenattribute

Neben den Attributen short, long kénnen ganzzahlige Variablen noch durch signed und
unsigned modifizert werden, die andeuten, dafi entweder ganze (€ Z) oder natiirliche
Zahlen (€ Np) repriisentiert werden sollen. Gleichermafien kann auch hier das int der
Typdeklaration entfallen.

2.3.3 Lebensdauer und Lage der Variablen im Systemspeicher

auto Falls keine weitere Angabe erfolgt, sind Variablen automatic. Dies bedeutet, daf§
sie angelegt werden, sobald das Programm iiber die Zeile lduft, in der sie deklarariert sind.
Sobald das Programm den Block verldsst, in dem sie deklariert sind, wird der zugehorige
Speicher wieder freigegeben. Der Block ist im allgemeinen das innerste die Variable um-
schlieende Paar geschweifter Klammern, oder wie im Fall der in den ()-Bereichen von
Anweisungen wie for(;;) deklarierten Variablen, das Ende dieser Anweisung. In diesem
Fall wird der Speicherplatz freigegeben, sobald diese Anweisung vollstindig abgearbeitet
ist. Variablen dieser Art werden vom Compiler meist im sogennanten Stack-Bereich des
Programmes angelegt.

Der Inhalt einer solchen Variable ist zufillig, wenn sie nicht explizit im Programm in-
itialisiert wurde. Da dies zu subtilen Fehlern fiihren kann, sollte man solche Variablen
immer entweder durch eine explizite Initialisierung auf einen passenden Wert setzen oder
moglichst unmittelbar vor der ersten Verwendung deklarieren (so daf sichtbar ist, dafi die
Variable angemessen — z.B. in einer Eingabe — verwendet wird).

static Das Schliisselwort static bewirkt, dafl eine Variable wéhrend der gesamten
Programmlebensdauer existiert. Diese Variablen werden vom Compiler vor Programmbe-
ginn meist auf dem heap-Speicher angelegt und, sofern nicht anders angegeben, auf den
Wert 0 initialisiert. Eine static Variable innerhalb einer Funktion hat daher den Inhalt
0, wenn die Funktion das erste Mal angesprungen wird und behélt zwischen Funktionsauf-
rufen den jeweils zuletzt zugewiesenen Wert. Eine automatische Variable wird hingegen
jedes Mal neu angelegt und ggf. initialisiert. Die folgende Funktion zdhlt, wie hiufig sie
aufgerufen wurde, und gibt diesen Wert zuriick:

int £O{
static int count; // O at first function call
return ++count; // increment before use as return value

// (i.e. returns one on the first call)
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const Variablen, die const erkldrt werden, diirfen nach der Initialisierung nicht mehr
verdndert werden. Dies kann dazu dienen, in einen Namensraum Konstanten einzufiihren.
Der Compiler kann diese u.U. bereits zur Compilezeit wegoptimieren. Diese Technik ist
der unter C weitverbreiteten Gewohnheit, solche Ersetzungen durch den Préprozessor
machen zu lassen, vorzuziehen, da der Praprozessor keine Typeniiberpriifung vornehmen
kann. Die konsequente Benutzung von const erlaubt dem Compiler weitere Optimie-
rungen, so dafl man Variablen und Funktionsargumente sorgfiltig darauthin iiberpriifen
sollte, ob es moglich, sie als const zu erkldren.

100;
3.1415926; // When including cmath on can
// use the predifined constant M_PI

const int Size
const double Pi

volatile dient dazu, den Compiler darauf hinzuweisen, dafl eine Variable ihren Wert
dndern kann, auch ohne dafl eine Zuweisung oder ein anderweitiger Programmzugriff er-
folgt ist. Dies Verhalten ist typisch fiir hardware-Register, die im Adreffiraum des Program-
mes liegen. Der Compiler mufl in diesem Fall von zu agressiver Optimerung abgehalten
werden.

2.3.4 Felder

Felder dienen der Zusammenfassung mehrerer Variablen gleichen Typs in einem zusam-
menhingenden Speicherbereich. Auf die einzelnen Elemente des Feldes kann mit Varia-
blen eines ganzzahligen Typs als Index zugegriffen werden. Sie erlauben einen direkten
Zugriff auf grofle Datenmengen und werden in Programmiersprachen verwendet, um z.B.
Matrizen zu implementieren, viele Daten gleichen Typs und gleicher Bedeutung zu spei-
chern und z.B. einfache Such-Operationen zu ermdglichen. Hiufig (aber nicht immer) ist
das Vorkommen einer indizierten Variable in einer mathematisch-formalen Beschreibung
eines Problems ein Hinweis darauf, dafl diese in einem Computerprogramm durch ein Feld
reprisentiert werden kann.

Felder werden in C/C++ mittels [1 deklariert. Gleichzeitig dient dieser Operator auch
zum Zugriff auf Feldelemente. Felder beginnen in C/C++ immer mit dem Index 0, der
letzte giiltige Index hat daher den Wert der um Eins verringerten Gréfle des Feldes. Mehr-
dimensionale Felder werden durch mehrfache, nicht verschachtelte []1-Paare deklariert.

Felder haben in C/C++ feste Groflen, d.h., daf die in Klammern stehende Feldgrofie ein

Ausdruck sein muf}, der nur Konstanten oder zum Zeitpunkt der Compilation feststehende
const deklarierte Variablen umfafit.

#include <string>
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using std::string;

// array of 20 int’s
int a[20];

// array of three strings, initialized to some values:
string stra2[] = { "Matthias", "Stefan", "Oliver" };

// two dimensional array of 20x30 elements of int type
int ia[20][30];
// initialization in a for loop
for ( int i=0; i < 20; ++i )
for ( int j=0; j < 30; ++j )
ialil[j] =1 * j;

Wir werden spéter noch sehen, daf§ zwischen Feldern und den Zeigervariablen (Pointern)
in C/C++ ein sehr enger Zusammenhang besteht, der uns an der Stelle auch erlauben
wird, “dynamische” Felder anzulegen, d.h. solche, deren Grofie erst wahrend der Laufzeit
des Programmes, zum Beispiel durch eine Benutzereingabe, ermittelt wird und ggf. auch
dynamisch geédndert werden kann.

2.4 Kontrollstrukturen

Fiir die Umsetzung von Algorithmen in einer bestimmten Programmiersprache ist es es-
sentiell, dal diese Sprache Kontrollstrukuren aufweist, die in der Lage sind, bestimm-
te Anweisungsblocke nur unter bestimmten Bedingungen oder mehrfach zu durchlaufen.
Die in C (und C++) meistverwendeten Kontrollstrukturen sind das if-Statement zur
bedingten Ausfiilhrung und die for-Schleife zur Wiederholdung von geblockten Anwei-
sungen. Daneben existieren noch die abweisenden while()- und die nichtabweisenden
do{...}while() Schleifen, das switch()...case:-Statement, das aufgrund des Inhalts
einer Variablen einen auszufiihrenden Block anspringt und die unbedingte Sprunganwei-
sung goto, die sich manchmal sinnvoll dazu verwenden 1&8t, aus tief verschachtelten
Schleifen herauszuspringen.

2.4.1 if-Anweisung

Die if-Anweisung dient dazu, bestimmte Programmteile nur unter bestimmten Bedin-
gungen zu durchlaufen. Eine solche Anweisung kann, muf} aber keinen else-Teil enthal-
ten, der durchlaufen wird, wenn der Bedingungsteil false ist. Der else Teil kann aus
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beliebig vielen else if und einem else bestehen. Sowohl if, else if, als auch else-
Zweige konnen entweder einzelne Anweisungszeilen (abgeschlossen durch Semikolon) oder
in Klammerpaare {} gesetzte Anweisungsblocke sein. Ein else-Block bezieht sich immer
auf die gerade vorstehende, aktuelle if-Anweisung. Im folgenden Beispiel ist die zweite
if-Anweisung ein einzelnes Statement im else-Teil der ersten.

#include<iostream>
using std::cout;
#include<cmath>

/] ...

// solution of quadratic equations x"2 + px +q =0

double p= 2., g= 3.; // or other values
double soll, so0l2;
double p= 2., g= 3.; // or other values

double soll, so0l2;
double root_arg = 0.25%p*p - q; // calculate the argument for the root

if ( root_arg > 0. ) { // begin of if-block
soll = 0.5%p + sqrt(root_arg);
sol2 = 0.5%p - sqrt(root_arg);

} // end if-block

else if ( root_arg < 0. ) // ’error’ condition, ’else’ part
cout << "no real solution exists";

else // refers to last if(root_arg < 0.)
soll = sol2 = 0.5 * p; // assignment from right to left

if ( soll > 0. )
cout << '"graph cuts positive x-axis";
// ok, else branch missing

2.4.2 Ternérer ?7:-Operator

Als Einschub und der Vollstdndigkeit halber soll hier der ternidre Operator ?: behandelt
werden. Terndr bedeutet, dafi der Operator drei Argumente benétigt. Dieser kann dazu
dienen, innerhalb von Ausdriicken Teilausdriicke bedingt auszuwerten.

inline int abs(int number) {
// compute absolute value
return number > 0 7?7 number : -number;
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}

Ist der vor dem Fragezeichen stehende Ausdruck true, so wird der Teilausdruck vor dem
Doppelpunkt, sonst derjenige nach dem Doppelpunkt ausgewertet. Der resultierende Typ
der beiden alternativen Ausdriicke muf gleich sein. Aufgrund der geringen Prioritit dieses
Operators und zur Verdeutlichung der Zusammengehorigkeit der Teilausdriicke sollte man
sich angewohnen, grofiziigig Klammern zu setzen.

int il = 3>470:1; // it is 1

int i2 =3%x (3>470:1); // i1.3 is 3

int i3 =3 % 3>4 70 : 1; // 1i2_3 is 0, since * binds
// stronger than >

Dieser Operator kann immer durch eine if-Anweisung vermieden werden, kann aber in
vereinzelten Situationen klarer sein. Da er anderenfalls eine der zahlreichen Moglichkeiten
in C/C++ ist, seine Programme fiir andere erfolgreich unlesbar zu gestalten, sollte man
ihn sparsam einsetzen.

2.4.3 (do) while-Schleifen

Schleifen, die mit while gebildet werden, werden so oft durchlaufen, bis die Bedingung
im Bedingungsteil der Anweisung nicht mehr erfiillt ist. Sollte diese Bedingung bereits
falsch sein, wenn das Programm auf die while-Schleife trifft, so wird der Schleifenkérper
nicht durchlaufen.

char c¢=0; // ’loop initialization’
while( ¢ != ’y’> && c != ’n’ ) // first time c¢==0, so we enter the loop
std::cin >> c; // can also be a block in { }

Das obige Beispiel erfordert die Initialisierung der Zeichenvariablen mit einem Wert, so dafl
die Schleife auf jeden Fall durchlaufen wird. In solchen Fiéllen ist hdufig die Verwendung
einer nicht abweisenden Schleife mit do ... while(...) intuitiver:

char c;
do {
std::cin >> c;
} while( ¢ != 'y’ && c !'= ’'n’ );
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2.4.4 for-Schleifen

Wie sich oben bereits andeutete, enthalten Schleifen neben der Abbruchbedingung héufig
noch einen Schleifeninitialisierungsteil und moglicherweise Anweisungen, die den Wahr-
heitsgehalt der Schleifenbedingung beeinflussen und jedesmal wihrend eines Durchlaufes
ausgefiihrt werden.

Bei der Arbeit mit Feldern benétigt man haufig Schleifen, die die Feldelemente einzeln
ansprechen. Solch eine Schleife, programmiert mit while, konnte etwa so aussehen:

const int Size = 20;

/] ..
int a[Size];
/] ..
int i=0; // loop initialization
while ( i < Size ) { // loop condition, rejecting if false
alil = 1i;
i++; // loop control, performed after each pass
}

Zur Abkiirzung 148t sich in diesem Falle for(;;) verwenden. Die folgende Konstruktion
mit for ist der obigen (bis auf den Sichtbarkeitsbereich der Variablen i) vollstindig
dquivalent, aber iibersichtlicher und kiirzer.

int a[20];
// ..
for( int i=0; i < 20; i++ )
alil = i; // work on elements O .. 19

Diese Formulierung besitzt zwei Vorteile. Erstens ist die Schleifenkontrolle in den drei
durch Semikolon getrennten Teilen der for-Anweisung gut sichtbar zusammengefafit und
nicht iiber den Schleifenkorper verstreut. Zweitens ist der Verwendbarkeitsbereich der
Variablen i auf die Schleifenkontrollstruktur und den Schleifenkérper beschrankt.

2.4.5 break und continue

Aus einer einzigen nicht verschachtelten Ebene einer mittels for oder while gebildeten
Schleife kann man durch die Benutzung von break herausspringen. Die Schleifenbearbei-
tung wird abgebrochen und das Programm direkt nach der Schleife fortgesetzt, ohne noch
weitere Kontrollanweisungen oder Schleifentests zu beachten. Das break kann also z.B.
dazu dienen, Schleifen friihzeitig abzubrechen oder “Endlosschleifen” zu verlassen.
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// copy input to output
while( true ) {
char c;
cin >> c;
if ( cin.fail() ) break; // end of input or something wrong
cout << ¢;

Die continue Anweisung bewirkt, daf die Bearbeitung des Schleifenkérpers an dieser Stel-
le abgebrochen und dann je nach Art der Schleife bei der Kontrollanweisung (for(;;)),
bzw. dem Schleifentest ((do{}) while()) wieder aufgenommen wird.

#include <cmath> // for sqrt() function

double a[20];

/] ...

double sum_sqrt=0.;

for( int i=0; i < 20; i++ ){
if ( a[i]l < 0. ) continue; // work on next element
sum_sqrt += sqrt( al[i] );

3

Es sei nochmals betont, dafl sich continue und break nur auf die innerste Schleifene-
bene beziehen und nicht dazu benutzt werden kénnen, tiefer verschachtelte Schleifen zu
verlassen.

2.4.6 goto-Anweisung, Labels

Zu dem Zweck, tiefer verschachtelte Schleifen zu verlassen, kann die goto Anweisung
benutzt werden.

void £ {
int a[20][30];

for( int i=0; i<20; i++ )
for( int j=0; j <30; j++ )
if ( alil[j] == 42. ) // found the answer
goto end_of_loop; // multi level break
end_of_loop: // label, we jump here from inside the loop
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Der Label (Name) end_of_loop kennzeichnet das Sprungziel des goto. Der Name des
Sprungzieles kann innerhalb des Funktionskorpers frei gewédhlt werden und wird durch
einen Doppelpunkt abgeschlossen. Das Problematische an goto-Anweisungen ist, dafl
man einem Label nicht ansehen kann, von wo aus sie mit goto angesprungen werden.
Auflerdem erzwingt haufig die Verwendung eines goto die Verwendung mindestens eines
weiteren. Im obigen Beispiel miiffite vermutlich nach der Schleife eine Behandlung des
“nicht-gefunden” Falles anschlieflen und man miifite dann das Ansprungziel des goto mit
einem weiteren goto umgehen. Besser setzt man oben eine Variable found auf einen
bestimmten Wert und benutzt diesen dann in weiteren Verzweigungsanweisungen.

Mit goto diirfen lokale Blocke/Klammerebenen verlassen, aber nicht betreten werden.
Man darf beispielsweise nicht vom if-Teil einer Entschiedung in den else-Teil springen,
oder von auflen in einen Block/Schleifenkérper hinein. Ebenso darf der Kontext einer
Funktion nicht verlassen werden.

Programmierweisheit besagt: goto’s kénnen immer vermieden werden (im Prinzip durch
Ersetzen des goto durch die Anweisungen nach dem Sprungziel), sind allerdings in selte-
nen Einzelfillen bei der Strukturierung hilfreich.

2.4.7 switch-Anweisung

Ein gezihmtes goto ist die switch-Anweisung, die je nach Wert einer ganzzahligen Varia-
blen verschiedene Sprungziele einer direkt anschlielend mit case-Anweisungen gebildeten
Liste auswdhlt und die Verarbeitung dann an dieser Stelle fortsetzt. Dieses Konstrukt
ist héufig anzutreffen, wenn eine Variable dazu benutzt wird, eine Auswahl aus einer
vorgegebenen Anzahl moglicher Alternativen festzulegen.

Im Prinzip konnen switch-Anweisungen immer durch if...else if-Konstrukte ersetzt
werden, sind aber hiufig tibersichtlicher.

char c;
cin >> c;
switch( ¢ ) { // begin case block
case ’a’: cout << "hello world!";
break;
case ’b’: cout << "HELLO "; // fallthrough intended, comment missing break
case ’c¢’: out << "WORLD!";
break;
default: cout << "unknown input";
break; // not necessary, but good style

} // end case block
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Das obige Programmsegment gibt in Kleinbuchstaben "hello world!" aus, wenn der
Buchstabe ’a’ iibergeben wurde, im Falle von ¢ das Wort WORLD! und im Falle von
b die Zeichenfolge HELLO WORLD!. Dieses merkwiirdig erscheinende Verhalten entsteht
dadurch, dal nach Ansprung des passenden case-Labels alle folgenden Anweisungen bis
zu einem eventuellen break durchlaufen werden (“fallthrough”). Da dies hdufig nicht das
beabsichtigte Verhalten ist, lohnt sich an einer solchen Stelle anstelle des break immer
ein Kommentar. Das default-Label ist optional und wird angesprungen, falls sonst kein
passendes in der case-Liste gefunden wird.

2.5 Funktionen und Operatoren

Lingere Programme enthalten in der Regel Programmteile, die sich mehr oder weniger
héufig wiederholen. Diese Teile will man gern an anderer Stelle ausfiihrlich definieren,
und im Programm nur durch einen “Platzhalter”, also einen Funktionsaufruf ersetzen.
Ein Beispiel ist das Einholen einer Bestitigung durch den Benutzer, ob eine bestimmte
numerische Aufgabe das Loschen oder das Umsortieren von Daten ausgefiihrt werden
soll. Weiterhin méchte man hiufig aus Griinden der Ubersicht bestimmte Programmteile
gruppieren und wenn moglich, die dazugehorigen Anweisungen nur noch durch einen
Namen kennzeichnen, der ihre “Funktion” charakterisiert.

Das zu diesem Zweck existierende Sprachmittel sind die Funktionen, die in anderen Spra-
chen auch Prozeduren oder Unterprogramme genannt werden. Eine Funktion ist ge-
kennzeichnet durch Parameter, die eine Art “Eingabe” in den Funktionsblock darstellen
und solche, die eine “Ausgabe” darstellen. Im einfachsten Falle erfolgt die Ubergabe
der Eingabeparameter als Argument an die Funktion und die “Ausgabe” durch einen
entsprechenden Riickgabewert.

Aufler in wenigen Ausnahmeféllen erzwingt C++ die Spezifikation von Argument- und
Riickgabetypen von Funktionen. Hier definiert power eine Funktion, die aus einer Ein-
gabe eines doppeltgenauen Wertes base und einer ganzen Zahl exponent einen neuen
“double”-Wert berechnet und zuriickgibt. Der Name deutet an, welcher Algorithmus
sich dahinter versteckt.

// raise ’base’ to the power ’exponent’, with exponent being integer,
// base being double; accept also negative exponents
double power(double base, int exponent){

double result = 1.; // will multiply this by base ’exponent’ times
bool neg_exp = false;
if (exponent < 0 ) { // for negative exponents we use a single

// division at the end of the function
neg_exp = true;
exponent = -exponent;
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}
for (int i=0; i < exponent; i++ )
result *= base; // successive multiplication
if ( neg_exp ) // have to take the inverse
result = 1./result;
return result; // return the result to the calling program

Die Namen der Argumente sind wie Variablennamen frei wiahlbar; unter diesem Namen
konnen sie dann im Funktionskorper angesprochen werden. Der Anweisungsblock des
Funktionskorpers wird wie bei Schleifen nicht durch Semikolon abgeschlossen.

Das Schliisselwort return bricht das Unterprogramm an der spezifizierten Stelle ab, legt
den Wert des dahinter angegebenen Ausdrucks auf dem Stack ab und kehrt ins Haupt-
programm zuriick. Im obigen Fall besteht dieser Ausdruck nur aus der Variable result.
Runde Klammern werden an dieser Stelle nicht benotigt. Ein Unterprogramm kann meh-
rere return Anweisungen enthalten. Dies kann ein niitzliches Mittel sein, um z.B. bei
Angabe unpassender Argumenttypen oder bei Problemen mit der Berechnung die Bear-
beitung friihzeitig abzubrechen.

Eine Funktion muf} definiert oder deklariert sein, bevor sie im Programm verwendet wer-
den kann. Eine Deklaration ist im wesentlichen die erste Zeile der Funktionsdefinition,
ohne ihren Korper. Sie teilt dem Compiler den Namen der Funktion und die Typen der
Argumente und des Riickgabewertes mit.

double power(double base, int exponent);

Anstelle des Anweisungsblocks tritt ein einzelnes Semikolon. Wé&hrend die Angabe des
Argumenttyps zwingend ist, ist die eines Namens fiir die Argumentvariable dem Benut-
zer freigestellt. Es ist jedoch guter Stil, hier Namen anzugeben, um die Bedeutung der
Argumente klarzustellen.

Deklarationen konnen im Prinzip beliebig hdufig im Programm wiederholt werden, sie
sind sozusagen ein Versprechen an den Compiler, dafl diese Funktion spiter oder in einem
anderen Programmteil definiert wird. Funktionen sind immer globale Objekte inner-
halb eines Namesraumes. Man kann Funktionen nicht wie Variablen innerhalb lokaler
Bezugsrahmen definieren, z.B. innerhalb eines geschweiften Klammer-Paares (oder eines
begin/end-Blockes wie in PASCAL).

Ein Programm, das von der Tastatur eine Zahl liest, dann power benutzt und schliefllich
das Ergebnis ausgibt, konnte so aussehen:



2.5. FUNKTIONEN UND OPERATOREN 25
#include <iostream>
using std::cout;

using std::cin;

double power(double base, int exponent); // declaration of ’power’

int main(){ // definition of main
double in;
cin >> in; // read value from keyboard

cout << "-3rd to 3rd power of " << in << ": ";
for( int i= -3; i <= 3; i++ ){

cout << power(im, i) << " "; // call power and use return value

3

cout << "\n";

return O; // return to operating system

double power(double base, int exponent){ // definition of power
double result = 1.;
// ... program text as above

return result;

}

Die Definition einer Funktion ist die Festlegung des Programmtextes, der bei Aufruf der
Funktion ausgefiihrt werden soll. Geht die Definition einer Funktion ihrer Benutzung
voraus, so kann sie eine Deklaration ersetzen. Die Spezifikation des Programmsegmentes
fiir die Funktion erfolgt innerhalb eines geschweiften Klammerpaares, das nicht durch ein
Semikolon abgeschlossen wird.

Die Ubergabe von Argumenten an eine Funktion erfolgt “by value,” d.h., daB in C vor
dem Aufruf der Funktion Kopien der Argumente gemacht werden, die iiblicherweise auf
dem Stack abgelegt werden. Dann erfolgt der Aufruf der Funktion, die dann nur auf den
Kopien dieser Variablen auf dem Stack operiert. Es konnen so niemals die Werte der
Variablen im aufrufenden Programm verdndert werden. Méchte man dies erzielen, z.B. in
Funktionen, die Werte aus einer Datei oder Benutzereingaben einlesen, so benutzt man
Zeiger- oder Referenztypen als Argumente, die wir spédter in Abschnitt 2.6 besprechen
werden.
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2.5.1 Funktionen ohne Argumente oder Riickgabewert, void

Das Schliisselwort void wird wie ein Typ benutzt, ist aber kein wirklicher Typ. Er dient
dazu, Funktionen zu kennzeichnen, die keinen Riickgabewert aufweisen. Dies ist machmal
sinnvoll bei Funktionen, deren Wirkung darin besteht nur etwas auf dem Bildschirm
auszugeben oder in einer bestimmten Weise ein Argument zu manipulieren.

void error(string message){
cout << "error occured: " << message << "\n";

3

Auch Funktionen ohne Argumente konnen sinnvoll sein. In C+4 wird eine Funktion
ohne Argumente durch eine leere Argumentliste angedeutet. Ein typisches Beispiel ist ein
Pseudozufallszahlengenerator, der bei jedem Aufruf eine andere Zahl zuriickliefert. Die
C-Bibiothek stellt einen (schlechten) Generator zur Verfiigung, der so deklariert ist (in
stdlib.h):

void srand(unsigned int seed);
int rand(void);

Dieser wird so benutzt, dafl man zunéchst eine Sequenz von Zufallszahlen auswéhlt, durch
Aufruf der Funktion srand(.) mit einer positiven ganzen Zahl. Danach erhilt man bei
jedem Aufruf von rand() eine neue, ganze Zahl zuriick.

2.5.2 Bibliotheken

Wie wir oben gesehen haben, reichen Deklarationen dem Compiler als Information aus,
um ein Programm zu iibersetzen, und er erzeugt an der entsprechenden Stelle im Pro-
gramm einen Funktionsaufruf. Allerdings mufi dann natiirlich spéter die Information
hinzugefiigt werden, welche Anweisungen denn wirklich mit diesem Aufruf ausgefiihrt
werden sollen. Mit anderen Worten, wir miissen die iibersetzten Funktionsdefinitionen
“anbinden” (Computerdeutsch: linken). Dies geschieht durch Angabe des Namens der
Programmbibliothek, oder der Objektdatei (.0), in der diese enthalten sind.

Ein klassisches Beispiel liefern die Funktionen der Mathematikbibliothek, hier sqrt().

Diese sind deklariert in cmath und ihre iibersetzten Definitionen befinden sich in 1ibm.a.
Ein Programm, das eine solche Funktion benutzt, sieht vielleicht so aus:

// myprog.cc:
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#include <cmath> // declaration of (C) math functions

#include <iostream> // declaration of (C++) I/0 functions and objects
using std::cin;

using std::cout;

int main(){ // program to compute the sqrt of a number
// entered from the terminal
double d;
cin >> d;

if (d<0.)
cout << "cannot compute the square root of negative numbers\n";
else
// compute sqrt(d) and use value
cout << "sqrt(" << d << ") =" << sqrt(d) << "\n";

Eine UNIX-Kommandozeile, um dieses Programm zu iibersetzen und mit den Funktionen
der Mathematikbibliothek zu linken, lautet:

g++ myprog.cc -o myprog -1m

Hier steht -1 fiir “library” und m fiir die Datei 1ibm.a, die die mathematischen Funktionen
enthilt; man findet die hinter -1 anzugebenden Zeichen durch Weglassen von 1ib und
der Endung .a

2.5.3 Operatoren

Operatoren liefern einen wesentlichen Anteil zur Lesbarkeit eines Programmes. Wéhrend
wir ohne weiteres einen Ausdruck der Form 3 * z + 5 lesen kénnen, bereitet die Schreib-
weise plus (mult (3,z),5) wesentlich gréflere Schwierigkeiten. Wir unterscheiden binére
Operatoren mit zwei Argumenten, wie die Multiplikations und Additionsoperatoren, und
unire mit einem, wie den Adressoperator & oder das unédre -. Seltener sind ternidre Ope-
ratoren (siehe Abschnitt 2.4.2).

Arithmetische Operatoren

Die arithmetischen Operatoren sind +, -, *, / und %. Der Operator % (modulo) bildet
den Rest der ganzzahligen Division des linken mit dem rechten Operanden (beide ganz-
zahlig). Wenn beide positiv sind, ist das Ergebnis positiv und echt kleiner als der rechte
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Operand. Fiir einen oder zwei negative Operanden ist das Vorzeichen des Ergebnisses
implementierungsabhéngig. Die Kombination mit einem Gleichheitszeichen (Zuweisungs-
operator) erspart die Wiederholung des linken Operanden:

int i=3, j=7; // initialize

i =3+ 3j%i; // i=3+(jmod i), i is set to 4
i +=3x4+3j; //i=1i+ (3 *4+ 3j), iis set to 23
i /= 5; // integer division, i is now 4

i /= 5; // integer division, i is now 0 !

Der Typ eines Operatorausdrucks hingt von den Typen der Argumente ab. Wenn beide
Operanden vom Typ T sind, so ist auch das Resultat wieder vom Typ T. Bei verschiedenen
Typen entscheidet der “bessere” Typ (sagen wir U), und es wird der T Operand erst in U
gewandelt, bevor die Operation durchgefiihrt wird. Das Ergebnis des Ausdrucks ist dann
vom Typ U. C/C++ fiihrt folgende “type promotions” durch:

bool -> char -> short -> int -> long
-> float -> double -> long double
signed -> unsigned (!)

Insbesondere die Verwandlung von vorzeichenbehafteten Groflen nach rein positiven fiihrt
hiufig zu unliebsamen Uberraschungen. Der Ausdruck 3U - 5 wird in 3U - 5U gewandelt
und ergibt ein implementierungsabhingiges Resultat, denn das Ergebnis der Subtrakti-
on kann nicht in einer unsigned int Variablen gespeichert werden. Diese Regeln der
automatischen Typ-Umwandlung gelten sinngemé&f auch fiir die weiteren Operatoren.

Die undren Operatoren ++ und -- gibt es in postfix und prefix-Form, und sie bewirken, daf}
der Operand um Eins inkrementiert, bzw. dekrementiert wird. In der postfix-Form ist der
Wert der Operation der des Operanden vor der In/Dekrementierung, in der prefix-Form
der Wert nach der Operation.

int i=5, j;

j = i+t // j is 5 now (i before increment, i is incremented to 6
double a[20];

i=j; // i=j=5

std::cout << a[++j] << a[j++]; // prints a[6] twice, j is now 7
std::cout << al[i++] << a[++i]; // prints al[5] and al7], i is now 7

/] j++ = i; // ERROR: cannot assign to a temporary

// i = (j++)++; // ERROR: cannot apply ++ to a temporary
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Vergleichs- und logische Operatoren

Fiir Operationen zwischen zwei integralen Datentypen stehen bitweise, logische und Schiebe-
Operatoren zur Verfiigung, fiir die C++ zur Unterstiitzung beschrénkter Zeichensitze
auch Schliisselworter reserviert. Auch diese Operatoren (siehe Tafel 2.1) lassen sich mit
dem Zuweisungsoperator = verbinden.

| bitor | bitweises oder

& | bitand | bitweises und

- xor bitweises ausschliefendes oder
<< Linksschieben, n-fach
>> Rechtsschieben, n-fach
compl | Komplement, bitweises not, unéar

|= | or_eq | bitweises oder, Zuweisung nach links
&= | and_eq | bitweises und, Zuweisung
= | xor_eq | bitweises ausschlieendes oder, Zuweisung
<<= Linksschieben, n-fach mit Zuweisung
>>= Rechtsschieben, n-fach mit Zuweisung

Tabelle 2.1: Bitmanipulationsoperatoren

Die logischen Operatoren sind &% (oder auch and) und || (or) und die Negation !. Die
Operatoren &% und || haben die besondere Eigenschaft, dal die Auswertung eines Aus-
druckes abgebrochen wird, sobald dessen Wahrheitswert feststeht (Sequencing). Diese
Eigenschaft teilen sie mit dem Komma-Operator , — letzterer wird manchmal benutzt,
um komplexe for-Schleifen zu konstruieren. Sein Wert ist der Wert des rechtsstehenden
Ausdruckes.

double al[20];
unsigned ind[5];

// safe, even if some ind[i] >= 20, since the last expression will not

// be evaluated in that case

for (int i=0; i < 5 && ind[i] < 20 && alind[i]l] >= 0 )
sqrt(alind[51]);

// sequence operator used to combine two expressions

int i, j;
for ( i=0, j=2; i < 18; i++, j++ )
alil = aljl;

// bizarre but legal use of |,
i = bxi, 3; // i is set to 3, 5%i is computed, but discarded



30 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN VON C++

Die (arithmetischen) Vergleichsoperatoren sind ==, !=, <, <=, > und >=. Der Wert
eines logischen Ausdruck und das Resultat einer Vegleichsoperation in C++ sind vom
Typ bool, d.h. entweder true oder false. Dieser Typ ist frei in int konvertierbar und
liefert dann eine 1 (true) oder 0 (false).

Weitere Operatoren

Der einzige terndre Operator ist ?:, der zur Selektion von Subausdriicken (gleichen Typs)
dient. Falls der Ausdruck links von ? wahr ist, wird der erste, sonst der zweite Ausdruck
verwendet (siche Abschnitt 2.4.2).

int 1i;
std::cout << (i > 0) 2 i : 0; // never prints a negative number

Der Operator () bewirkt Funktionsaufruf, [1 dient als Indizierungsoperator fiir Zeiger
und Felder, ein Punkt ’.° zur Auswahl eines Elementes aus einer Struktur und -> dem
gleichen Zweck, wenn ein Pointer auf eine Struktur gegeben ist.

struct Person {
string name;

int age;
I
void £(O{
Person pP;
Person *p_p = &p;
p.age = 25;
p_p->age = 25; // equivalent

Die unéren Operatoren * und & dienen zum Finden des Wertes einer Zeigervariablen, bzw.
zum Finden der Adresse einer (beliebigen) Variablen (siehe Kapitel 2.6).

Operatorausdriicke werden nach den in C iiblichen Regeln fiir Rang und ggf. bei Mehr-
fachvorkommen mit der in Tafel 2.2 zusammengefafiten Assoziativitdt behandelt:

2.5.4 1inline Funktionen

Folgende Operationen finden bei einem Funktionsaufruf und beim Riickkehren aus einer
Funktion statt:
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Operator Auswertung von
i links nach rechts
O [1 -> . ZX++ X-- typeid XXX_cast<TYPE>() | links nach rechts
I ~ ++X —-X + - * & (TYPE) sizeof new delete | rechts nach links

ok =>% links nach rechts
* / % links nach rechts

- links nach rechts
>> << links nach rechts
< <= > >= links nach rechts
= I= links nach rechts
& links nach rechts

links nach rechts
| links nach rechts
&& links nach rechts
|| links nach rechts
| | links nach rechts
= %= [= Y= 4= -= <<= >>= &= |= "= rechts nach links
?: rechts nach links
throw —
, links nach rechts

Tabelle 2.2: Bindungsstirke (Prioritéit) und Assoziativitdt von Operatoren

1. Sichern des lokalen Programmkontextes (z.B. Variablen, die in CPU-Registern ge-
halten wurden, Riicksprungadresse) auf den Stack.

2. Kopieren der Funktionsargumente (Pointer oder Klassen) aus dem lokalen Kontext
auf den Stack, um Uberschreiben aus der Funktion heraus zu verhindern.

3. Anspringen der Einsprungadresse der Funktion.
4. Ausfithren der Anweisungen in der Funktion. Berechnung des Riickgabewertes.
5. Ablegen/Kopieren des Riickgabewertes auf den Stack.

6. Riicksprung in das aufrufende Programm, Wiederherstellen des lokalen Kontextes

Die Schritte 1, 5 und 6 stellen dabei Aufwand dar, der vermieden werden kann, indem
man den Funktionsaufruf umgeht. Fiir kurze Funktionen, die in einem Programm sehr
héufig aufgerufen werden, konnen diese Schritte einen signifikanten Anteil der Gesamt-
ausfithrungszeit der Funktion darstellen. Diesen Zusatzaufwand umgeht man durch so-
genanntes Inlining der Funktion; gewissermassen wird dabei der Funktionstext an der
entsprechenden Stelle im ablaufenden Programm eingefiigt. In C hat man an dieser Stelle
hédufig Makros verwendet, die aber den Nachteil unintuitiver Nebeneffekte haben.
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#define SQR(a) ((a)*(a))
int b=2,c;
¢ = SQR(b++); // c = ((at+) * (at+));
// c is now 2%3 = 6, b is 4 after 2(!) increments

Der Schritt 2 bleibt in der Regel nétig, weil natiirlich auch weiterhin keine Variablen
unkontrolliert verandert werden diirfen.

Wenn man in C++ im Header-file (siehe Abschnitt 2.10) eine Funktion definiert und mit
dem Schliisselwort inline kennzeichnet, so versucht der Compiler, den Funktionsaufruf
durch Inlining wegzuoptimieren.

inline int sqr(int a){ return axa; }
int b=2, c;
¢ = sqr(b++); // b++ is evaluated once, hence ¢ is now 4, b is 3

Da der Nachteil des Inlining vergréflerte Programme sind, sollte man mit diesem Mittel
sparsam umgehen. Lange Funktionen gehdren in Implementierungsdateien und nicht in
die header-Dateien. Klassen-Elementfunktionen, die im Klassenkorper definiert werden,
behandelt der Compiler automatisch als inline. Zusammenfassung:

(i) inlining ist gut fiir kurze Funktionen, die effizient gemacht werden miissen;

(ii) inline Funktionen miissen im header definiert werden;

(iii) Elementfunktionen, die im header definiert sind, sind per default inline.

2.5.5 Defaultargumente

Héufig stellt sich die Frage, wie man eine Funktion “erweitern” kann, ohne die Funktiona-
litdt eines bestehenden Programms, das diese Funktion verwendet, zu verédndern, oder wie
man eine Funktion, die zur vollstindigen Charakterisierung mehrere Argumente benétigt,
einfach bedienbar gestalten kann. Diese Aufgaben kénnen mit Defaultargumenten gel6st
werden. Beispielsweise konnte eine Funktion zum Loéschen eines Feldes so aussehen:

void clear(int size, int *array)<{
for (int i=0; i < size; i++ )
array[i] = 0;

Diese 148 sich spater leicht zu einer Funktion erweitern, die das Feld mit einem beliebigen
Wert fiillt:
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void clear(int size, int *array, int value=0){
for (int i=0; i < size; i++ )
array[i] = value;

Ein Defaultargument muf} einen konstanten Wert besitzen, der zur Compilezeit feststeht
und eindeutig ist. Das bedeutet, daf dieser in jeder Ubersetzungseinheit nur einmal
spezifiziert werden darf. Wenn sichergestellt ist (z.B. mit include guards im header-file),
dafl der Compiler nur eine Deklaration der Funktion sieht, dann ist der beste Platz, um den
Defaultwert festzulegen, in einer Funktionsdeklaration in einem header-file. Ansonsten
sollte dieser Wert bei der Definition der Funktion festgelegt werden.

2.5.6 Uberladen von Funktionen

Im Gegensatz zu C und einigen anderen Sprachen sind in C++ die Argumenttypen
zusitzlich zum Funktionsnamen relevant bei der Auswahl der aufzurufenden Funktion.
Es ist moglich, eine print-Funktion fiir int zu haben, eine fiir double und eine wei-
tere fiir struct Date {...}. Die Mehrfachverwendung des Funktionsnamens erlaubt,
diesen von Typinformation freizuhalten und sich auf die Funktion zu beschrinken. Als
C-Gegenbeispiel konnen hier sprintf und fprintf dienen, in denen f und s den Typ
des ersten Argumentes angeben. Diese Hifllichkeit (die dariiberhinaus noch zu Fehlern
fithren kann, wenn beispielsweise der FILE * einmal durch char * ersetzt wird) wird in
C++ vermieden; der Compiler wihlt automatisch die richtige Funktion aus.

Man kann sich vorstellen, dafl der Compiler dafiir sorgt, dafl gewissermafien programmin-
tern komplexere Namen fiir Funktionen verwendet werden, die neben dem Funktionsna-
mem auch noch die Argumente enthalten.

void swap(int &a, int &b){ // internal name e.g. swap_int_int
int tmp = a;
a =>b; b= tmp;

}

void swap(double &a, double &b){ // swap_double_double
double tmp = a;
a =>b; b= tmp;

}

void £(){
double a, b;
int i, J;
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// ...
swap(a, b); // double version
swap(i, j); // int version

3

Um zu verhindern, dafl diese internen Namen auch fiir Funktionen erzeugt werden, die aus
C-Bibliotheken geladen werden, miissen diese fiir den Compiler sichtbar als extern "C"
deklariert werden.

extern "C" double sqrt(double);

Dieser Mechanismus erlaubt dem Compiler sowohl das Erzeugen der richtigen Namen als
auch die Beriicksichtigung anderer Eigenarten der Sprache, deren Prozeduren der Linker
an das Programm binden soll. Bei einem Funktionsaufruf kann z.B. die Reihenfolge, in
der Parameter auf dem Stack abgelegt werden eine andere als die in C++ sein.

Durch Uberladen 148t sich ein dhnlicher Effekt erzielen wie mit Defaultargumenten, nim-
lich, daf} nachtrédglich weitere Versionen der “gleichen” Funktion mit erweiterten Argu-
mentlisten bereitgestellt werden konnen. Nachteil des Uberladens zu diesem Zweck ist,
dal dabei der Programmcode dupliziert wird, was zu gréferen Programmen fiihrt und
grofiere Disziplin bei der Unterhaltung des verdoppelten Codes erfordert (Fehler (bugs)
miissen in beiden Versionen entfernt werden).

Falls @ fiir einen eingebauten Operator steht, so erlaubt C++ auch, diesen als operator@()
anzusprechen. Der Ausdruck 3 * z + 5 konnte also auch, weniger intuitiv, geschrieben
werden als operator+(operator*(3,z),5).

In dieser Syntax lassen sich Operatoren genau wie Funktionen iiberladen. Dies kann
dazu dienen, eine natiirliche Syntax fiir benutzerdefinerte Typen wie z.B. Matrizen oder
komplexe Zahlen einzufiihren.

2.6 Zeiger, Zeiger-Feld-Dualitit, und Referenzen

2.6.1 Zeiger

Vom Standpunkt des Computers betrachtet ist jede erreichbare Speicherzelle im (virtuel-
len) Speicher durch eine eindeutige Zahl gekennzeichnet (Teile des virtuellen Adressberei-
ches konnen auf Harddisk gehalten sein, andere kénnen im RAM liegen, wieder andere,
gegenwirtig unbenutzte, miissen vom Betriebssystem gar nicht représentiert sein). Auf re-
guldren PC’s liegen diese Adressen im Wertebereich normaler int Variablen, auf anderen



2.6. ZEIGER, ZEIGER-FELD-DUALITAT, UND REFERENZEN 35

Architekturen konnen sie dariiber hinaus gehen. C/C++ bietet Moglichkeiten diese “Na-
men” oder Adressen der Speicherstellen fiir Programmierzwecke nutzbar zu machen. An
Ubersichtlichkeit gewinnt das Programm dadurch, dai man die Adressen selbst benennen
darf. Das Programmsegment

int i=5H;

double a=12.34;

char  *c1="hello"; // declaration of an array of char
int j=0;

erzeugt beispielsweise die in Abb. 2.1 abgebildeten Speichereintrage (linke Spalte). Nur
die Speichereintrige bendtigen wirklich Platz im Computer die Daten enthalten. Die
Adressen bzw. Namen belegen nicht mehr Platz wenn man im Programm anstelle von i
den weniger kryptischen Namen counter verwenden wiirde.

D S
AP
é‘y\\\& Q\”\é 060;5‘@
é(\’(\é \?& @0‘0\{&\ i
g (8

5 | 0xfd10 i
12. 34 | 0xfd18 a
Oxf f 10| 0xfd20 &cl

0 | Oxfd28 ]

h |oxifl0 | c1[ O]

e Oxff11 |cl[ 1]

| oxifi2 | c1[ 2]

| 0xfi13 | c1[ 3]

o |0xff14 | cl[ 4]

\0 |0xff15 | Ccl[ 5]

Abbildung 2.1: Speicherbelegung (schematisch) mit realem Speichereintrag (Links), einer
willkiirlich gewihlten, Computer-internen Adresse (Mitte) und dem benutzerdefinierten
Variablennamen (Rechts).

Im allgemeinen besteht leider keine Garantie, daf8 hintereinander definierte Variablen auch
direkt nacheinander im Speicher liegen (Ausnahme: Felder). Die Variable ¢1 vom Typ
char enthilt einen Verweis auf einen ganz anderen Speicherbereich, in dem die gespeicher-
ten Zeichen abgelegt sind. Die Definition von *c1 reserviert im Speicher einen Bereich,
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der geniigt um das Wort "hello" abzulegen. Auf die einzelnen Elemente h’, ’e’, ’1’,
’1? und ’o’ kann man allerdings auch mit der Formulierung c[0], c[1], c[2], c[3],
und c[4] direkt zugreifen. Man beachte dabei dafl Numerierungen in C++ immer mit 0
beginnen.

Wenn z.B. nétig wird Daten in eine geordnete Liste schnell einzufiigen oder zu loschen, so
ist diese Operation nicht durch die Anordnung der Zeichen in einem derartigen linearen
Feld zu erreichen. Ein lineares Feld ist dadurch ausgezeichnet, dafl alle Daten in aufein-
anderfolgenden Speicherbereichen liegen (die genaue Lokalisierung wird vom Computer
iibernommen). Sowohl das Einfiigen als auch das Entfernen einer Zahl aus diesem Feld
erfordert das Umkopieren aller “oberhalb” des modifizierten Elementes liegenden Daten,
im Mittel also etwa halbsoviele Operationen wie das Feld Elemente aufweist. Dieser Auf-
wand ist nur bei kleinen Feldern akzeptabel. Eine Teillosung dieses Problems liegt in
einer verketteten Liste, in der jedes Element noch die Information erhilt “wo” das jeweils
nichste im Speicher liegt (d.h. welches der Name der Speicherzelle ist, die den Wert des
Elementes speichert). Die tatsichliche Position des Elementes spielt keine Rolle, so dafl
immer nur die Speicherzellennamen manipuliert werden miissen. Um zum Beispiel ein
Element z zu entfernen, mufl nur der Namenseintrag des Vorgédngers von x in der Liste so
gedndert werden, daf er nicht mehr auf = sondern auf dessen Nachfolger zeigt. Kopieren
anderer Daten ist nicht mehr nétig, allerdings benétigt eine verkettete Liste evtl. mehr
Speicher als eine lineare Liste, da fiir eine Zahl sowohl ihr Wert als auch eine Adresse
abgelegt werden mu$.

DATA / DATA

DATA

DATA

DATA

DATA

DATA

Abbildung 2.2: Benutzung von Zeigern am Beispiel einer verketteten Liste. Oben sieht
man die Liste vor Entfernen eines Elementes. Unten ist es nicht in der Liste vorhanden.
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Um den Umgang mit solchen Speicherzellennamen unabhéngig vom jeweiligen Rechner zu
gestalten, hilt C/C++ den Zeiger/Pointer-Typ bereit. Ein Zeiger kann auf einen belie-
bigen Datentyp verweisen. Dieser Typ kann auch wieder ein Zeiger sein. Zur Deklaration
benutzt man einen *. Um die Addresse einer Variablen zu erhalten, verwendet man den
& Operator. Die Deklarationen im Programmsegment

// Declaration part
int i = 5; // initialisation
int *p_i = &i; // p_i is a pointer to an int,
//  here the variable i
int **pp_i = (&p_i); // pointer to pointer to int

// How to use * and & legally in the program

xp_i = 1; // set i to 1, p_i remains unchanged
*x*kpp_1i = 2; // set i to 2, p_i remains unchanged
int j = 7; // declare another integer j
*pp_i = &j; // change p_i to point on j, *p_i != i
p_i = &i; // let p_i point to i again

fiihren zu der in Abb. 2.3 abgebildeten Speicherbelegung.

5 | Oxfal0 i
*/\/ C
Oxf a10 0xfc28 pi
*/\// . e
Oxfc28 0xfe08 | pPI

Abbildung 2.3: Speicherbelegung: Bedeutung der Spalten wie in Abb. 2.1.

Um den Wert einer Speicherstelle, auf die ein Zeiger verweist, zu dndern oder in einer
Zuweisung oder Rechnung zu benutzen, benutzen wir ebenfalls den * Operator.

*p_i = 27; // i is 27 now
*p_i = 2 % (¥p_i) + 5; // equivalent to: i =2 % i + 5;

Konstante Pointer werden durch das Setzen von const rechts vom Pointersymbol * dekla-
riert. Sie miissen bereits bei der Deklaration initialisert werden. Jede weitere Zuweisung
auf den Pointer wird vom Compiler als Fehler erkannt.
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const int *cp_i = &i; // ok, i cannot be changed
// through use of cp_i
// cp_i can be changed

const char newline = ’\n’;
const char * const p_nl = &newline; // const pointer to const char
// note: p_nl = ’0’; -> error!

Der * Operator hat damit zwei Bedeutungen. Steht er in einer Variablendeklaration, d.h.
bei einem Typ, so kennzeichnet er einen Pointer. Vor einer Variablen (vom Typ Pointer)
bewirkt er den Zugriff auf den Inhalt der Speicherstelle auf die der Pointer zeigt.

Analog hat der & Operator zwei Bedeutungen. Bei einer Variablendeklaration, d.h bei
einem Typ kennzeichnet er eine Referenz. Vor einer Variablen ist es der sog. adress of
Operator, d.h. er liefert die Adresse der Variablen.

Mit Zeigern kann Arithmetik getrieben werden; im obigen Beipiel 148t z.B.p_i = p_i + 5
den Zeiger um 5 Speicherstellen fiir int weiterwandern. In dieser Operation benotigt der
Compiler die Information, wie gro3 der Datentyp ist, auf den verwiesen wird, um richtig
inkrementieren zu konnen. Ebenfalls kann die Differenz von Pointern gebildet werden,
wobei das Ergebnis ein integer ist. Ein definiertes Ergebnis hat diese Operation jedoch
nur, wenn die beiden pointer in ein und dasselbe Datenfeld verweisen, s.u.. Wenn der
Wert einer Speicherstelle bené6tigt wird, die man durch Fortschalten des Pointers um n
Speicherstellen erhélt, so gibt es dafiir eine kurze Notation mittels []:

int p[30]; // declare a field of int

*(p_i + 25) 15; // the value of the 25th entry (past the one
// pointed to by p_i) is set to 15

15; // equivalent .

p_i[25]

Die Sprache garantiert, dal 0 niemals als Adresse eines wirklichen Datenelementes vor-
kommt. Dieser Wert 148t sich also verwenden, um irgendwie geartete Fehler anzuzeigen,
die bei einer Operation mit Pointern aufgetreten sind.

Zeiger auf void

Der Typ Zeiger auf void ist eine generische Zeigervariable. Es ist garantiert, das jeder
Zeiger auf einen beliebigen Datentyp in einen Zeiger auf void umgewandelt werden kann,
ohne daf} Informationsverlust auftritt. In C wurden daher void * héufig dazu eingesetzt,
Information an Routinen zu iibergeben, die mit beliebigen Pointern arbeiten konnten (z.B.
Sortierroutinen wie quicksort, Riickgabewert der Speicheralloziierungsroutine malloc).
In C++ sollten in solchen Féllen template-Funktionen zum Einsatz kommen, die die
Typsicherheit des Programmes erhalten.
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2.6.2 Zeiger-Feld-Dualitit

Zwischen Zeigern und Feldern besteht in C/C++ ein enger Zusammenhang (Zeiger-Feld-
Dualitét), der sich bereits oben in der Verwendung von [] zur “indirekten” Dereferenzie-
rung von Pointern andeutete. Ein Feld a[..] wird intern durch den Compiler sofort in
einen Pointer auf dessen erstes Element verwandelt. Der Feldzugriff wird dann vollstédndig
nach den Regeln der Pointerarithmetik abgewickelt. Dies ist auch der tiefere Grund dafiir,
dal C/C++-Felder immer bei 0 beginnen (man spart dabei Rechenoperationen bei der
Lokalisierung von Adressen).

int a[20];
int *p = a; // ok, a is name of the field and can
// be used as address to the field
int *p = &(al0]); // ... equivalent
pl5] = 4; // access to a through pointer arithmetic,
// a[5] is set to the value of 4
al5] = 4; // ... equivalent
int b[20] [30]; // b is now an array of 20 arrays of
// 30 elements of type int
// int *p = b; error! wrong type, since
// b is of type pointer to 30 int here
int *r = b[0]; // ok, r points to the first int
// in the first (of 20) array(s) of 30 ints
int (*q) [30] = b; // ok, q points to the first set of 30 int’s,
// q and b can now be used synonymous
ql[12][15] = 26; // ok, set element (13,16) to the value 26
(*(q+12)) [15] = 26; // ... equivalent
*(*x(q+12)+15) = 26; // ... equivalent
b[12] [15] = 26; // ... equivalent

2.6.3 Feldvariableniibergabe an Funktionen, dynamische Spei-
cherverwaltung

Um ein Feld an eine Funktion (vgl. Abschnitt 2.5) zu iibergeben, muff man einen ent-
sprechenden Zeiger iibergeben. In einer Dimension ist das einfach ein Zeiger auf das erste
Datenelement, in zwei Dimensionen ein Zeiger auf ein Feld der passenden (festen) Anzahl
von Elementen. Nur die erste Dimension in der Deklaration kann dabei entfallen, alle
anderen miissen zur Compilezeit feststehen, damit der Compiler den fiir die Zeigerarith-
metik noétigen Code erzeugen kann. Dies macht C-Felder sehr unpraktisch im Gebrauch,
wenn variable Dimensionen erforderlich sind.
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void £( int b[][30] )
void g( int (*q)[30] )

int b[20][30];
int c[10][30];
int d[15]1[31];

f(b); gb); £(c); gle); // ok
f(d); g(d); // errors, since second dimension not ==30

Wir wollen hier kurz auf die dynamische Speicherverwaltung vorgreifen und eine weitere
Technik zur dynamischen Erzeugung mehrdimensionaler Felder schildern. Der operator
new type[N] gibt einen Zeiger auf das erste Element eines linearen Speicherbereiches von
N Variablen des Typs type zuriick. Um ein zweidimensionales Feld von, sagen wir, Dimen-
sion NxM zu erzeugen, kann man zunéchst einen Speicherbereich von NxM Elementen
anfordern. Dann kann man ein Hilfsfeld von Pointern einrichten, die auf die Positionen
der Variablen a[i] [0] verweisen, i = 0..N — 1. Ein weiterer Zeiger auf die erste Positi-
on dieses Hilfsfeldes kann syntaktisch wie ein zweidimensionales Feld behandelt werden.
Dieser kann dann auch unproblematisch an Unterprogramme weitergereicht werden und
erlaubt damit die Ubergabe dynamisch angelegter Felder.

void f(int **a); // function expecting 2D array
// ..

int =nx, ny;

std::cin > nx >> ny; // read dimensions

int **array; // pointer to first element of

//  the ’secondary’ array

array = new int *[nx]; // create memory for nx pointers to int

array[0] = new int[nx*ny];
// nx*ny elements in the entire array,
// array[0] is a pointer to the first
// ‘‘row’’ of ny elements and equals
// the pointer to the beginning of the
// entire array

for(int i=1; i < ny; i++ )

array[i] = array[0] + i * ny;

// points to i’th segment of ny integers

if ( nx > 23 & ny > 10 )
array[23][10] = 17; // ok if 23 < nx and 10 < ny

f( array ); // OK, array is int **, but subscripting
// behaves as if it were a 2D field
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Diese Technik 148t sich fiir Felder mit beliebig vielen Indizes anwenden und fiihrt dann
zu entsprechend hohem Grad der verwendeten Zeiger.

2.6.4 Referenzen

Eine Referenzvariable etabliert einen zweiten Namen fiir eine bereits bestehende Variable
gleichen Typs. Daher ist klar, dafl eine Referenzvariable bei der Deklaration initialisiert
werden muf}. Danach &ndern Zuweisungen nur den den Inhalt der referenzierten Variable,
aber nicht die Variable selbst. Viele Compiler implementieren den zugrundeliegenden
Mechanismus mit Hilfe von Pointern und wir wollen zwei Programmsegmente, die die
gleiche Aufgabe mit Pointern und mit Referenzen erledigen, gegeniiberstellen. Es kann
jedoch nicht genug betont werden, das Referenzen keine Pointer sind und die jeweilige
Implementierung vollstdndig dem Compilerbauer iiberlassen ist.

int 1i; int i;
int &i_2 = i; int * const i_2 = &i;
i_2 = 5; // i is now 5 xi_2 = 5;

i=1i2x*1i+5; //1i==230
std::cout << i_2;

i=(*%i_2) *x i + 5;
std::cout << *i_2;

Man sieht, daf} sich eine dhnliche Funktionalitdt auch mit konstanten Zeigern erreichen
1a8t, dal aber die Benutzung des “value of” Operators * entféllt. Referenzen sind daher
einfacher zu verwenden als konstante Zeiger und daher auch weniger fehlertréchtig.

Es ist entscheidend, dafl Referenztypen auch von Funktionen (s.d.) zuriickgeliefert wer-
den koénnen und damit Funktionen sinnvoll auf der linken Seite von Zuweisungen stehen
kénnen.

int &access( int a[], int i ){ return al[il; }
void f(){

int a[20];
access(a,10) = 5; // ok, a[10] is 5

Der Sinn dieses Beipieles wird klarer, wenn man sich vorstellt, dafl in access () Bereichs-
grenzentests oder dhnliches stattfinden kdnnen.

Konstante Referenzen koénnen als Funktionsargumente dienen, wenn die Funktion nur
lesend auf die Variable zugreift. In C++ kann die Ubergabe als const & hiufig das
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aufwendige Kopieren einer Klassenvariable verhindern und laufzeiteffektiveren Code er-
zeugen.

Die Ubergabe als nichtkonstante Referenz wie die Ubergabe von Information per Zeiger
verhindert hiufig Optimierungen (Stichwort: aliasing von Variablen) und sollte nur dort
verwendet werden, wo sie wirklich notig ist. Auch wird der Compiler nicht ohne Warnung
erlauben, temporir erzeugte Variablen, wie die Werte von Ausdriicken oder Zwischener-
gebnisse einer Rechnung, als nichtkonstante Referenzen an Funktionen zu tibergeben.

2.6.5 typedef

typedef’s erlauben, neue Namen fiir bestehende Typen einzufiihren, die sich exakt wie
der urspriingliche Typ verhalten.

typedef  int Int32;
typedef  struct { int lower, upper } Twolnt;

Sie konnen dazu dienen, die etwas kryptische Deklarationssyntax von C++ freundlicher
zu gestalten. Das folgende zeigt die Definition eines Feldes von Zeigern auf Funktionen.

double (*a[20]) (double); // declaration without typedef

typedef  double DblFctDbl(double);
typedef *DblFctDbl Ptr_DblFctDbl;
Ptr_DblFctDbl a[20]; // array of 20 function pointers

2.7 Bezugsrahmen von Bezeichnern

Scope bedeuted Bezugsrahmen von Variablen, Funktionen usw.

Die Sprache C++ unterscheidet fiinf verschiedene Bezugsrahmen
Datei

Lokal

Funktion

Klasse

Namensraum

U W
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Dateibezugsrahmen Ein Projekt besteht im Normalfall aus mehreren Dateien. Je-
des Modul besteht aus *.cc und *.h. Bei ungewollten Namenskonflikten besteht
die Moglichkeit die entsprechende Funktion static zu deklarieren. Ansonsten die
Moglichkeit mit extern eine “gewollten” Namenskonflikt zu kennzeichnen

Lokaler Bezugsrahmen Hier gilt, dafl lokale Namen globale verdecken. Will man ex-
plizit auf globale Namen zugreifen, so verwendet man den scope operator ::.

goto label;
{
// hier eingefuehrte Variablen sind lokal
// dieser Block hilft evtl. dem Compiler
}
label:

Eine Alternative zu Variablen mit Filebezugsrahmen sind lokale Variablen in Funk-
tionen, die static deklariert sind. Sie haben einen lokalen Bezugsrahmen, aber eine
Lebensdauer, die iiber den Funktionsaufruf hinausgeht.

Klassenbezugsrahmen Bezeichner im Klassenbezugsrahmen werden alternativ durch
.name, ->name oder fiir static Variablen Klassenname: :name angesprochen. Sta-
tic Variablen existieren unabhéngig von der Instanzbildung nur einmal fiir die ganze
Klasse, d.h. alle Objekte/Instanzen einer Klasse teilen sich eine Variable oder Funk-
tion

Namensrdume Namensrdume sind dazu gedacht, groflere Einheiten wie z.B. die gesam-
te Standardbibliothek zusammenzufassen. Durch IThre Benutzung wird vermieden,
dafl es bei Benutzung von mehreren grofien Programmpaketen zu Problemen wegen
doppelt vergebener Namen kommt. Bei der Benutzung von Teilen dieser Pakete
spezifiziert man den Namen mit vorangestelltem namespace Name{...} oder im-
portiert diese Teile mit using Direktiven.

namespace Name{

}

Durch using Direktiven kann man einzelne Elemente oder auch einen ganzen Na-
mensraum “importieren”, d.h. auf seine Elemente zugreifen ohne explizit anzugeben,
in welchem Namensraum sie sich befinden. Allerdings kann man so nur einen Na-
mensraum importieren.

2.8 Ein- und Ausgabe

Die Ein- und Ausgabe von C++ wurde gegeniiber C vollstdndig iiberarbeitet. Dies war
unter anderem deshalb notwendig, weil in C die Ein- und Ausgabefunktionen eine variable
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Anzahl von Argumenten hatten und daher eine Uberpriifung der Typen zur Compilezeit
nicht stattfinden konnte.

Die beiden wichtigsten Objekte, mit denen man stindig zu tun hat, sind die Ein-/Ausgabe
Kanal-Typen istream und ostream. Beide sind im header iostream deklariert. In
den vorangegangenen Kapiteln sind die Standard Ein-/Ausgabe Kanéle ‘cin’ und ‘cout’
mit den Ein-/Ausgabe Operatoren ‘<<’ oder ‘>>’ bereits wiederholt benutzt worden. Im
folgenden sollen die Anwendungs- und Erweiterungsméglichkeiten genauer erklért werden.

Wie funktioniert die Verkettung der Ein- oder Ausgabe?

#include <iostream>

// Was der user eingibt:
cout << "Gehalt: " << Personal .mGehalt;
// und wie es der Compiler interpretiert
( cout << "Gehalt: " ) << Personal.mGehalt;

Zur Ausgabe des Strings Gehalt: wird der Operator << vom ostream cout aufgerufen,
dieser gibt wieder einen ostream zuriick, mit dem wieder der Operator << aufgerufen
wird, diesmal mit Personal .mGehalt als zweitem Argument. Aus diesem Grund ist es
unter Umstdnden auch erforderlich, die Argumente zu klammern. Im Zweifel ist es immer
besser eine Klammer zuviel als keine Klammer zu setzen. Analog wird nach einer Eingabe
wieder ein cin zuriickgegeben, so dafl man eine weitere Eingabe anfiigen kann usw..

2.8.1 Elementfunktionen der iostreams

Anstatt die obige, bisher gebrauchte Formulierung der Ein- und Ausgabeoperationen zu
verwenden, kann man fiir besondere Aufgaben auf Funktionen zuriickgreifen, die in Tabelle
2.3 gezeigt sind.

char ci1="x’;

cout << ¢l << ’\n’; // Bisher verwendete Schreibweise

cout.put( c1 ); // Kann ersetzt werden durch Funktionsaufrufe
cout.put( ’\n’ );

Einige der Elementfunktionen erlauben Zugriffe, die in der bisherigen Formulierung schwie-
riger zu realisieren sind.
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ostream: :put (char c);

gibt einen character ’c’ aus.

char c=’x’;
cout << ¢;

Zum Vergleich ...
schreibt den character ’c’

istream::get (char c);

liest einen character ’c’ vom Eingabe-Kanal.

char c;
cin >> c;

Zum Vergleich ...
liest einen character ’c’ ein, ignoriert aber

SPACE, TAB, EOL.

istream::get (char*pc, int
anzahl, char terminator);

liest maximal ’anzahl’ character von istream
oder endet, wenn der ’terminator’-character ein-
gelesen wurde. Voreinstellungen: anzahl=1;
terminator=’\n’. Der ’terminator’ wird im
Kanal belassen.

istream::getline
(char*pc, int anzahl,
char terminator);

wie istream::get, aber der ’terminator’-
character wird geloscht.

istream: :putback (char c);

legt den vorher mit istream::get aus dem
Eingabe-Kanal gelesenen character ¢ wieder
zuriick.

istream: :peek (char c);

liest den character 'c’ von cin, beldfit ihn aber
darin.
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Tabelle 2.3: Prototypen einiger Elementfunktionen der Ein-/Ausgabe Kanal-Typen
ostream und istream. Die Kanal-Typen werden bei der Anwendung im Programm z.B.

durch cout und cin ersetzt.

2.8.2 Formatierung

Oft ist es notig das Format der Ausgabe zu dndern, um z.B. eine schonere, besser lesbare
Tabelle zu erhalten, oder um die volle Genauigkeit einer Variablen auf dem Bildschirm
auszugeben. Solche Operationen geschehen mit Hilfe der in Tabelle 2.4 zusammengefafiten

Funktionen.

Dabei ist zu beachten, daff die Anderung, die durch solche Funktionen herbeigefiihrt wird,
evtl. nur fiir die ndchste Ausgabe giiltig ist. Um diese Funktionen verwenden zu kénnen,
mufl man zuerst #include<iomanip> aufrufen.

#include<iomanip>
double x=1234.5;
cout << x << ’\n’; // Ergibt: 1234.5
cout << setfill (’#*’) << setw (10) << setprecision (5);
cout << x << ’\n’; // Ergibt: #x*x1234.5

cout << x << ’\n’; // Ergibt wieder: 1234.5



46 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN VON C++

Manipulator Beschreibung
int width=12;

cout << setw(width);

setzt die minimale Grofle der direkt folgenden
Ausgabe.

int prec=5;
cout << setprecision(prec);| Gibt die Zahl der Stellen fiir Festkomma-, oder
die Zahl der Stellen hinter dem Komma fiir
Gleitkommadarstellung an; sonst die Maximal-
zahl der Stellen.

char c=’%’;

cout << setfill(c); Definiert ein Fiillzeichen wie z.B. *.

Tabelle 2.4: Beispiele von Formatierungsfunktionen fiir die Ausgabe.

Weiterhin gibt es sog. Flags zum Schalten von Formatfunktionen. Dies sind Operationen,
die keinen Parameter brauchen. Beispiele sind in Tabelle 2.5 gezeigt.

‘ Flag ‘ Gruppe ‘ Funktion
left adjustfield links ausrichten
right adjustfield rechts ausrichten
internal | adjustfield +/- links, Zahl rechts
dec basefield Dezimalzahlen
hex basefield Hexadezimalzahlen
oct basefield Oktalzahlen
showbase zeigt Dezimalbasis von hex- und oct-Zahlen
showpos '+’ vor Zahl, wenn positiv
uppercase E, X, A-F statt e, x, a-f
fixed floatfield Festkommazahl
scientific | floatfield wissenschaftliche Darstellung

Tabelle 2.5: Schalter fiir formatierte Ausgabe.

Will man ein Flag setzen, d.h. einen Ausgabemodus aktivieren, so verwendet man alter-
nativ:

cout.setf (ios:: ’flag’, ios:: ’group’)
cout << setiosflags (ios:: ’flag’, ios:: ’group’)

wobei die Moglichkeiten fiir ’flag’ und ’group’ Tabelle 2.5 zu entnehmen sind. Der
zweite Ubergabeparameter ist nicht unbedingt notwendig. Will man die Funktionalitéit
riickgdngig machen, bzw. die Voreinstellung wiederherstellen, so kann man dies (wieder
alternativ) fiir jedes einzelne Flag, oder auch fiir eine ganze Gruppe tun.
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cout.unsetf (ios:: ’flag’)
cout << resetiosflags (ios:: ’flag’)
cout.unsetf (ios:: ’group’)
cout << resetiosflags (ios:: ’group’)

2.8.3 Dateien (Files)

Zum Lesen (von) und Schreiben (auf) Dateien gibt es die beiden Kanal-Typen ifstream
und ofstream. Da diese beiden Kanal-Typen von den Standardstreams abgeleitet sind
existieren fiir sie alle Elementfunktionen der Standardstreams.

# include <fstream>

double z=1.234;

int m=5;

ofstream outs ( "filename", ios::out );

outs << x <<
outs << j <K
outs.close();

ifstream ins

ins >> z;
ins >> m;
ins.close();

:\n:;
)\n;;

// open the file with name

// ’filename’ for writing

// ios::out can be skipped

// the use of the self-defined output-stream
// ’outs’ is analogous to the use of ’cout’
// close the out-fstream ’outs’

( "filename", ios::in );

// open the file with name

// ’filename’ to read from

// ios::in can be skipped

// the use of the self-defined input-stream
// ’ins’ is analogous to the use of ’cin’
// close the in-fstream ’ins’

Spétestens bei der Bearbeitung von Dateien ben6tigt man Informationen dariiber, ob man
am Ende des Files (EOF) angelangt ist, oder ob das Offnen erfolgreich war. Dafiir gibt
es die sogenannten Statusinformationen, die je nach Zustand der Datei true oder false

zuriickgeben:

ins.good()
ins.eof ()
ins.bad()
ins.fail()

// true,
// true,
// true,
// true,

if no error occured in stream ’ins’
if the end of file/stream is reached
if an hardware error occured

if a logical error or a
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// hardware error occured

ins.clear() // set ins.good() to true
ins.clear( ios::failbit | ins.rdstate() )
// set fail() manually to true

Wie liest man nun aus einer Datei bis zu deren Ende? Die folgenden Beispiele sollen die
Schwierigkeiten aufzeigen, auf die man bei der Implementierung dieser einfachen Aufgabe
stoflen kann.

int n;

while (!'cin.eof()){
cin >> n;
// .... this reads too far

}

while((cin >> n).good){
// ... this reads not far enough

}

while(cin >> n){
// ... this is the way it works
}

2.9 Dynamische Speicherverwaltung

Zum Anfordern von Speicher dienen in C++ die Operatoren new und new [] fiir ein-
zelne Datenelemente oder Felder. Das Freigeben des Speichers erfolgt mit delete und
delete [].

int *p_i = new int;
Person *p_p = new Person("B.Stroustrup",45);
int n = 40;

int *pa_i = new int[n];
/...
delete p_i;
delete p_p;
delete[] pa_i;
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Die Anforderung geschieht durch Angabe des Typs oder des Klassennamens nach new. In
diesem Fall wird ein Datenelement der Klasse oder des Typs im Speicher mit Hilfe des
zugehorigen Defaultkonstruktors angelegt und der Operator gibt einen Zeiger auf dieses
Element zuriick. Um einen anderen als den Defaultkonstruktor zu verwenden, benutzt
man nach dem new einfach den entsprechenden Konstruktoraufruf, wie oben fiir die Klasse
Person gezeigt.

Fiir Felder wird new[] verwendet. Hier wird Speicherplatz fiir die Anzahl von Speiche-
relementen angefordert, die innerhalb der eckigen Klammern angegeben ist. Fiir jedes
Element wird der Defaultkonstruktor aufgerufen. Der Operator new[] gibt einen Zeiger
auf das erste Datenelement zuriick. Zum Zugriff auf die Elemente jenseits des ersten
verwendet man pointer-Arithmetik oder subscripting mit [].

Person *p = new Person[100];
pl0] = Person("Matthias",30);
p[1] = Person("Stefan",32);

Der Operator new wirft die exception bad_alloc, falls die Speicheranforderung fehlschlagt.
Sollte diese unbehandelt bleiben, schreibt das Programm ein core file und bricht ab.

2.10 Organisation in Implementierungs-
und Header-Dateien

Ein grofles Programm in einer einzigen Datei zu verwalten ist schwierig! Dies fiihrt zu
langen Ubersetzungszeiten, uniibersichtlicher Anordnung der verschiedenen Teile und zu
extremen Problemen, die Datei konsistent zu halten, wenn mehrere Personen an diesem
Projekt arbeiten.

Man trennt Programme daher meist in mehrere Dateien auf, die getrennt voneinander
compiliert werden. Ubersetzbare (Implementierungs-) C+--Dateien erhalten den Suffix
.cc (aber auch andere Endungen sind iiblich). Dateien, die nur Deklarationen enthal-
ten, heissen auch header-Dateien und dienen dazu, Funktionen und Daten aus einem
Programmteil im anderen bekanntzumachen. Diese Dateien haben den Suffix .h. In
der Regel (Ausnahme z.B. main.cc) gehort zu jeder Implementierungsdatei auch eine
Header-Datei.

Header-Dateien sollten enthalten:

1. Sog. include-guards, die das mehrfache Einschliefen von Header-Dateien verhindern
(vom Sprachstandard verlangt)
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#ifndef HEADER_H
##define HEADER_H

// declarations
#endif

. Deklarationen von Funktionen, die moduliibergreifend verwendet werden sollen. Zu

Deklaration von Funktionen, die nur jeweiligen Programmteil Verwendung finden
sollen, kénnen weitere Header-Dateien verwendet werden;

. Definition von inline Funktionen
. Deklaration von Klassen und deren Elementfunktionen
. extern Deklarationen globaler Variablen, Deklaration statischer Klassenvariablen.

. Deklaration und Definition von template - Funktionen und Klassen.

Implementierungsdateien sollten enthalten:

1. Implementierung von Elementfunktionen von Nicht-Template-Klassen,
2. Implementierung von reguldren Funktionen.

3. Deklaration von file-scope, class-scope und globalen statischen Variablen.

2.11 Weiterfiihrende Literatur

Die Vielzahl von unbekannten Begriffen in den beiden letzten Abschnitten weist darauf
hin, das die Programmiersprache C+-+ noch viele Moglichkeiten fiir den interessierten
Programmierer bereithélt. Im begrenzten Rahmen dieser Einfiihrung ist es leider nicht
méglich auf héhere Sprachelemente wie Klassen, Templates, Uberladung, Scopes etc. ein-
zugehen. Wenigstens soll hier jedoch auf weiterfiihrende Literatur hingewiesen werden.

1. Brian W. Kernighan and Dennis M. Ritchie, The C-Programming Language, 2nd

edition, Prentice Hall, 1988.

2. B. Stroustrup, The C++ Programming Language, 3rd edition, Addison Wesley,

1997.

3. C. S. Horstmann, Mastering C++, John Wiley & Sons, New York, 1996.

4. S. B. Lippman, C++ Einfihrung und Leitfaden, 3. Auflage, Addison-Wesley, Bonn,

1998.



Kapitel 3

Losung der Newtonschen
Bewegungsgleichung

3.1 Der Harmonische Oszillator

Feder k
Masse m

Abbildung 3.1: Schwingungsfeder

Wir gehen davon aus, daf§ die Masse punktférmig (die Federmasse ist vernachléssigt),
die Gravitation gleich Null ist und die Bewegung reibungslos. Dann gilt das Newtonsche
Bewegungsgesetz fiir den harmonischen Oszillator:

mi = —kz (3.1)

Dabei ist k die Federkonstante. Es gelten die Anfangsbedingungen z(0) = zo und %(0) =
vg. Die Losung dieser Gleichung ist

z(t) = Asin(wt + 9) mit w® = % (3.2)

51
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Die Anfangsbedingungen ergeben sich durch das Einsetzen von t = 0 zu o = Asind und

vy = Awcosd. Daraus werden dann die Konstanten A und é berechnet:
ToWw

tand = — und A=
Vg sin §

(3.3)

Um eine Funktion in einem Programm verwenden zu konnen, muf} sie diskretisiert werden,
d.h. eine kontinuierliche Kurve wird in Teilstiicke zerlegt. Dafiir benutzen wir ein Feld
x[i], wobei i nur ganzzahlige Werte annehmen kann. Unsere Zeit ¢ berechnet sich dann
durch ¢ =idt (dt ist das Zeitintervall zwischen zwei Stiitzstellen). Damit entspricht der
Ubergang t — t + dt dem Ubergang i — i+1.

Das folgende Programm gibt die exakte Losungsgleichung (2) wieder:

#include<iostream>
using std::cin;
using std::cout;
#include<fstream>
using std::ostream;
#include<cmath>

int main()

{
// define x(t)
double x[1000], t; // output-variables

// parameter definition

double A, delta; // A=amplitude, delta=phase-angle
double mass, kfeder; // mass=mass, kfeder=spring-const.
double t_max, dt; // t_max=total time, dt=time-interval

// read parameters from std::cin

cout << "Amplitude ", cin >> A;

cout << "Phasenwinkel ", cin >> delta;
cout << "Masse "; c¢in >> mass;
cout << "Federkonstante "; cin >> kfeder;
cout << "Gesamtzeit ". cin >> t_max;
cout << "Zeitintervall "; cin >> dt;

double omega=sqrt(kfeder/mass);

// loop from t=0 to t=t_max
t=0.0;
for( int i=0; i<=t_max/dt; i++ ) {
x[i]=A*sin(omega*t+delta); // calculate the funktion
t=t+dt; // increase time
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}

// output 2 columns to file harmon.dat
ofstream outfile("harmon.dat");

t=0.0;

for( int i=0; i<=t_max/dt; i++ ) {
outfile << t << " " << x[i] << "\n";
t=t+dt;

}

outfile.close(); // close file

Die Funktion plottet man dann am besten mit dem Programm gnuplot und dem Be-
fehl plot ’harmon.dat’. Auf dem Bildschirm sollte dann die in Abb. 3.2 dargestellte
Zeichnung erscheinen.

T T T T T T
+ + "harmon.dat"  +

0.8 + +
0.6 - +
04

02 -

-0.2
04 F
-0.6 - +

-0.8 +

Abbildung 3.2: Ausdruck von gnuplot fir A=1,0 =0, m =1, k = 10, tpmax = 1.5, und
At = 0.1, direkt aus der analytischen Lésung berechnet.

3.1.1 Das Euler-Verfahren

Das Euler-Verfahren ist die einfachste Méglichkeit eine Differentialgleichung numerisch zu
16sen. Zunédchst mufl man die Gleichung umformen. Das Newtonsche Bewegungsgesetz
lautet & = —w?z. Mit der Geschwindigkeit v = % ensteht die Gleichung v = —w?xz. Die
Ableitungen von z und v konnen fiir At — 0 durch den Differenzenquotienten dargestellt
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werden:

b z(t + At) — z(t)

Ar = z(t+ At) = z(t) + vAt (3.4)
§o Ut AAti —v(®) o(t + AL) = v(t) — wa At (3.5)

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann nun eine numerische Approximation im Computer
durchgefiihrt werden. Zuerst werden die Formeln wieder diskretisiert und anschliefend
wird der Einfachheit halber der Index i um Eins verringert. Dies entspricht der Berech-
nung der aktuellen Werte i aus den alten Werten i-1. Die Formeln haben einen Fehler
in der Gréflenordnung O(At?). Dieser Fehler wirkt sich im Verlauf des Verfahrens durch
ansteigende Energie aus. Die Gesamtenergie ist wegen Energieerhaltung aber konstant
(Energie = kinetische Energie + Federenergie): E = imv? + 1ka?. Zur Kontrolle der
Energieerhaltung wird die Gesamtenergie E ebenfalls im Programm diskret berechnet.

/...
const int nx=1000; // fieldlength
double x[nx], vInx], elnx], t;
// ...
// make sure that the number of intervals is smaller than nx
if( t_max/dt >= nx) {
cout << "ERROR: dt is too small, set to: " << t_max/nx << ’\n’;
return -1;
}
// setup initial conditioms
x[0]=A*sin(delta);
v[0]=A*omega*cos(delta);
// loop from t=0 to t=t_max
for( int i=1; i<=t_max/dt; i++ ) {
v[il=v[i-1]-omega*omega*x[i-1]*dt; // next velocity
x[i]=x[i-1]+v[i-1]*dt; // next position
e[i]=0.5*%(mass*v[i]l*v[i]+kfeder*x[i]*x[i]);
}
// output to file
ofstream outfile("eulerh.dat");

t=0.0;

for( int i=0; i<=t_max/dt; i++ ) {
outfile << t << " " << x[i] << 7 7 << v[i] << ? ? << e[i] << "\n";
t=t+dt;

}

outfile.close();
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15

Abbildung 3.3: Ausdruck von gnuplot fir A=1,6 =0, m =1, k = 10, ty.x = 6.3, und
At = 0.01, berechnet mit dem Euler-Verfahren (E) im Vergleich mit der exakten Lésung
aus Abb. 3.2, und dem Euler-Cromer Verfahren (EC).

3.1.2 Die Euler-Cromer-Methode

Eine besseres Ergebnis erhédlt man mit der Euler-Cromer-Methode. In der Zeile:
x[1]=x[i-1]+v[i-1]*dt; // next position

ersetzt man den alten Wert v[i-1] durch den neuen Wert v[i], der ja gerade eben

berechnet wurde. Dies ist erlaubt, da durch die Diskretisierung zu jedem Wert ein Bereich

von At gehort. In diesem Fall ist die numerische Losung viel besser, wie man leicht sehen

kann wenn man die analytische Lésung mit der numerischen vergleicht. Ausserdem ist

beim Euler-Cromer-Verfahren die Energie (bis auf kleine Schwankungen) besser erhalten.

3.2 Das Pendel

Winkel ¢ _|
Lénge [
g

Masse m

Abbildung 3.4: Das Pendel mit masseloser Aufhédngung
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Bei einem Pendel ist die (punktformige) Masse m an einem starren, masselosen Stab der
Lange [ aufgehdngt und schwingt reibungsfrei im Schwerefeld g. ¢(¢) ist der Auslenkwin-
kel des Pendels zur Zeit ¢ aus der Ruhelage heraus. Um die Verlaufsfunktion aufzustellen
benutzen wir den Energieerhaltungssatz: Die Gesamtenergie E, besthend aus kinetischer
und potentieller Energie bleibt erhalten, d.h. E = 0. Der maximale Auslenkwinkel ist
dann @may, mit der zugehorigen Winkelgeschwindigkeit w(¢max) = ¢max = 0. Die Gesam-
tenergie ist also

1
E= §ml2<,'02 —mgl cos ¢ = —mgl coS Yyax - (3.6)
Die analytische Losung erhalt man durch Auflésen nach ¢
2
@* = 7 (cos p = c08 fmax) | (3.7)
Wurzel ziehen und Inversion
dt 1
¥ \/279 (Cos © — COS Pmax)
Trennung der Variablen ¢ und ¢
d
dt = L4 (3.9)

\/279 (cos ¢ — COS Pmax)

und anschlieffender Integration von der Zeit ¢y bis ¢ und den entsprechenden Winkeln ¢,
bis ¢(t)

K

29 J,o  A/COSY — COS Prmax

Somit kann man dann die Schwingungsdauer 7" des Pendels bestimmen. Fiir eine Periode
benotigt das Pendel viermal die Dauer der Bewegung von ¢y = 0 nach ¢n,x. Damit ergibt

sich
[ [ d
A / 14 | (3.11)
29 Jo \/COS Y — COS Pmax

Der Integrand divergiert, sobald ¥ — ¢max. Das Integral ist ein sog. elliptisches Integral
ohne geschlossene analytische Losung. In einem der folgenden Kapitel wird die nume-
rische Integration solcher Funktionen behandelt werden. Die Losungen der elliptischen
Integrale sind fiir die verschiedenen Gattungen tabelliert. Gleichung (3.11) 148t sich durch
Variablensubstitution sin ¢* = —520/2)__ auf ein elliptisches Integral erster Gattung in der

Sin(@max/2)
Legendreschen Normalform zuriic fiihren:

¢ dy
F(k,p) = .
(, o) /0 ey (3.12)

wobei k = sin(pmax/2) ist. Ein weiteres Beispiel ist die Normalform der 2.Gattung

E(k, ) = /Ow diy/1 — k2sin® (3.13)
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Fiir die numerische Losung der Pendelbewegung werden wir die Energieerhaltungsglei-
chung (3.6) umformen, um wieder die Gleichung eines harmonischen Oszillators zu erhal-
ten. Durch Ableitung von Glg. (3.6) ergibt sich

E =0=ml?¢p + mglpsin ¢ (3.14)
und nach Umformung erhélt man die nichtlineare Gleichung:
<b=—%sin<p- (3.15)

In der Ndhrung fiir kleine ¢ < 1ist sin ¢ = ¢ und man erhélt die lineare Differenti-
algleichung

. g
p=-7¢ (3.16)

die mathematisch identisch zu Gleichung (3.1) ist. Diese kann durch einfaches Umbenen-
nen der Parameter wieder numerisch mit den Verfahren aus dem letzten Abscnitt gelost
werden. Die Anfangsbedingungen seien z.B. ¢(0) = @max und ¢(0) = 0.

3.2.1 Die Verlet-Methode

Ein verbessertes Verfahren, zur Losung von Gleichung (3.15) ist die Verlet-Methode. Sie
ist allerdings nur giiltig, wenn die Kréfte unabhéngig von der Geschwindigkeit sind. Zur
Herleitung schreibt man die Taylor-Entwicklung von ¢(t + At) und ¢(t — At) auf:

At?
o(t + At) = p(t) + Atw(t) + TG(t) +-- (3.17)
A?
o(t — At) = p(t) — Atw(t) + TG(t) +--- (3.18)
wobei a(t) = w(t) = —¥sinyp verwendet wurde. Addiert man die beiden Gleichungen

(3.17) und (3.18) ergibt sich
ot + At) = 2p(t) — p(t — At) + At?a(t) + - - - (3.19)

Der Vorteil liegt darin, dafl durch die Addition die ungeraden Potenzen von At wegfallen
und damit der Fehler auf die GréBenordnung O(At*) schrumpft, anstatt wie zuvor bei
O(At?) zu liegen. Fiir die Formel benétigt man nun zwei Werte der ¢(t)-Funktion, den
Anfangswert ¢(0) = ¢ und z.B. den Wert ¢(—At), welcher sich wiederum durch den

Differenzenquotienten ¢(0) = 20249

v; ndherungsweise errechnet zu:

p(—=At) = o — Aty . (3.20)

Wir haben wieder das iibliche Berechnungsprogramm fiir die numerische Losung:
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const int nx=10001; // fieldlength
double plnx], t;

parameter definition

double g, 1, m; // g=gravity, l=length of pendulum, m=mass
double pO, dp0; // pO=initial angle, dpO=initial angular velocity

double t_max, dt; // t_max=total time, dt=time step

read parameters

cout << "Gravitation "; cin >> g;
cout << "Pendellaenge ", cin >> 1;
cout << "Masse "; c¢in >> m;
cout << "Anf.Auslenkung "; cin >> pO;
cout << "Anf.Geschw. "; cin >> dp0;
cout << "Gesamtzeit ". cin >> t_max;
cout << "Zeitintervall "; cin >> dt;

double c=-(g/1)*dt*dt;

make sure that the number of intervals is smaller than nx
if( t_max/dt >= nx) {
cout << "ERROR: dt is too small, set to: " << t_max/nx <<
return -1;

setup initial conditions

pL[0]=p0-dt*dpO0;

pl11=p0;

loop from t=0 to t=t_max

for( int i=2; i<t_max/dt; i++ ) {
plil=2.*p[i-1]-p[i-2]+c*sin(p[i-1]);

}

output to file

ofstream outfile("verletp.dat");

t=0.0;

for( int i=0; i<=t_max/dt; i++ ) {
outfile << t << 7 7 << p[i+1] << ’\n’;
t=t+dt;

}

outfile.close();

;\n:;

Dabei wird der Anfangsindex auf i=2 verschoben, um negative Indizes zu vermeiden. Mit
den Parametern ¢ = 10, l = m =1, ¢y = 0.1, ¢g = 0, typax = 7.5 und At = 0.01, erhilt
man bereits das Bild einer harmonischen Schwingung. Setzt man die Anfangsbedingung
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hoher, z.B. ¢y = 3, so ergibt sich ein deutlich anderes Schwingverhalten, das nicht mehr
durch einen einfachen Cosinus gendhert werden kann, wie in Abb. 3.5 zu sehen.

15

0.5 t

-0.5

Abbildung 3.5: Ausdruck von ¢(t)/pe fiir g = 10,1 =1, m =1, ¢9 = 0, tpmax = 10 und
At = 0.01, berechnet mit dem Verlet-Verfahren fiir ¢y = 0.1 und ¢y = 3, verglichen mit

cos(v/10t).

3.2.2 Das allgemeine Pendel

Zu dem speziellen Pendel aus dem vorherigen Kapitel fiigen wir noch eine zur Geschwin-
digkeit proportionale Reibungskraft —g¢ und eine treibende Kraft F' = Fjsin({2t) hinzu,
wobei die Frequenz (2 nicht gleich der Eigenfrequenz des Pendels sein darf (Q # wo = /7).
Somit existieren die zusdtzlichen Parameter ¢, Fy und 2. Das dazugehorige Bewegungs-

gesetz lautet
o= —%sinw—ng-i—Fo sin Qt (3.21)

Zur Losung dieser Gleichung ist das Verlet-Verfahren nicht mehr geeignet, da eine Kraft
von der Geschwindigkeit abhingt. Deswegen wird ein neues Verfahren zur numerischen
Losung von Gleichungen vorgestellt.

3.2.3 Das Runge-Kutta-Verfahren

Als Beispiel wird jetzt von einer Gleichung x = f[x, t] ausgegangen, wobei x, einen Vektor,
bestehend aus verschiedenen Grofien, darstellen kann. Beim Euler-Verfahren wurde der
nédchste Kurvenstiitzpunkt mit Hilfe der Steigung des alten Stiitzpunktes, beim Euler-
Cromer-Verfahren mit der Steigung des neuen Stiitzpunktes berechnet. Beide Verfahren
besitzen einen relativ groffen Fehler (siehe Abb. 3.6).
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/////\
// @ Euler-Cromer
e

t t+At
Abbildung 3.6: Fehler beim Euler- / Euler-Cromer-Verfahren

Um die Genauigkeit zu verbessern wird beim Runge-Kutta-Verfahren die Steigung in der
Mitte des Intervalls bestimmt. Der Funktionswert Z in der Intervallsmitte wird durch eine
Taylorentwicklung berechnet

I=ux (t + %) =z(t) + %At flz(t), . (3.22)

Dieser Zwischenwert wird dann in die allgemeine Formel eingesetzt.

At At
z(t + At) = z(t) + At f [:E (t + 7) Jt+ 7} (3.23)
Fiir die Anwendung auf das Pendel bené6tigen wir wieder die beiden Gleichungen
w= flp,w,t] = —%singp—qw—l—Fo sin Qt (3.24)
Y =w (3.25)

Fiir das Runge-Kutta-Verfahren (R-K) werden dann die Zwischenwerte @ und @ berech-
net.

At

w=uw(t)+ - fle(t), w(t),t] (3.26)
@ = p(t) + % w(t) (3.27)

Die Losungen ergeben sich dann durch das R-K-Verfahren.

o(t+ At) = p(t) + At @ (3.28)

At
w(t+ At) = w(t) + At f [gﬁ, o, t+ 7} (3.29)
Im folgenden Programmsegment wird zuerst @ berechnet und in einer Zwischenvariablen
obar gespeichert. Damit wird der neue Winkel ¢(t + At) berechnet, ¢ wird in einer
Zwischenvariablen pquer abgelegt und zur die Berechnung von w benutzt. Die Zeit ¢ wird
zweimal um % erh6ht und somit bei jedem Durchlauf um At.
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//

//

//

//

//

const int nx=10001; // fieldlength
double plnx], dplnx], t;

parameter definition

double g, 1; // g=gravity, l=length of pendulum
double g, om, am; // q=friction, om=driving frequency, am=amplitude
double pO, dp0; // pO=initial angle, dpO=initial angular velocity

double t_max, dt; // t_max=total time, dt=time step
double fp, obar, pbar;

read parameters

cout << "Gravitation "; cin >> g;
cout << "Pendellaenge "; c¢in >> 1;
cout << "Reibung "; cin >> q;
cout << "Anreg.Frequenz "; cin >> om;
cout << "Anreg.Amplitude"; cin >> am;
cout << "Anf.Auslenkung "; cin >> pO;
cout << "Anf.Geschw. "; cin >> dp0;
cout << "Gesamtzeit ", cin >> t_max;
cout << "Zeitintervall "; cin >> dt;

double c=g/1;
double dt2=dt/2.;

make sure that the number of intervals is smaller than nx

if( t_max/dt >= nx) {
cout << "ERROR: dt is too small, set to: " << t_max/nx << ’\n’;
return -1;

setup initial conditions

pL0]1=p0;

dp[0]=dp0;

loop from t=0 to t=t_max

t=0.0;

for( int i=1; i<t_max/dt; i++ ) {
fp=-c*sin(p[i-1])-g*dp[i-1]+am*sin(om*t) ;
obar=dp[i-1]+dt2*fp;
plil=p[i-1]+dt*obar;

t=t+dt2;

pbar=p[i-1]+dt2*dp[i-1];
fp=-c*sin(pbar)-g*obar+am*sin(om*t) ;
dp[il=dp[i-1]+dt*fp;

t=t+dt2;
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}

// output to file
ofstream outfile("ruku.dat");
t=0.0;
for( int i=0; i<=t_max/dt; i++ ) {
outfile << t << 7 ? << p[i+1] << ? ? << dp[i+1] << ’\n’;
t=t+dt;
}

outfile.close();

3.2.4 Chaos

Um die Ergebnisse des Progamms besser untersuchen zu kénnen, legen wir folgende Werte
fest: ¢ =1 =9.81, Q = 2/3, ¢ = 0.5. Die einzigen jetzt noch frei wihlbaren Variablen
sind: Fy und ¢y. In Abbildung 3.7 sehen wir den zeitlichen Verlauf des Auslenkwinkels ¢
fiir verschiedene Zeitschritte At und verschiedene Amplituden Fy zwischen 0 und 1.3.

Abbildung 3.7: Links: Pendelausschlag ¢ als Funktion der Zeit ¢ fiir verschiedene At.
Rechts: ¢ als Funktion von ¢ fiir verschiedene Fj.

Ist die Genauigkeit At < 0.01 so fallen die Kurven aufeinander, bei gréflerem At stellt man
starke Abweichungen fest. Ohne externe Anregung Fy = 0, kommt das Pendel aufgrund
der Reibungskraft ¢ schon nach kurzer Zeit zum Stillstand. Fiir einen kleinen Wert,
zum Beispiel F; = 0.5, entsteht das gleichmiflige Schwingungsbild einer periodischen
Bewegung. Die Frequenz entspricht jedoch nicht der Eigenfrequenz des Pendels, sondern
entspricht ungefihr der Frequenz der antreibenden Kraft. Wird die Antreibkraft weiter
erhoht, dann bewegt sich das Pendel nicht mehr gleichméafig. Die Ausschldge lassen sich
nicht mehr vorraussagen, das Verhalten des Pendels wird chaotisch. Es ist bemerkenswert,
dafl trotz des durch die Rechnung gegebenen Determinismus das Verhalten des Pendels
chaotisch ist.
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Als néchstes halten wir den Wert von Fj fest und verdndern den anfanglichen Auslenkwin-
kel 9. Im ersten Fall sei der Anfangsauslenkwinkel ¢q; = 0.2, im zweiten Fall g = 0.201.
Der Unterschied betragt also nur 0.5 Prozent. Die Differenz (“damage spreading” ge-
nannt) dieser beiden Auslenkwinkel Ap(t) = @2(t) — 1 (¢) wird nun im zeitlichen Verlauf
untersucht. Die Grafiken der Abbildung 3.8 sind halblogarithmische Darstellungen, d.h.
die z-Achse hat einen normalen, linearen Maflstab, wihrend die y-Achse logarithmisch
ist. Der Abstand zwischen den Auslenkungen wurde einmal mit der Euler-Cromer Me-
thode (links) und dann mit dem Runge-Kutta Verfahren (rechts) berechnet. Die jeweils
obere Kurve zeigt den chaotischen Fall: Der Fehler vergroflert sich, im Mittel auf einer
steigenden Geraden. Eine Linie mit positiver Steigung bedeutet in der halblogarithmi-
schen Darstellung, dafl die Funktion exponentiell wéchst, der Abstand 148t sich also durch
Ay =~ €M, mit A > 0 ndhern. Im periodischen Fall (untere) verringert sich der Abstand
in der Darstellung linear, also wieder exponentiell, aber diesmal mit negativer Steigung
A < 0. X wird als der Lyapunovexponent bezeichnet. Bei A = 0 ist der Ubergang vom
Periodischen ins Chaotische mit A > 0.

1t 1t
0.01 | 0.01
o 00001 ff %7 o 0.0001
< <
1e-06 f 1e-06 f
1e-08 le-08 -
1le-10 1le-10
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

Abbildung 3.8: Damage Spreading: Der Abstand zwischen den Anfangsauslenkungen
wo1 = 0.2 und ¢p; = 0.201 wurde links mit Euler-Cromer, rechts mit Runge-Kutta be-
rechnet.

3.2.5 Der Poincaréschnitt

Eine andere Darstellung der Pendelbewegung ist durch die Abbildung in einem sog. Pha-
sendiagramm moglich. Ein Phasendiagramm ist ein Geschwindigkeit-Ort-Diagramm, in
das die Winkelgeschwindigkeit w iiber den Auslenkwinkel ¢ aufgetragen wird. Fiir den
harmonischen Oszillator entsteht dann als Bild eine Ellipse. Diese geschlossene Kurve
zeigt die Energieerhaltung beim harmonischen Oszillator. Fiir das allgemeine Pendel ent-
steht im periodischen Fall nach der Einschwingzeit ebenfalls eine Ellipse (linke Grafik,
Abbildung 3.9). Im chaotischen Fall weist das Phasendiagramm eine endlose Anzahl un-

terschiedlicher Linien auf, die irgendwann (fast) das ganze Diagramm iiberdeckt haben
(rechte Grafik).
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Abbildung 3.9: Phasendiagramme des allgemeinen Pendels, links fiir Fy = 0.5, rechts fiir
FO — ]_2

Die Untersuchung des Bildes im chaotischen Fall ist sehr schwierig. Deswegen wird hier
meist eine stroboskopische Analyse durchgefiihrt: Es werden nur Punkte in das Diagramm
gezeichnet, die zu der gleichen Phase der angelegten periodischen Kraft vorkommen, bei-
spielsweise fiir Qt = 0, 2w, 47 etc.. Diese stroboskopischen “Schnitte” werden Poin-
caréschnitte genannt. Fiir den harmonischen Oszillator entsteht in dieser Darstellungsart
im Diagramm nur ein einziger Punkt. Das entstehende Bild wird Attraktor genannt. Die-
ser erste Fall ist der punktférmige Attraktor. Ist die Bewegung chaotisch, dann entsteht
eine Menge von Punkten. Dieses Bild heifit dann seltsamer oder fraktaler Attraktor. Fiir
unser Pendel ist dies in der Abbildung 3.10 links zu sehen. Als drittes gibt es noch die
geschlossenen Attraktoren: ein geschlossener Linienzug im Poincaréschnitt. Fiir ein Dop-
pelpendel (ein Pendel, das an der Masse eines anderen Pendels aufgehdngt ist) ensteht
ein Diagramm, bei dem gleichzeitig zwei verschiedene Attraktoren, d.h. zwei verschiedene
Fille im gleichen Phasenraum, gezeigt werden kénnen, ein geschlossener und ein fraktaler
Attraktor.

Fo=1.0

15} ] 15} ] 15} Fo=1.21

1 1t 1 1

0.5 05 | 1 0.5 )

3 0 3 0 g 3 0 7 -

05 05 \ 05 &~

R 1 -1 \\ / S N
15t 1 15t ~ 1 15t RN

2 3 2 1 0 1 2 3 2 3 2 1 0 1 2 3 2 3 -2

¢ ¢

Abbildung 3.10: Poincaréschnitte fiir das allg. Pendel
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3.2.6 Ubergang periodisch — chaotisch

Betrachtet man das Pendel fiir noch gréflere Antreibkréfte, entsteht wieder periodisches
Verhalten. Abbildung 3.11 zeigt das Pendelverhalten fiir die Antreibkrafte Fy = 1.35,
Fy = 1.44 und Fy = 1.465. Es fillt auf, dafl die Perioden fiir die letzten beiden Werte
doppelt, bzw. viermal so grof§ sind. Die Periode wird also jeweils verdoppelt. Dieses
Verhalten wird Bifurkation genannt.

" |Fd=1.h4 |-

" [Fd=1p5 |-

w
o
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Abbildung 3.11: Unterschiedliche Perioden bei verschieden starken Antreibkréften

Das Bifurkationsdiagramm aus Abbildung 3.12 zeigt die Punkte des Poincaréschnittes
in Abhéngigkeit der Antreibfrequenz Fy. Die Bifurkationen sind in diesem Fall an den
Stellen Fy ~ 1.43 und Fy ~ 1.46. Ab dem Wert Fy = 1.47 beginnt das Chaos. Dieser
Ubergang zum Chaos wird auch Periodenverdopplungs- oder Kaskadenszenario genannt.
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Abbildung 3.12: Bifurkationsdiagramm des Pendels

Die Liangen der Perioden sind im Poincaréschnitt durch die Anzahl der Punkte gegeben.
Eine zweifache Periode entspricht so z.B. einem Attraktor aus zwei Punkten. Sei jetzt f,
der Wert, an dem eine Bifurkation zu 2" besteht, d.h. das Diagramm sich in 2" Linien
aufspaltet. Dann ist die Funktion

_ i ha
577— B fn - fn—|—1 (330)
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das Verhéltnis der Abstdnde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Bifurkationen. 4, geht
fiir grole n gegen den Wert 4.669. Dieser Wert ist universell, d.h. fiir alle Zweier-
Kaskadenszenarios derselbe. Man nennt ihn Feigenbaumkonstante.

3.3 Himmelsmechanik

y
................................... ~ Erde (zE,YE)
fl‘ \
fy
f
.Sonne X

Abbildung 3.13: System Erde—Sonne

Im Folgenden betrachten wir die Berechnung der Planetenbewegung, zunédchst einmal der
Erde, um die Sonne. Entscheidend hierbei ist die Gravitationskraft zwischen der Masse
der Sonne (mg) und der Masse der Erde (mg). Die Formel fiir diese Kraft lautet :

Gmgmg T
f= _T’i . (3.31)
Der Faktor G ist die Gravitationskonstante und der Vektor r = (z, y) ist der Abstands-
vektor zwischen den Massenschwerpunkten von Sonne und Erde. Zur Vereinfachung be-
trachten wir die Bewegung nur im Zweidimensionalen. Fiir die Berechnung benutzen wir

die Formel in der Komponentenschreibweise fiir die z-Richtung f, und in die y-Richtung

fy mit
G G
f, = —2MSMET fy:_w und 7 = /22 + 92 (3.32)
T

r3
Um geschicktere und angenehmere Zahlen zu bekommen, verwenden wir hier nicht das
MKS-System (Meter—Kilo-Sekunde), sondern die Astronomische Einheit (1 AE= 1.5 %
10" m~ Abstand Erde — Sonne) fiir Lingen und das Jahr (1a) fiir die Zeit. Die Bahn-
geschwindigkeit bei der Kreisbewegung ist somit vy = 27 % l‘l“—aE. Da die Gravitationskraft
betragsméfig gleich der Zentrifugalkraft ist, haben wir

mgvg _ Gmgmg AE3?

= Gmg = vgr = 47r2? (3.33)

f=

Fiir die numerische Berechnung verwenden wir wieder die Newtonsche Bewegungsglei-
chung

r 72

. fz 4rix . Jy 4ty
rT=— = 3 und Yy=—=— 3
mg r mg r

(3.34)
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Wir benutzen in diesem Fall wieder die Verlet-Methode fiir unser Programm und l6sen
fiir die numerische Rechnung die beiden Gleichungen

z(t + At) = —x(t — At) + 2x(t) — 4n’z(t)rs(t) At
y(t + At) = —y(t — At) + 2y(t) — 4ny(t)rs(t) At

-3
Dabei ist die Abkiirzung r3(t) = x(t)? + y(t)? verwendet worden.
g

int main()

{

//

//

//

double pOx, plx, p2x, dpOx, dplx, dp2x, t;
double pOy, ply, p2y, dpOy, dply, dp2y, r3;
double alpha, t_max, dt;

read parameters

cout << "Anf.x "; cin >> pilx;

cout << "Anf.y "; cin >> ply;

cout << "Anf.vx "; cin >> dplx;

cout << "Anf.vy "; cin >> dply;

cout << "Alpha "; cin >> alpha;

cout << "Gesamtzeit ",  c¢in >> t_max;
cout << "Zeitintervall "; cin >> dt;

const double beta=(alpha)/2.;
const double dt2=dt*dt;
const double pi24=4.xM_PI*M_PI;

setup initial conditions
pOx=plx-dt*xdplx;
pOy=ply-dt*dply;
dpOx=dpilx;

dpOy=dply;

loop from t=0 to t=t_max

t=0.0;

ofstream outfile("orbit.dat");

for( int i=0; i<t_max/dt; i++ ) {
r3=1./pow(plx*plx+ply*ply,beta);
p2x=2.*plx-p0x-pi24*dt2*r3*plx; // Verlet algorithm
p2y=2.*ply-pOy-pi24*dt2*xr3*ply;

outfile << t <<’ 7 K< plx <<’ 7 K< ply K< ’\n’;
t=t+dt;
pOx=pix; // change new->o0ld

pOy=ply;
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plx=p2x;
Ply=p2y;
}

outfile.close();

Fiir ideale Anfangsbedingungen, das wire o = 1, yo = 0, vzy = 0 und vy, = 27, erhilt
man fiir die Erdbewegung eine Kreisbahn, siehe Abbildung 3.14 (links). Verindert man
die Anfangsgeschwindigkeit auf vy, = 5, so ergibt sich eine elliptische Bahn (rechts).

p \\\\ ) m—— .
05t/ A 05 t 1
/ \‘\.‘ /

-0.5 -05 | S / ]
\ / T

y (AE)
o

y (AE)
o

-1 0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X (AE) X (AE)

Abbildung 3.14: Bahnkurven der Erde um die Sonne fiir verschiedene Anfangsgeschwin-
digkeiten vyy = 27 (links) und vyy = 5 (rechts).

Eine weitere Variationsmoglichkeit besteht in der Anderung des Gravitationsgesetzes. An-
statt die Gravitationskraft proportional zu 1/r? abfallen zu lassen, kann man sie auch pro-
portional zu 1/r*~! machen. Allgemein wird im obigen Programm r=1/sqrt (pow(r, alpha))
verwendet, wobei pow(r, alpha) der Potenzierung r* entspricht. Abbildung 3.15 zeigt
vier verschiedene Beispiele mit Werten fiir 5 zwischen 3.00 und 2.01, wobei § = a — 1.
Die Rotation der Ellipse bei den Beispielen fiir 5 ~ 2 nennt man Prézesion.
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y (AE)
{

y (AE)
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Abbildung 3.15: Bahnkurven bei versch. Gravitationsgesetzen 5 = 3 (links), 8 = 2.1
(mitte) und B = 2.01 (rechts).
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Fiir g = 3.00 fallt auf, dafl die Erde, nachdem sie in die Ndhe der Sonne “geflogen” ist, sich
mit hoher Geschwindigkeit aus dem System entfernt. Dies ist allerdings ein numerisches
Problem. Fiir diesen Effekt ist die Wahl eines zu grofilen At verantwortlich, dafl bei grofien
Geschwindigkeitsidnderungen kleiner sein sollte. Allerdings wiirde bei einem kleineren At
die Simulation zu lange dauern. Man bendétigt also ein automatisches Verfahren, das die
GréBe von At regelt. Eine Moglichkeit ist es, die Anderung der Energie fiir verschiedene At
zu vergleichen und den Zeitschritt dementsprechend zu verédndern (adaptives Verfahren).
Dazu bietet sich z.B. das Runge-Kutta Verfahren an, da dort sowieso Werte zur Zeit
t + At/2 berechnet werden. Die Energie der Erde ist

GmsmE mg o

° 5 (3.37)

EErde = -

Die Energie ergibt sich also aus den Koordinaten z und y fiir r = /22 + y? direkt und
fir v. = Ar/At indirekt. Wir berechnen zuerst die Energie F; aus

2y = x(t + At) = fa(z(t), y(t)) (3.38)
v =y(t + At) = gar(z(t), y(t)) (3.39)

und die Energie E> mit halb so grofiem At durch

= Faelalt+ S0+ 50) (3.40)
v = 93 (alt+ 5w+ 5) (3.41)

Die Funktionen f und g berechnen die neuen z- bzw. y-Werte fiir At oder At/2. Das
entscheidende Kriterium ist die Differenz

Ist AE grof}, so ist At zu klein gewidhlt, ist AFE sehr klein, so kann At grofler gewidhlt
werden. Im Programm kénnte z.B. bei AE > 107 — A#' = At/2 und bei AE < 1077 —
At' = At x 2 gewihlt werden.

3.3.1 Erde und Jupiter

Kommt zu den Kérpern Sonne und Erde noch ein dritter (beispielsweise der Jupiter)
hinzu, so ist dieses Problem nicht mehr analytisch 16sbar. Die Keplerschen Gesetze zur
Planetenbewegung gelten nicht mehr. Allgemein ist das beim N-Kérperproblem (N > 2)
so. Numerisch 188t sich dieses Problem immer noch 16sen. Wir bendétigen als erstes das
Gravitationsgesetz fiir Erde-Jupiter:

Gmgm .
fEJ—_% mit TEJ:\/(wE—wJ)2+(yE_yJ)2 (343)
EJ
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Abbildung 3.16: System Erde-Jupiter

Wieder stellen wir fiir die Erdbewegung (und auch fiir die Jupiterbewegung) eine kompo-
nentenweise Gleichung auf, die analog fiir y gilt.
472 G —
By = — 7r3wE B mJ(w3E zy) (3.44)
TE TEJ
471'233] GmE(mJ—xE)

3 3
e TEJ

(3.45)

5=

Der rechte Ausdruck ist der Einflufl vom dritten Korper, also jeweils des Jupiters, bzw.
der Erde. Fiir die Rechnung bendétigen wir jetzt auch die Massen der einzelnen Korper.
mg = 6 % 10%*kg
mg = 2 % 103%kg
my =2 % 10*"kg « M

Den Faktor M; benutzen wir spéiter in der Simulation um auszuprobieren, wie sich unser
System verhalten wiirde, wenn die Masse des Jupiters gedndert wiirde. Der Radius der
Jupiterbahn ist 7; = 5.2 AE und seine Bahngeschwindigkeit ist v = 2.76 AE/a. Man kann
nun die Konstanten
Gmg=12x712%107° (3.46)
Gmy=4xm2%x10 3% M, (3.47)
berechnen. Als numerisches Verfahren verwenden wir wieder die Verlet-Methode. Die
Gleichungen

ZL‘E(t =+ At) = —.’L’E(t — At) + 2$E(t) —

AR4r? rp(t)  103%(xp(t) —zs(t)) x M,
A (r%(t) 7,0 ) (3.48)
2y o (zs(t)  3%x107%(z,(t) — zm(t))
~ArT <r3<t> 3,0 ) (3.49)

gelten fiir die z-Komponente, die y-Komponente ist analog dazu.
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double pOx, plx, p2x, dplx, t;
double pOy, ply, p2y, dply, r3e;
double qOx, qlx, q2x, dqlx, r3j;
double qOy, qly, q2y, dqly, r3ej;
double alpha, massj, t_max, dt;
/...
// loop from t=0 to t=t_max
t=0.0;
ofstream outfile("orbit.dat");
for( int i=0; i<t_max/dt; i++ ) {
r3e=1./pow(plx*plx+ply*ply,beta);
r3j=1./pow(qlx*qlx+qly*qly,beta);
r3ej=1./pow((plx-qlx)*(plx-qlx)+(ply-qly)*(ply-qly) ,beta);
// Verlet sums
p2x=2.*plx-pOx-pi24*dt2*
(r3e*plx+r3ej*1.e-3*massj*(plx-qlx)); // Earth
p2y=2.*ply-pO0y-pi24*dt2*
(r3exply+r3ej*1.e-3*massj*(ply-qly));
Q2x=2.*q1x-q0x-pi24*dt2x*
(r3j*qlx-r3ej*3.e-6*(plx-qlx)); // Jupiter
q2y=2.*qly-qO0y-pi24*dt2x*
(r3j*qly-r3ej*3.e-6*(ply-qly));

outfile << t << 7 ? << plx <<’ ? << ply <<
7 7 < gqlx << 7 7 << gly << ’\n’;

t=t+dt;

pOx=pix; // change new->o0ld
pOy=ply;

plx=p2x;

ply=p2y;

q0x=qlx; // change new->old
q0y=qly;

qlx=q2x;

qly=q2y;

Abbildung 3.17 zeigt die Bahnen fiir verschiedene Massen des Jupiters. Gerade in der
letzten Grafik ist deutlich zu sehen, dafl bei diesem Drei-Kérper—Problem die Erde, die
deutlich weniger Masse besitzt, als der Jupiter, einen chaotischen Verlauf hat. Ebenso ist
das allgemeine N-Korper—Problem chaotisch!



72 KAPITEL 3. LOSUNG DER NEWTONSCHEN BEWEGUNGSGLEICHUNG
6 - 6 —
~Mj=L e Mj=10
4 r 4t
2 r 2 |
2 () g o
< 0 < o0
~ N ~ /
2+ 21
-4 + -4
Py . : P I ‘
- 0o 2 4 - 0o 2 4
X (AE) X (AE)
6 6 :
=1000 -
4 + 4t
2 r 2 | %
< 0 < 0 %
> >
2+ 21
-4 + -4
-6 ‘ -6 !
- 0o 2 4 - 0o 2 4
X (AE) X (AE)

Abbildung 3.17: 2-Korper—Simulation mit verschiedenen Jupiter-Massen mit fixierter
Sonne.

3.3.2 Das Drei—-Korper—Problem

Bei einer Masse des Jupiter von M; = 1000 ist allerdings zu bedenken, das die Annahme
einer unbeweglichen Sonne falsch wird. Simuliert man das wirkliche 3—-Kérper—Problem,
mit beweglicher Sonne, so umkreisen Sonne und Jupiter den gemeinsamen Schwerpunkt
und die Erde wird nach kurzer Zeit aus dem System geschleudert. In Abb. 3.18 ist die
Simulation fiir verschiedene Zeitschritte dargestellt. Eigentlich entspricht diese Simulation
einem Doppelsternsystem mit zwei grofen Sonnen und einem Planeten. Schon bei einem
Zeitschritt von At < 0.01 ist die Losung beinahe nicht mehr von der Lésung fiir At < 0.001
zu unterscheiden. Als Kontrolle kann man die Energie im Planetensystem berechnen. Die
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kinetische Energie im N-Ko&rper—System ist

(3.50)

N N
E,= Z Z 47r2m,-mj% : (3.51)

wobei wie oben alle Lingen in AE, alle Geschwindigkeiten in vy, alle Zeiten in Jahren,
und alle Massen in Sonnenmassen mg gemessen werden. In Abb. 3.18 erkennt man, dafl
die Energieerhaltung nur fiir grofle Zeitschritte verletzt wird.

T T T T T T T 0.01 T T

S1 -----e- dt=0.001 ——
61 S2 oo b dt=0.01 -
P dt=0.001 —— dt=0.1 --------

P dt=0.01 Gl
5 P dt=0.1 - T

0.008

0.006

Etot
T

0.004 [,

0.002

Abbildung 3.18: 3-Korper—-Simulation mit Jupiter-Masse M; = 1000 und beweglicher
Sonne. Links: Trajektorien und rechts: Energie als Funktion der Zeit.

Die gleiche Methode, bei der jeder Korper mit jedem anderen wechselwirkt, verwendet
man auch bei Simulation von Molekiilen (Molekulardynamik), siehe Kapitel 3.4.

3.3.3 Perihelbewegung des Merkurs

Ein Beispiel fiir die Anwendung der Relaticitdtstheorie in der Himmelsmechanik ist die
Prizession des Perihels (der Umlaufbahn) des Merkurs, die aufgrund seiner Sonnennihe
relativ grof ist. Die Bahn des Merkurs dreht sich um 566 Arksek/Jahrhundert (1 Arksek
= (1/3600)°). Fiir eine volle Umdrehung benétigt die Bahn insgesamt 230000 Jahre!
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Wird die Prézession allerdings selbst mit dem Einflufl des Jupiters errechnet, kommt
man nur auf 523 Arksek/Jahrhundert! Albert Einstein erhélt durch seine Allgemeine
Relativitdtstheorie (Raum wird durch Masse gekriimmt) ein erweitertes Bewegungsgesetz.
Fiir die Kraft zwischen Sonne und Merkur gilt nun:

G’msmM

f=~

STUM (1 + ), mit a &~ 1.1 % 1078 AE? (3.52)
Tsm Tsm

Der Unterschied in der Berechnung durch diese Formel (und mit dieser Konstanten «)
ist 43 Arksek/Jahrhundert, genau die Differenz zwischen dem vorher berechneten Wert
und dem beobachteten. Dieses Ergebnis bescherte der Allgemeinen Relativitédtstheorie
den Durchbruch, da sie ein bis dahin unlésbares Problem der Physik korrekt erklért.

3.3.4 Starre Korper

Man kann auch die Drehung der Planeten um sich selbst als starren Kérper berechnen.
Zur Vereinfachung betrachten wir wieder nur eine Drehung im 2-Dimensionalen. Statt Ort
r und Geschwindigkeit v wird nun auch der Drehwinkel ¢ und die Winkelgeschwindigkeit
w verwendet. Das Bewegungsgesetz lautet:

: M.

p=w=—, mit (3.53)
J = Zmi (r; — rpr)® (Trigheitsmoment) (3.54)
M=) (r; —ry) X f; (Drehmoment) (3.55)

i

m; sind die Massenpunkte, aus denen sich der Kérper zusammensetzt, r; ihre jeweiligen
Koordinaten, f; ihre anliegenden Kréfte und rj, die Schwerpunktskoordinate. Ein Beispiel
fiir diese Drehung ist die Bewegung des Saturnmondes Hyperion, dessen duflere Form der
eines Eis gleicht. Man stellt fest, dafl seine Bewegung chaotisch ist.

3.4 Molekulardynamik

Mit der sog. Molekulardynamik kann man nicht nur Molekiile wie z.B. das Helimatom
simulieren, sondern ganz allgemeine N-Teilchen—Systeme wie Gase, Fliissigkeiten, Mem-
branen oder Schiittgiiter.

Ein weiteres grofles Gebiet der numerischen Physik ist die Molekulardynamik: eine Menge
von Teilchen wird fiir eine bestimmte Zeit mit allen auf sie wirkenden Kréaften simuliert.
Dies ist ein typisches N-Korper-Problem. Dabei kann eine riesige Anzahl an Gleichungen
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auftreten, die alle berechnet werden miissen. Im November 1997 wurde durch den Zusam-
menschlufl von zwei Supercomputern eine Molekularsimulation mit iiber einer Milliarde
(10°) Punkte eines Kristallgitters durchgefiihrt. Allerdings besitzt ein Kubikzentime-
ter Materie ungefihr 1022 Molekiile, also einen Faktor 10'3 mehr. Man kénnte also nur
1/10'% cm?® simulieren.

In der Praxis ist es sowieso nur iiblich bis zu 10® Teilchen zu simulieren. Weiterhin
mufl man wegen der groflen auftretenen Kréfte die Zeitintervalle At sehr klein wéhlen,
iiblicherweise in der Gré8enordnung von 10~!2s= 1ps. Bei normalerweise 10° Iterationen
kommt man dann auf eine Zeit von 1lus. Wegen dieser Einschriankungen werden nur
kleine und kurze Vorginge auf diese Weise simuliert wie Bruchspitzen, Schmelzen und
Erstarren von Materie oder “head-crash”, dem Aufprall des Lese-/Schreibkopfes auf die
Magnetscheibe einer Festplatte.

3.4.1 Das Heliumatom

®c

2—1—

Abbildung 3.19: Elektronenbewegung im Heliumatom

Die elektrostatischen Kréfte dhneln den Gravitationskréaften. So kann man auch die Bahn
der beiden Elektronen in einem Heliumatom konstruieren. Neben der Anziehung von ent-
gegengesetzten Ladungen kommt noch die Abstolung durch gleiche Ladungen hinzu, die
mit umgekehrtem Vorzeichen in die Berechnung eingehen. Wir setzen Masse und Ladung
des Elektrons auf 1 (m, = ¢. = 1) und erhalten die beiden Kréfte fiir die Elektronen :

ry rs —TIo

rs s —I
fo = _2g + =3 (3.57)
(3.58)

Durch die moglichen starken Kréfte ist hierbei ein adaptiver Zeitschritt notwendig. Die
entstehende Bewegung ist wieder chaotisch.
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4.0

Abbildung 3.20: Bewegung der zwei Elektronen im Heliumatom.

3.4.2 Optimierung

Durch die gegenseitige Wechselwirkung ist der Aufwand bei N Teilchen O(N?), da der
Einflul von allen Teilchen auf jedes Teilchen beriicksichtigt wird. Nun ist es aber so, dafl
die Stérke der Kraft von der Entfernung der Teilchen abhéngt. Nur die Teilchen in n&herer
Umgebung haben einen wirklichen Einflu} auf die Bewegung. Um das auszunutzen gibt
es verschiedene Ansédtze:

1. Nachbarschaftstafeln

Fiir jedes Teilchen 7 gibt es eine Liste von Teilchen die sich innerhalb einer Kugel
(oder eines Kreises) mit dem Radius R um Teilchen i befinden. R muf} dabei grofier
als die Reichweite der Krifte sein. Fiir das Teilchen ¢ werden nur die Kréfte aus den
in der Liste stehenden Teilchen berechnet und die Liste wird regelmiflig erneuert.
Der Erneuerungsprozef kann zwar O(N?) sein, aber der Aufwand muf nur nach
vielen Zeitschritten betrieben werden.

. linked-cell (verbundene Zellen)

Der Raum (die Ebene) wird in einzelne Zellen unterteilt. Jede Zelle besitzt eine
Liste der Teilchen in ihr und jedes Teilchen in einer Zelle wechselwirkt nur mit
Teilchen in umgebenden Zellen. Fiir die Berechnung werden nur die Teilchen aus
der eigenen und den benachbarten Zellen herangezogen.

Durch Kombination dieser beiden Methoden kann man einen Aufwand von O(N) errei-
chen. Auflerdem lassen sich die Methoden sehr einfach parallelisieren und so auch auf
Systemen mit mehreren Recheneinheiten effektiv realisieren.
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Abbildung 3.21: Verlet-Nachbarschaftstafeln (oben) und linked—cell (unten)

3.4.3 Weitere Vielteilchensysteme

Sind die Teilchen grofler, wie Beispielsweise bei Sand, wo in einem Kubikzentimeter un-
gefihr 10° Koérner sind, und durch kleinere auftretende Krifte die Zeitintervalle grofer,
also At ~ 107°s, sein kdnnen, sind realistische Mengen und Zeitdauern von mehreren
Minuten moglich.

Hierzu gehort beispielsweise die Simulation von Sand in einem Trichter, Fragmentation ei-
ner Wand mit dem Hammer, Teilchenvermischung in Fliissigkeiten oder die Zersplitterung
zweier Kugeln nach einem Zusammenstof.
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Abbildung 3.22: Zusammenstofl zweier Atomkerne



Kapitel 4

Populationsdynamik

Quetelet (1835): “Essai de Physique Sociale”, Abhandlung iiber Populationsphysik

Verhulst (1838): Modell fiir das dichteabhingige Wachstum einer Population (De-
terministisch)

Lotka, Volterrra, Kostizin (1923-1940): Grundlagen der theoretischen Okologie (De-
terministisch)

Heute: Durch Einsatz von Computern ist die Einbeziehung stochastischer Faktoren
in das Modell moglich

Die Populationsdynamik besteht aus der Modellierung eines Zustandes und seiner Dyna-
mik und nicht aus einem Gesetz (wie das Newtonsche Gravitationsgesetz).

4.1 Betrachtung einer einzelnen Spezies

Der einfachste Fall ist eine einzelne Spezies, die sich ausbreitet oder, je nach Randbedin-
gungen auch wieder schrumpfen kann. Ein Beispiel sind Bakterien, die sich vermehren
solange Nahrung vorhanden ist.

4.1.1 Iterative Modelle

Zuerst kann man ein iteratives Modell formulieren, in dem die neue Population direkt und
in einem Schritt aus der vorherigen hervorgeht.

79
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Exponentielles Wachstum

Die gewohnlichen Wachstumsvorgénge in der Natur werden meistens durch eine exponen-
tielle Iteration gelost, da zum Beispiel jedes Tier wieder mehrere Nachkommen besitzt.
Jede Folgegeneration P, ; ist das Produkt der Vorgéngergeneration mit einem konstanten
Faktor a:

Poi1=aP, . (4.1)

Beginnt man mit einer Anfangspopulation P, ergibt sich P, = a"F,. Hierbei wiirde
allerdings die Population im Laufe der Zeit bis ins unendliche wachsen, so dafl diese Form
der Iteration nicht sinnvoll ist.

Logistische Gleichung

Bei Uberbevolkerung geht die Population wegen Nahrungsmittelmangel und zu wenig
Platz wieder zurtick. Um dies zu berticksichtigen, wird in die Formel eine “umweltbedingte
Kapazitiat” k (“Carrier Capacity”) eingefiigt, die die Population wieder verkleinert:

Poii=(a—kxP,)x P, (4.2)
Durch die Normierung von a = u und y, = (k/a)P, entsteht die logistische Gleichung:

Ynt1 = 1Yn(1l — yn) (4.3)

w ist in diesem Fall die Reproduktionsrate. Durch Anwenden der Gleichung entsteht in
der Population ein Gleichgewicht. Trdgt man das Gleichgewicht iiber der Reprodukti-
onsrate auf, entsteht das Bild einer Bifurkation. Das heifit, wenn die Reproduktionsrate
hoher wird, entstehen mehrere verschiedene Gleichgewichte. Es folgt eine Kaskade von
Bifurkationen von Populationen, bis diese in Chaos iibergehen. Dieser Zustand ist fiir
eine Populationssimulation nicht sinnvoll.

4.1.2 Gewohnliche Differentialgleichungen

Wird die Population durch Differentialgleichungen simuliert, entsteht ein kontinuierliches
Zeitverhalten. Die Zustandsvariable dndert sich stetig. Bei hoher Individuenanzahl ist
gewihrleistet, dafl die ganzen Zahlen (die Individuen) problemlos als reele Zahlen genéhert
werden konnen. Allerdings ist auch bei dieser Methode keine Simulation statischer Fluk-
tuationen durch Anderung der Bedingungen wihrend der Simulation méglich, sondern
nur eine Variation der Anfangsbedingungen.
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Exponentielles Wachstum

Die Anderung des Systems ist hier die Differenz der Zahl der Geburten und der Zahl der
Todesfélle, die beide proportional zu der Gesamtpopulation sind. Die Zahl der Geburten
ist b x y und die Zahl der Todesfélle m * y, wobei y die Individuenanzahl ist.

dy
= =y —my=(b—m)y (4.4)
Die Losung dieser DGL besitzt wieder ein Exponentialverhalten, diesmal aber fiir konti-
nuierliche Zeiten:

y(t) = yo * e(b—m)xt (4.5)

Die Losung ist entweder konstant (bei yp = 0 immer y(¢) = 0), wéchst ins unendliche (fiir
b —m > 0), oder sie verschwindet exponentiell (fiir b — m < 0). Gleichung 4.5 ist also
auch keine sinnvolle Beschreibung der meisten Populationen.

Logistisches Wachstum

Wird die Kapazitit berticksichtigt (bei Verhulst 1838 und Schifer 1954), entsteht die
nichtlineare DGL

dy y
A 1—- 2 4.
o = (= 7) (4.6)
Die Losung lautet hierfiir:
K
v (t) (4.7)

1+ (y—Ii —1)e#

sowie ys = 0 und y3 = K. Ohne Rauschen ist die DGL stabil, d.h. wenn in Gleichung
4.6 fiir y der Wert 0 eingegeben wird, bleibt das Ergebnis 0 und ist y > 0, ergibt sich als
oberer Grenzwert die Kapazitdat K. Wird aber zu Glg. 4.6 ein Rauschterm (z.B. Axcos(t),
mit sehr kleiner Amplitude A) hinzuaddiert, zeigt sich, daf8 die Losung y, instabil ist:
nach kurzer Zeit steigt die Funktion trotz des Anfangswertes 0 bis zu einem gewissen
Wert exponentiell an (Abbildung 1, links). Der obere Grenzwert (ys) ist auch inklusive
Rauschterm stabil: bei einer Stérung kehrt die Funktion exponentiell zur Ausgangslésung
zuriick (Abb. 4.1, rechts).

Es gibt noch weitere logistische Gleichungen, zum Beispiel mit konstanter Ernterate v:
1-=)—v, (4.8)

wobei von einer Population immer ein Teil abgezogen (“geerntet”) wird. Eine andere
Moglichkeit zur Einbeziehung der Kapazitit ist das “Mitscherliche Ertragsgesetz” von
1908:

dy

o = HE ) (4.9)
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Abbildung 4.1: Numerische Losung der Populationsgleichung 4.6 mit 4 = 0.5 und K = 1.
Links: yo = 0.1, A = 0, Mitte: yo =0, A = 0.001, Rechts: yo = K, A = 0.001.

Die Kapazitdt K ist hier der maximal mogliche Ertrag. Die Gleichung hat den Vorteil,
daf sie nicht quadratisch ist und somit am Anfang auch nicht so stark ansteigt, wie die
anderen logistischen Gleichungen.

Vergleich logistisches -und exponentielles Wachstum
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Abbildung 4.2: Vergleich von exponentiellem und logistischem Wachstum, Links: linear,
Rechts: Halblogarithmisch. Gezeigt ist (y(t) — yo)/K aus Gleichung 4.6 (durchgezogene
Linie) und exponentielles Wachstum (1 — yo/K)yo(exp(ut) — 1) (gestrichelte Linie).

In Abbildung 4.2 sieht man, dafl die Exponentialfunktion und die Logistische Funktion
anfangs gleichschnell wachsen. Man kann also am Anfang nicht unterscheiden, ob ein
Wachstumsprozess exponentiell ist und ins unendliche wichst, oder logistisch und sich
nach einer Zeit einem Grenzwert ndhert. Derartige Prognosen sind bei Ph&nomenen
wie beispielsweise der Verbreitung von AIDS, die es erst seit relativ kurzer Zeit gibt,
bedeutungslos.
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4.2 Zwei und mehr Spezies

In der Natur gibt es normalerweise mehr als nur eine Art von Lebewesen. Man unter-
scheidet zwischen verschiedenen Systemen wie z.B. Konkurrenten oder Rduber—Beute—
Systeme. Die Rauber-Beute—Systeme ergeben meistens oszillierende Populationen, wobei
der Rauber der Beute “hinterherhinkt”, da die Population der Rduber von derjenigen der
Beute abhingt. In Abbildung 3 ist dies teilweise nicht der Fall, da sie die Zahl der gefange-
nen Tiere zeigt, die auch abhingig vom Absatzmarkt sind (Preisentwicklung, Nachfrage).

-0—0~ SnowsShoe robbit

@ =

Conoda lynx

1850 1860 1870 1880 1890 1900 1910 7920 1930

Abbildung 4.3: Rauber-Beute—System

4.2.1 Volterra—Gleichung (1925)

In der Volterra—Gleichung besitzen die Populationen y; (i = 1,2) eine unbegrenzte Kapa-
zitdt. Ausfélle geschehen bei der Beute durch “gefressen” werden, sowie bei den Rédubern
durch Todesfélle. Die Geburten sind bei der Beute proportional zur Population y;, und
bei den Riubern sowohl proportional zur eigenen Population y, als auch zur Population
der Beutetiere y;.

Damit ergibt sich das Gleichungssystem:

dy
dt

= (=m2 + T1291)¥2 (4.10)

= (bl - 7‘21y2)y1
dys
dt

b, ist die Geburtenrate der Beute, ms die Sterberate der Rauber, ry; die “gefressene”
Beute und 7, die “satten” Rauber.
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Die in Abb. 4.4 abgebildete Losung zeigt, das die Rauberpopulation zeitlich nach der
Beutepopulation reagiert. Dieses Gleichungssystem besitzt immer periodische Losungen,
und es existieren deshalb keine Gleichgewichtszustinde, d.h. auch das “Aussterben” einer
Art ist nicht moglich.
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Abbildung 4.4: Rauber-Beute als Funktion der Zeit (links) und im Phasenraum (rechts).
Gleichung 4.10 wurde mit den Parametern b; = 1, ms = 2, r9; = 715 = 0.01 und den
Anfangswerten y;(0) = 100 und y(0) = 50 numerisch gelést. Die Kreise zeigen die
Populationen zur Zeit ¢t = 0 und ¢ = 0.3 an, und der Pfeil im rechten Bild deutet die
Orientierung im Phasenraum an.

4.2.2 Lotka—Volterra—Gleichung (1926)

Bei der Lottka—Volterra—Gleichung hat die Beutepopulation zusétzlich noch eine begrenz-
te Kapazitidt K, sonst sind die Gleichungen unverindert.

d
% = (bl —T21Y2 — %)%
d
% = (—m2 + T12Y1) Y2 (4.11)

Die begrenzte Kapazitit fiihrt dazu, da8 nach einer Ubergangszeit ( “Transiente”) immer
ein Gleichgewicht erreicht wird. Es gibt also keine periodischen Losungen mehr und es
ist auch moglich, daf eine Art ausstirbt, wie in Abb. 4.5 fiir K = 200 zu sehen.
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Abbildung 4.5: Riuber—Beute als Funktion der Zeit (links) und im Phasenraum (rechts).
Gleichung 4.11 wurde mit den Parametern b; = 1, ms = 2, r9; = 712 = 0.01 und den
Anfangswerten y;(0) = 100 und y2(0) = 50 numerisch gelést. Oben hatte die Beutepopu-
lation eine hohe (K = 500), unten eine relativ niedrige (K = 200) Kapazitdt. Die Kreise
zeigen die Populationen zur Zeit ¢t = 0 und ¢ = 0.3 an, und der Pfeil im rechten Bild
deutet die Orientierung im Phasenraum an.

4.2.3 Folgerungen

Vorteile von Differentialgleichungen

Die Modellierung der Populationsdynamik durch DGL’en ist beliebig allgemein moglich.
Bestimmte Prozesse sind sehr gut nachvollziehbar und auch die Zeitabhingigkeit von
Parametern (jahreszeitabhingige Schwankungen der Kapazitét 0.4.) bei der numerischen
Losung ist einfach zu implementieren.
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Nachteile der differentiellen Modellierung

Bereits kleine Modifikationen kénnen das Verhalten der DGL auf unvorhergesehene (und
unerwiinschte) Weise beeinflussen, wobei auch ein Erzwingen eines bestimmten Verhaltens
sehr schwierig ist. Auswirkungen von Fluktuationen kénnen nicht beriicksichtigt werden
und die differentiellen Amplituden sind nicht immer sinnvoll (z.B. 0.02 Elefanten).

Hauptséchlich fehlt jedoch die rdumliche Auflésung, die im Folgenden genauer betrachtet
werden soll.

4.3 Ausblick: Diskrete Modelle

Um die Nachteile der differentiellen Modellierung auszugleichen und die “unendliche”
Reichweite der Rauber (jeder Rduber kann jedes Beutetier fressen) einzuschranken, kann
man als Alternative auf ein diskretes System ausweichen. Der Algorithmus fiir ein Rduber—
Beute System sieht folgendermaflen aus:

1. Das biologische System wird auf einem Gitter konstruiert.
2. Die Zahl der Individuen pro Gitterplatz wird abgespeichert.

3. Mugrationsschritt: Rduber und Beute bewegen sich mit einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit auf einen anderen Gitterplatz.

4. Jagdschritt: Die Rauber versuchen in ihrer Umgebung, also auf ihrem Gitterplatz,
Beute zu machen.

5. Geburts/Todesrate: Mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit stirbt der Rauber / das
Beutetier, oder bringt Nachkommen hervor. “Satte” R&duber bringen mit hoherer
Wahrscheinlichkeit Nachkommen hervor und sterben mit niedriger Wahrscheinlich-
keit als “hungrige” Rauber.

6. Zuriick zu Schritt 2.

Unterhalb einer gewissen Systemgrofie passiert es nun, dafl die Rduber die Beute ausrotten
und anschlieflend selbst verhungern. Bei mittlerer Systemgrofie zeigen sich Oszillationen
in der Gesamtpopulation und fiir grofle Systeme bleibt sie konstant und fluktuiert nur
noch lokal.



Kapitel 5

Gitter- oder Stochastische Modelle

Wie am Ende des letzten Kapitels angedeutet, stehen in diesem Kapitel nicht-deterministi-
sche Methoden im Vordergrund. Im Rahmen diskreter Modelle werden Ereignisse mit
einer Wahrscheinlichkeit versehen und sollen dementsprechend héufig vorkommen. Dazu
ist es zuerst notig, Zufallszahlen zu definieren und “herzustellen”, mit denen die Ereignisse
stochastisch ausgewédhlt werden konnen.

5.1 Zufallszahlen

Zufallszahlen sind Folgen von Zahlen in zufilliger (unkorrelierter) Reihenfolge. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf als néchstes eine bestimmte Zahl auftritt ist immer gleich. Das Pro-
blem bei Zufallszahlengeneratoren (RNG = random number generator) von Computern
ist, daf} eine deterministische Maschine nicht-deterministische Zahlenfolgen erstellen soll.
Die Losung ist in der Programmierung von besonders “wildem” Chaos, das selbst im
Poincaréschnitt homogen verteilt ist. Besonders wichtig ist hierbei die Modulofunktion,
da auf hohe Werte auch genauso wieder niedrigere Werte entstehen kénnen. Bei den Ge-
neratoren werden die additiven und die multiplikativen Generatoren unterschieden. Die
multiplikativen Generatoren sind einfacher, liefern aber keine so gute Folgen. Die neueren
additiven Generatoren sind schwieriger, aber liefert dafiir viel bessere Ergebnisse.

5.1.1 Kongruentieller RNG “IBM”

Der fiir den PC gebrauchlichsten Zufallszahlengenerator ist der multiplikative Generator.
Er basiert auf der einfachen Formel :

zir1 = (c* ;) mod p (5.1)

87
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Der neue Wert errechnet sich dadurch, dafl der alte Wert mit einer Konstanten ¢ multi-
pliziert und anschlieBend modulo einer weiteren Konstanten p genommen. Hierbei wird
ein Keim z, bendtigt, mit dem die Folge begonnen wird. Ein Keim hat den Vorteil, daf§
bei dem gleichen Wert immer die gleiche Folge entsteht. Dies ist fiir die Uberpriifung von
Berechnungen mittels Zufallszahlen sehr wichtig, damit man sie auch nachvollziehen und
reproduzieren kann.

Da die Folge nur von der Vorgédngerzahl abhéngt, wiederholt sie sich beim erneuten Auf-
tauchen einer Zahl periodisch. Fiir einen guten Generator mufl diese Periode moglichst
grof} sein. Die maximal mégliche Periode ist dann erreicht, wenn alle Zahlen im Bereich
bis p einmal durchlaufen wurden, bevor sich eine von ihnen wiederholte. Um die maximale
Periode zu erhalten, mufl p eine Mersennsche Primzahl, sein. Fiir sie gilt:

p=2—1 (5.2)

Hierbei ist o ganzzahlig. Durch die Zahlentheorie wurde auch bewiesen, dal ¢ und p
teilerfremd sein miissen und es keine andere kleinere Zahl geben sollte, fiir die das gilt.
Formal heifit das :

¢ modp=1 und Ag<p:c? modp=1 (5.3)

Fiir die ersten 32-bit Maschinen von IBM wurden die beiden Konstanten p = 23' —1 (1 Bit
Vorzeichen und 31 Ziffern) und die zugehérige Konstante ¢ = 65539 verwendet. Fiir diese
Konfiguration ist £ = 0 ein Fixpunkt und &ndert sich nicht. Dafiir hat die restliche Folge
die Periode 23! — 1, jede Zahl kommt also nur einmal vor und wiederholt sich erst nach
231 =~ 10° Schritten. Fiir die Berechnung der Zufallszahl multipliziert man die vorherige
mit ¢ und 148t eventuell einen Uberlauf zu. Bei einem Uberlauf wird die Zahl negativ. Ist
sie negativ wandelt man sie einfach wieder in eine positive Zahl um, indem der Wert p
addiert wird. Diese Berechnung entspricht dann der Modulofunktion. Dadurch ist dieser
Generator sehr schnell. Bei der Implementierung benutzen wir zwei Funktionen: rng0 zur
Initialisierung des Generators (mit einer Zahl “seed”) und rng fiir den Generator selbst.

#include<iostream>
using std::cout;

const static int p=1U << 32 - 1; // p=2"31-1
const static int c=65539;

const static int romax=p;

static int x1;

void rng0(int x0); // function prototypes
int rng();

int main()

{
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int r0, ri;

rng0( 234567 ); // set seed 234567 only once !
r0=rng() ;

for( int i=0; i<20; i++ ){

ri=rng();
cout << r0 << ? ? << rl1 << ’\n’; // print x_n and x_n+1
r0=ri;
b
return O;
}
// set seed -- initialization function
void rng0(int x0){
x1=x0;
}
// random number generator
int rng({
x1 = (c*x1); // allow overflow
if(x1 < 0) x1-=p; // add p if negative
return x1;
}

Anstatt integers mit Uberlauf zu verwenden kann man auf 64-bit Maschinen long integers
verwenden, und nur die 32 kleinen Bits verwenden.

Der Algorithmus erzeugt ganze Zahlen zwischen 1 und 23! — 1. Um jetzt auf beliebige
(gleichverteilte) reele Zahlenbereiche (z.B. von 0 bis a) zu kommen, multipliziert man a
mit der Zufallszahl und teilt durch die hochste mogliche Zahl p.

y = double(xl xa)/p =y €]0,q] (5.4)

Tragt man von der Zahlenfolge immer die benachbarten Zahlen in einen Poincaréschnitt
so ein (in diesem Fall dann Squaretest genannt), dafi nach rechts immer die Zahlen z,
und nach oben die Zahlen z,.; liegen, dann fillt auf, dafl alle Zahlen auf parallelen Linien
liegen, die zwar dicht beieinander liegen, aber dennoch nicht gleichméflig homogen verteilt
sind Abb. 5.1. Um dieses Defizit auszuschalten und um lingere Perioden zu bekommen,
wurden additive Generatoren entwickelt.
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Tnt1

Ln

Abbildung 5.1: Squaretest (schematisch) fiir einen Zufallszahlengenerator.

5.1.2 Lagged Fibbonacci Sequenzen

Die Lagged Fibbonacci Sequenz ist ein additiver Generator, bei dem sich das neue Fol-
genglied aus der Summe zweier fritheren Zufallszahlen ergibt. Die Zahl wird wieder durch
die Modulofunktion “zurechtgestutzt”. Wir benutzen in diesem Fall einen Generator fiir
Dualzahlen, so dafl unsere Berechnung Modulo 2 ist).

Tpt1 = (xn—a, + xn—b)m0d2 = Tp—a®D Tp_p . (55)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei @ > b. Das bedeutet, dal wir mindestens eine
Teilsequenz von a Zufallszahlen benotigen. Unser Keim ist also die Zahlenfolge x; - - - x,.
Um diese Zahlenfolge zu erzeugen, wird meistens ein multiplikativer Generator benutzt.
Wiederum sollten die Zahlen a und b gewissen Bedingungen geniigen. In diesem Fall sind
sie ein “Zierlertrinom”, d.h. die Gleichung

Top(2) =1+ 2+ 2° (5.6)

148t sich nicht in Unterpolynome faktorisieren, wobei z eine bindre Zahl ist. Die Kon-
stanten a und b werden bis zu der Gréfle von 100000 gewahlt. Die maximale Periode der
Zufallszahlen ist 2 — 1 und damit um einiges gréfler als beim IBM-Generator.

Ein einfacher Generator ist der nach seinen Erfindern genannte “Stoll & Kirkpatrick”-
Generator. Er benutzt die Konstanten a = 250 und b = 103. Das folgende Programm
benutzt fiir die Generierung des Keims die beiden Prozeduren von oben. Fiir die Zufalls-
zahlenserie benutzen wir eine Tafel mit periodischen Rédndern. Dabei wird die Speicher-
platz fiir 250 Zahlen reserviert und belegt. Die neue Zufallszahl iiberschreibt dabei jeweils
die letzte mit dem Index n — a, die zu ihrer eigenen Berechnung noch gebraucht wurde.
Anstatt der Modulofunktion kénnte man mit einer UND-Verkniipfung einfach das letzte
Bit abschneiden, um die Berechnung bindrer Zufallszahlen zu beschleunigen.

#include<iostream>
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using std::cout;

// Include from header file ...
const static int p=1U << 32 - 1;
const static int c¢=65539;

static int x1;

void rng0(int x0);

int rng();

const static int kps250=250;
const static int kps103=103;
static long int kps[kps250];
static int ikpsl, ikps2;
void rkpsO(int x0);

int rkps();

int main()
{

int r0, ri;

rkps0( 234567 );
rO0=rkps();

for(long int i=0; i<20; i++ ){
ri=rkps();

cout << r0 << ? ? << rl1 << ’\n’;

r0=r1;
}

return O;

// add also the rng functions .

// Kirkpatrick & Stoll initialization
void rkpsO(int x0){

rng0( x0 );

rng(); rng(); rng();

for( int i=0; i<kps250; i++){

kps[il=rng();

}

ikps1=0;

ikps2=kps250-kps103;

91

// p=2"31-1

// function prototypes
// IBM kongruential

// use long int for kps[]

// function prototypes
// Kirckpatrick & Stoll

I

// disregard the first 3
// initialize the field

// initialize counters

// Kirkpatrick & Stoll random number generator
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int rkps(){

ikpsi++;  if (ikpsl >= kps250) ikpsi=0;
ikps2++;  if (ikps2 >= kps250) ikps2=0;
long int kpsnew=(kps[ikps1]+kps[ikps2]);
kps [ikps1]=kpsnewip;
return int(kpsnew%p);

5.1.3 Testen von Zufallszahlen

Es gibt viele Moglichkeiten Zufallszahlen auf ihre “Zufélligkeit” zu testen. Im Folgenden
kommen Beispiele ohne die mathematischen Grundlagen weiter zu vertiefen.

. Squaretest

Der schon vorher erwidhnte Test mittels des Poincaréschnitts in zwei Dimensionen
(deswegen: Square=Quadrat). Die Zufallszahlen sollten ein homogenes Bild erge-
ben.

. Cubetest,

Der Cubetest entspricht dem Squaretest, nur dafl er im Dreidimensionalen stattfin-
det. Die drei aufeinanderfolgenden Zahlen werden dreidimensional aufgetragen und
sollten ebenfalls homogen im Raum verteilt sein.

. Mittelwert

Das arithmetische Mittel der Zufallszahlen sollte dem rechnerischen Mittelwert ent-
sprechen. Ist z €]0, 1], dann sollte das arithmetische Mittel sein:

1 1
T = lim—an:—. (5.7)

Mit weiteren Folgengliedern soll dem rechnerischen Mittel also immer weiter gendhert
werden.

. Fluktuation des Mittelwertes

Dies ist der sogenannte y2-Test. Die Verteilung um den Mittelwert sollte ein Gaufl-
sche Glockenkurve ergeben.

. Fourieranalyse

Die Zufallszahlenfolge kann als Funktion angesehen werden. Durch eine Schnelle—
Fourier—Transformation (FFT) wird der sogenannte Spektraltest durchgefiihrt. Da-
bei wird darauf geachtet, ob als Ergebnis ein “weifles Rauschen” (gute Zufilligkeit)
oder irgendwelche Spitzen entstehen (Resonanzen).
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6. Korrelationsfunktionen
Untersuchung von Korrelationsfunktionen wie zum Beispiel

< Ty * Ty > — < T2 > (5.8)

Auflerdem gibt es noch Tests mit den schénen Namen “Christmas-Test” und “Butterfly-
Test”, sowie viele andere.

5.2 Zellularautomaten

Bereits am Ende der Populationsdynamik gibt es ein Beispiel fiir ein Gittermodell. Ohne
Benutzug von Zufallszahlen hat man das einfachste Gittermodell, einen Zellularautoma-
ten. Ein Zellularautomat ist die (zeitliche) Entwicklung auf einem diskreten Gitter von D
Dimensionen und einem System von Freiheitsgraden nach einer bestimmten Regel (Dyna-
mik). Jede Zelle des Gitters wird durch eine Variable reprisentiert. Bei jedem Zeitschritt
wird die Regel auf alle Variablen gleichzeitig angewendet.

Ein einfaches Beispiel ist eine Gruppe Kinder, die sich im Kreis aufstellen und immer
dann ein Signal geben, wenn genau ein Nachbar ein Signal gibt. In Abbildung 5.2 sind
die Kinder in zwei aufeinanderfolgenden Zeitschritten zu sehen.

Abbildung 5.2: Beispiel der Anwendung der Regel 90.

Der Name der Regel 90 stammt aus einer Klassifizierung des Engldnders Wolfram von
1992. Sie bedeutet im Prinzip die Exklusiv-Oder-Verkniipfung der beiden Nachbarn. Die
Klassifizierung wird klar wenn man die sog. Wahrheitstafel fiir die oben beschriebene
Regel aufstellt.

Vorginger 111 110 101 100 011 010 001 000
Nachfolger ¢ | 0 1 0 1 1 0 1 0
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In der ersten Zeile sind alle moglichen Kombinationen der Vorgénger ¢ — 1, 2 und ¢ + 1
aufgelistet, und in der zweiten Zeile ist der neue Wert gezeigt, den ¢ nach Anwendung der
Regel einnimmt. Zusammengenommen ist die Nachfolger-Zeile die binire Représentation
der Zahl 90 = 2% 4+ 2% 4+ 23 4+ 2! = 01011010. Jede andere Regel 148t sich nun mit der
Wabhrheitstafel bestimmen.

Um den Kreis zu simulieren bendtigen wir ein Feld fiir jede Position, mit den Eintrdgen
0 oder 1, die anzeigen ob im Moment ein Signal gegeben wird, oder ob nicht. Formal
geschrieben ist dies: f(i) = {0,1} mit ¢ =1,---, N, fiir N Positionen. Durch die Regel
90 werden ist die neue Variable: f'(i) = [f(¢ + 1) und {nicht f(¢ — 1)}] oder [{nicht
f(@+1)} und f(i — 1)] , bzw. in symbolischer Schreibweise

F@O =FG+D)A=fi-1))V(fE+1D)A(fE-1), (5.9)
oder ganz einfach
ff@A)=fE+1)®f(z—1) firi=2,---,N—1, (5.10)

wobei @ die Exklusiv-Oder-Verkniipfung mit folgender Funktionstabelle ist:

D
0
1

== OO
O ==

Bisher konnten nur die Feldeintrdge ¢ = 2,--- , N — 1 behandelt werden, da fiir ¢ = 1 und
t = N kein linker bzw. rechter Vorgénger existiert. Die Rénder konnen einzeln fiir die
Berechnung abgefragt werden:

F'(1) f2)e f(N),
F(N) = f)s® fIN-1), (5.11)

Eleganter, aber auch aufwendiger, sind periodische Randbedingungen im Rahmen einer
verketteten Liste. Um die Liste nach links und nach rechts periodisch fortzufiihren werden
zwel neue Felder f; und f, angelegt, die jeweils auf den rechten, bzw. auf den linken
Nachbarn zeigen. Die Initialisierung dieser Felder erfolgt mit:

fit)=i-1 (:>2), wund fi(1)=N,
fli))=i+1 G<N—1), und fi(N)=1. (5.12)

Die neue Regel in Glg. 5.10 lautet somit
f1@) = (£ @) @ (L) - (5.13)

Ebenso brauchbar und dabei weniger aufwendig sind sog. Schatten oder Bildfelder. Im
Fall der linearen Kette werden einfach neue Feldelemente f(0) und f(IN + 1) eingefiihrt,
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die immer die Werte
f(0) = f(N)
fIN+1) = f(1) (5.14)

enthalten. Damit ist die Regel in Gleichung 5.10 ohne weiteres auf alle ¢ = 1,--- | N
anwendbar. Ein entsprechendes einfaches Programm verwendet rkps und das C++
Exklusiv-Oder: ~

int main()

{
const int NF=150; // field length 150
int f[NF+2], f1[NF+2]; // field + shadow elements
rkpsO( 1 ); // Initialize rkps
for(int i=1; i<=NF; i++ ){
f[il=rkps(); // or £[il=0;
}
£[0]=f [NF]; // shadow left
f[NF+1]=£f[1]; // shadow right
// f£INF/2]=1; // to set only one 1
for(int t=0; t<150; t++ ){ // 150 timesteps
for(int i=1; i<=NF; i++ )
if( f[i] == 1 ) cout << t << ? ? << i << ’\n’;
cout << ’\n’; // output of (t,i) if f(i)==
for(int i=1; i<=NF; i++){ // set ALL new fields f1
if(C £f[i-1] ==1 ) =~ ( f[i+1] == 1))
f1[il=1;
else
f1[i]=0;
}
for(int i=1; i<=NF; i++){ // write new values to f
flil=f1[i];
}
£f[0]=f [NF]; // shadow left
fINF+1]=£[1]; // shadow right
}
return O;
}

Werden die einzelnen Zeilen grafisch untereinander ausgegeben (schwarz fiir eins und weifl
fiir Null) ergibt sich fiir die Regel 90 ein unregelméfiges Bild, sieche Abbildung 5.3 links.
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Regel 90 ist also eine chaotische Regel. Andere Regeln ergeben nach kurzer Zeit ein
ganz weifles Bild (Regel 40), eine ortlich fixierte Struktur (Regel 78) oder eine wandernde
Struktur (Regel 138). Die Anfangskonfiguration der Grafiken ist hier zufillig gewéhlt.

rule 90 rule 40 rule 78 rule 138

Abbildung 5.3: Jeweils 150 Zeit- und Ort-Schritte fiir die Regeln 90, 40, 78 und 138 bei
zufilligen Anfangsbedinungen.

Besitzt die Anfangskonfiguration bei der Regel 90 nur eine einzige Eins, dann entsteht
als Bild das sogenannte Sierpinski-Sieb (auch Sierpinski-Dreieck genannt). Eine fraktale
(also selbstahnliche) Figur, die sich dadurch auszeichnet, daf§ sie Dilatationsinvariant
(Dehnungsinvariant) ist und bei Vergrofilerung selbstahnliche Figuren entstehen.

Schematisch dargestellt entwickelt sich die erste Eins wie folgt:

0 000 0 1 00 O0 O0O0
1 01
1 0 0 0 1
1 01 01 0 1
1 0 00 0 0 0 0 1
1 010 0 0001 O01
1 00 0100 01T 0 O0O0 1
1 0 101 0101O01TO01 0 1

und entsprechend der Darstellung in Abb. 5.3 ergibt sich Abbildung 5.4.

5.3 Game of life

Ein sehr bekanntes Beispiel fiir Zellularautomaten ist das 1970 von John Conway ent-
wickelte Populationssystem: Game of life. Es besteht aus einem zweidimensionalen Sy-
stem von Zellen, wobei jede Zelle entweder ein Wesen besitzt oder leer ist. Ob die Zelle
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rule 90 - init 1

Abbildung 5.4: 300 Zeit-Schritte fiir die Regel 90 mit einer Eins als Anfangsbedinung.

nach dem néchsten Zeitschritt besetzt ist, hingt von der Summe der besetzten Felder
aus den acht Nachbarzellen ab. Gibt es zu wenige Nachbarn, dann geht ein eventuell
vorhandenes Wesen durch Vereinsamung ein. Sind zu viele Nachbarn vorhanden, dann
stirbt es durch Uberbevélkerung. Nur fiir wenige Nachbar-Hiaufigkeiten iiberlebt es, oder
entsteht es iiberhaupt. Im Folgenden sind die Féalle beschrieben, wobei k& die Summe der
Wesen in den acht Nachbarfeldern ist und n(i, j) die entsprechende betrachtete Zelle ist:
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Im folgenden Programmbeispiel benutzen wir wieder ein Schattenfelder fiir die Realisie-
rung der periodischen Randbedingung. Die Initialisierung des Feldes erfolgt genauso wie
beim letzten Beispiel, nur in zwei Dimensionen. Die Zellen werden durch ein zweidimen-
sionales Feld von ganzen Zahlen dargestellt, das die Werte Eins und Null enthélt, wobei
Eins bedeutet, dafl das Feld lebt. In jedem Schritt wird fiir alle Felder die Summe der
acht Nachbarfelder der Variablen k zugewiesen. Die neuen Werte f’ werden erst einmal
auf Null gesetzt und nur in den Fillen £ = 3 bzw. eventuell bei £ = 2 auf Eins gesetzt.

int main()
{
const int NF=200; // field length 200
int f[NF+2] [NF+2];
int f1[NF+2] [NF+2]; // field + shadow elements
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int k=0, fsum=0;

rkpsO( 1 ); // Initialize rkps

for(int i=1; i<=NF; i++ ){
for(int j=1; j<=NF; j++ ){
f[i1[j1=rkpsQ);
if( £[1]1[j] == 1 ) fsum++; //
}

}

for(int j=1; j<=NF; j++ ){
f[01[j1 =fINFI[j]; //
fINF+11 [j1=£[1] [j]; //

}

for(int i=1; i<=NF; i++ ){
flil[0] =f[i][NF]; //
f[i] INF+1]=£[i][1]; //

}

£[0] [0] =f [NF] [NF]; //

f[NF+1][0] =f[1][NF]; //

f[0] [NF+1]  =f[NF][1]; //

£ [NF+1] [NF+1]=£[1] [1]; //

for(int t=0; t<2000; t++ ){ //

for(int j=1; j<=NF; j++){

Random

shadow
shadow

shadow
shadow

shadow
shadow
shadow
shadow

initial condition

bottom
top

right
right

bottom left
top left
bottom right
top right

2000 timesteps
cout << "# time t=" << t << ? ? << fsum << ’\n’;
for(int i=1; i<=NF; i++){ // set ALL new f1 fields

k=f [i-1] [j-1]+f [i] [j-11+£[i+1] [j-1]+
f[i-1]1[;] +f[1+1] [j]
£Li-1] [j+11+£[1] [j+1]+£ [i+1] [j+1];

if( k>3 ) f£1[il[j1=0;
if( k==3 ) f1[il[jl=1;

if( k==2 ) £1[il[j1=F[i](j];

if( k<2 ) f1[i]1[j1=0;
}
}
fsum=0;
for(int i=1; i<=NF; i++){

+

for(int j=1; j<=NF; j++){ // write new values to f

fLi10j1=£f1[i1[];
if( £[i]1[j] == 1 ) fsumt+;
}
}
for(int j=1; j<=NF; j++ ){
fL01[j1 =fINFI[j];
fINF+1] [j1=£[1]1[j];

// shadow bottom
// shadow top
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}
for(int i=1; i<=NF; i++ ){
flil[0]  =f[i] [NF]; // shadow right
f[i] [NF+1]=f[1i] [1]; // shadow right
}
f£[0] [0] =f [NF] [NF]; // shadow bottom left
£ [NF+1] [0] =f[1] [NF]; // shadow top left
f[0] [NF+1]  =f[NF][1]; // shadow bottom right
f[NF+1] [NF+1]=f [1] [1]; // shadow top right
}
for(int i=1; i<=NF; i++ ) // Output data
for(int j=1; j<=NF; j++ )
if( fLiI[3] == 1 ) cout << i << ? ? << j << ’\n’;
return O;

Je nach Anfangskonfiguration ergeben sich hierbei interessante Figuren. Einige Figuren
sterben nach einer gewissen Zeit aus, da sie vereinsamen, siche Abbildung 5.5 oben. An-
dere bleiben nach einer gewissen Zeit fiir jeden weiteren Zeitschritt stabil. Diese Figuren
haben dann auch alle einen eigenen Namen bekommen, wie “Tube”, “Block” und “Snake”,
in Abbildung 5.5 mitte. Weiterhin gibt es auch noch periodische Figuren, wie z.B. den
“Blinker” mit der Periode zwei in Abb. 5.5 unten.

[
o [ ] O
[ ] dead
] ( X J o 00
o o ( X J o0 o
[ _
Tub Black $nake|
[ _
000 o 000
[ _
Blinker| period 2

Abbildung 5.5: Aussterbende (oben), stabile (mitte) und periodische (unten) Figuren im
Game of Life.

Eine besondere Figur ist der “Glider” (Gleiter). Diese Figur hat eine Periode von vier,
d.h. nach vier Schritten hat sie wieder das vorherige Aussehen. Das Besondere dabei ist,
daf} der Gleiter dabei um eine Position weiter wandert. Bei der in Abb. 5.6 abgebildeten
Orientierung erfolgt die Wanderung nach rechts und unten gleichzeitig. Es gibt auch noch
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andere Gleiter, Pulsare und sogar Figuren, die Gleiter auf den Weg schicken, also eine
Gleiter-Kanone (glider-gun).

[
[ O [
o000 () o o
[ ()
1 2 3
[ [
[ ) [ O
() o000 o0
4 1 [ ]

Abbildung 5.6: Die vier Phasen des Gleiters — verbunden mit einer Bewegung nach rechts
unten.

5.4 Random walks (RW)

Eine Anwendung von Zufallszahlen sind sog. Zufallswege, engl. random walks (RW).
Diese Methode kann z.B. fiir Brownsche Bewegungen, Molekulares Chaos und vor allem
Diffusion benutzt werden. Bei einem Tintentropfen in Wasser, der sich langsam verteilt,
ist es wegen der vielen Molekiile unméglich, die Trajektorien (mit Molekulardynamik) zu
berechnen. Hier hilft ein stochastischer Ansatz: ein typisches Molekiil st683t mit anderen
zusammen und dndert dadurch seine Richtung zuféllig.

Das einfachste Modell ist ein diskretisierter eindimensionaler Raum (Gitter), wo ein Teil-
chen jeweils um eine Einheit und mit der gleichen Wahrscheinlichkeit nach links oder nach
rechts springen kann. ¢ sei hierbei der Zeitpunkt (diskret) und x; der Ort des Teilchens
zur Zeit t. Es gilt :

1 Wahrscheinlichkeit p = 0.5

Ter1 = Tt F { —1 Wahrscheinlichkeit p = 0.5 (5.15)

AN

Y A
T T T

-2 -1 0 1 2 3

Abbildung 5.7: Ein-dimensionaler Zufallsweg: Start bei £ = 0 in der Folge: l-r-r-r

Ein Programm zur Simulation mehrerer RW kann wie folgt aussehen:
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int main()

{
int xm=0, x2m=0, nstep=100, nwalk=300;
int xlave[nstep+1l], x2ave[nstep+1l], xn;
for(int i=1; i<=nstep; i++ ){ // set fields to zero
xlave[i]=0;
x2ave[i]=0;
}
for( int iw=1; iw<=nwalk; iw++ ) // perform nwalk random walks
{
rkps0( 234567+iw ) ; // initialize KPS RNG anew
xn=0; // initial position is at zero
for(int i=1; i<=nstep; i++ ){ // perform nstep steps
if( rkps() ) xn++; // step right
else xn--; // step left
xlave[i] += xn; // averages
x2ave[i] += xn*xn;
}
}
for(int i=1; i<=nstep; i++ ) // output loop
cout << 1 << ? ? << xlave[i] << ’ ?’ << x2ave[i] << ’\n’;
return O;
}
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Abbildung 5.8: Position z; von zwei verschiedenden random walks (links) und mittleres
Verschiebungsquadrat (z?) im Mittel iiber 300 RW (rechts) als Funktion der Zeit.

In Abbildung 5.8 (links) sind zwei verschiedene random walks dargestellt. Der Mittelwert
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bzw. das erste Moment der Position zur Zeit ¢ ist:

(ze) = %;l‘t(i) = %ZZ%;‘ ) (5.16)

i=1 j=1

wobei ;; die j-te Zufallsvariable im i-ten Lauf, mit v;; = 1 ist. N ist die Anzahl der
RW und z(¢) die Position des RW im i-ten Lauf zur Zeit ¢. Bildet man den Mittel-
wert aller Zufallswege, so ist (z;) = 0, da sich die Summe aller -;;, die ja mit gleicher
Wahrscheinlichkeit -1 oder +1 sind, aufheben.

Fiir die Bewegung im Raum ist der mittlere quadratische Abstand

N
1
2y _ & 2
(23) = + ; z; (5.17)
wichtig und vor allem aussagekraftiger.

In Abbildung 5.8 (rechts) ist dieser Abstand iiber die Zeit aufgetragen. Es ergibt sich eine

Ursprungsgerade, es gilt also:
(z7) = Dt , (5.18)

mit der Diffusionskonstante D. Aus der Grafik ist ersichtlich, dafl sie in diesem Fall
D =~ 1 ist. Im Gegensatz zu ballistischen Teilchen (geradlinige, gleichférmige Bewegung),
deren zuriickgelegter Weg proportional zur Zeit ist (r ~ t), besitzen die RW-Teilchen ein
diffusives Verhalten und ihr im Mittel zuriickgelegter Weg ist proportional zur Wurzel aus

der Zeit:

r=\/(2?) ~Vt (5.19)
Auf den Tintentropfen bezogen, wire die bendtigte Zeit, um sich im Glas zu verteilen,
bei doppelt so grolem Glas viermal so hoch.

Zur analytischen Berechnung von D benutzen wir die Summendarstellung von linearen
und quadratischem Abstand bei einem Lauf N = 1:

t
Ty = Z’yi (5.20)
i=1

n 2 n
= = (Zv) =Y %y (5.21)
i=1

3,j=1

Fiir 7 # j, ist 7,7, £ 1 und zwar wieder jeweils mit gleicher Wahrscheinlichkeit p = 0.5.
Bei Addition 16schen sich alle diese Terme gegenseitig aus, und es bleiben nur noch die
Summanden mit ¢ = j ibrig:

t

a:f:z'y?:t,da”y? =1 (5.22)

i=1

=D="t = 1. (5.23)
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Die ganze Bewegung kann auch dreidimensional realisiert werden. Dafiir werden alle
Berechnungen fiir £ nochmals unabhéngig fiir die beiden anderen Richtungen y und z
durchgefiihrt. Die Summe der Quadrate wird zur quadratischen Entfernung vom Ursprung

r? =z’ +y* +2° (5.24)

Diese Entfernung ist immer noch proportional zur Wurzel der Zeit.

Eine andere Variationsmoglichkeit ist die Implementierung einer zufélligen Weglinge mit
maximaler Sprungweite a. Anstatt einer dualen Zufallszahl fiir den random walk benutzen
wir eine reelle Zufallszahl, beispielsweise zwischen —a und a. Abbildung 5.9 (links) zeigt
diesen random walk mit zufélliger Wegldnge und @ = 2. In der rechten Grafik ist das
mittlere Quadrat der Entfernung aufgetragen und es ist zu erkennen, dafl sie wieder
proportional zur Zeit ist, aber diesmal mit kleinerem Faktor.

T T T T 100 T T T T B
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e o 40 + R 1
o
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10 1 %DDD =3
1 1 1 10101 fwiml| B T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Abbildung 5.9: RW mit zufélliger Sprungweite und -richtung. Zwei Realisierungen (links)
und (z?) im Mittel iiber 300 Laufe (rechts).

Trigt man zur Zeit ¢ die Anzahl N;(z) der Teilchen (von verschiedenen RW) an einem
Ort x auf, so entsteht eine Gaufische Glockenkurve, siche Abbildung 5.10. Das bedeutet
da8 Ny(x) normalverteilt ist:
_ Nz 1 eep?
" =SNG T Vet
Hierbei ist der Mittelwert y = (x;) = 0. Fiir die Standardabweichung o, also die Breite
der Normalverteilung, gilt:

(5.25)

o = 2Dt = 2(z?) (5.26)

Da die diskrete Simulation zur Gewinnung der Daten verwendet wurde, konnen bei gera-
den Zeiten ¢ auch nur gerade Orte z besetzt sein. Zur Zeit ¢t = 0 hat die Funktion n(z)
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Abbildung 5.10: Gaufische Glockenkurve der Verteilungen 2n;(x). Symbole sind Daten
der Simulation in Abb. 5.8, und die Linien stellen die entsprechenden Funktionen in
Gleichung 5.25 dar.

nur bei z = 0 den Wert n;(0) = 1, tiberall sonst ist verschwindet die Funktion. Im Laufe
der Zeit lauft die Funktion auseinander und wird flacher, die Fliche unter n,(z) beleibt
durch die Definition erhalten.

Das mittlere Abstandquadrat eines RW hat also die Bedeutung der Breite der Vertei-
lungsfunktion, die ebenso proportional zur Zeit ist:

on~t. (5.27)
Ein RW entfernt sich also mit der Zeit immer weiter von seinem Ausgangspunkt, kehrt

jedoch immer wieder zuriick, so dafl die mittlere Position immer der Ausgangspunkt ist.
Der RW unternimmt also immer lingere Reisen zur Erkundung des Raumes.

5.5 Random Walk und Diffusion

Wie schon erwiahnt besteht ein enger Zusammenhang zwischen einem RW und der Diffu-
sion. Die Verbindung zwischen beiden Prozessen soll kurz genauer erldutert werden.
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Ausgehend von einem random walk kann die zeitliche Anderung der Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit p(z,t), den RW zur Zeit t am Ort z zu finden, durch die sog. Master-
Gleichung

Ap(z,t + At) = p(z + Az, t)W_ + p(x — Az, t)Wy — p(z, t)(Wy + W_) (5.28)

ausgedriickt werden. Dabei sind W, und W_ jeweils die Wahrscheinlichkeiten, daf ein
Teilchen in der Zeit At um die Entfernung +Axz springt. Im Falle eines einfachen RW
sind W_|_ =W_ = 1/2

Im Grenzfall At — 0 und Az — 0 sind

Op/ot = Ap(x,t + At)/At (5.29)
und
0%*p/0z® = [p(x + Az, t) — 2p(z + Az, t) + p(x — Az, t)]/Az? (5.30)
woraus direkt die Diffusionsgleichung
Op 0?p
— =D — 5.31
ot o0x? (5:31)
mit der Diffusionskonstante
— A_;vz (5.32)
- 2At '
folgt. Durch Einsetzen verifiziert man leicht die Lésung
1 —(z - u)z}
x,t) = exp | ————| , 5.33
p( ) \/2—71_0_ P [ 202 ( )

mit

o=v2Dt . (5.34)
Der Unterschied zwischen Gleichung 5.33 und Gleichung 5.25 liegt nur in der unterschied-
lichen Definition der Diffusionskonstanten D = 2D, beide Gleichungen sind normiert,

d.h. [ p(z)de = 1. Die Definition in Glg. 5.33 ist allerdings leichter zu rekapitulieren, da
sie genau so auf dem 10 DM Schein abgedruckt ist.

Anmerkungen

Das statistische Verhalten eines RW mit diskreter Zeit und diskretem Ort ist (bei hinrei-
chend grofier Schrittanzahl) gleich dem Verhalten eines RW mit kontinuierlicher Schritt-
weite, kontinuierlicher Wartezeitverteilung, oder beidem — solange die Diffusionskonstan-
ten gleich sind.

Verbietet man die Orte, die ein RW bereits besucht hat, so erhélt man einen self-avoiding
RW (SAW), ein einfaches Modell fiir eine Polymerkette.



106 KAPITEL 5. GITTER- ODER STOCHASTISCHE MODELLE
5.6 Fehler, Varianz und lineare Regression

Um den Fehlerbereich einer Mefireihe abzuschitzen, wird die Varianz (=Schwankung) der
Mefireihe benutzt, die die Abweichung vom Mittelwert

(@) =3 D_ o (5.35)
A (5.36)

5.6.1 Fehler

Der statistische Fehler des Mittelwerts wird typischerweise definiert als Ay = oy /v N — 1.
Diese Wahl soll im Folgenden begriindet werden. Geschickt ist eine Wahl, die unabhéngig
von der Mefiprozedur ist. Wird dieselbe Mefireihe auf mehrere kleine Mefireihen aufgeteilt,
so sollte der Fehler bei gleichen Werten auch konstant bleiben. Wir unterteilen unsere
Mefireihe z, mit N Punkten in £ Einheiten der Linge m. Es gilt also N = km und

Desweiteren haben die Untermefireihen die Mittelwerte:
1 m
Jj=1

Der gesamte Mittelwert ist dann:

=1 j=1

Wiirde man die Varianz der M; als Fehler nehmen, so bekdme man:

:’%ZZI(M’:_T?)?V (@) (@i — 2))
S 5 (o1 (@) o
= i% z:l Zzzl(a:’] <.’IZ‘>N)2

oN

I

|

.

3



5.6. FEHLER, VARIANZ UND LINEARE REGRESSION 107

Die Vereinfachung der Doppelsumme gelingt durch die Ausloschung bei fluktuierenden
Vorzeichen, wenn die Zufallsvariablen x;; symmetrisch verteilt sind. Das Ergebnis zeigt,
dal die Varianz von der Aufteilung der Mefireihe abhdngt und somit nicht direkt fiir
eine Fehlerberechnung verwendet werden darf. Aufteilungsunabhingig ist dagegen die
Definition

~ ON
Ay = —, 5.41
v (5.41)
wie durch die folgende Rechnung gezeigt wird:
2 2 2
A2 _ 9% _ 9N _ ON _ R2
=2k _ZN _ TN _ A 42
Die endgiiltige Definition fiir den Fehler lautet:
o
Ay = , 5.43
N= e (5.43)

da bei N =1 Messungen keine Aussage iiber den Fehler getroffen werden kann.

Sind die Mef3punkte x, die Positionen eines RW, so kennt man die Varianz und damit
den zu erwartenden Fehler in der Schitzung der mittleren Position des RW.

5.6.2 Lineare Regression

Gegeben seien N Datenpunkte (z,,y,) mit n = 1,--- N, die in etwa auf einer Geraden
liegen. Durch lineare Regression kann man die Steigung m und den Achsenabschnitt b
der Geraden y = mx + b bestimmen.

Parallel zur y-Achse ist der Abstand eines Punktes zu dieser Geraden
dyp = Yp — (Mmzy, +0) . (5.44)

Gesucht ist nun jene Gerade, die die Summe der Abstandsquadrate

1 N
_ 2
S=~ ;:1: 2 (5.45)

minimiert. Sieht man die d,, als Mefiwerte an, so mufl die Gerade gefunden werden, die
zur kleinsten Varianz der d; fiilhrt. Das Minimum von S findet man indem man nach den
beiden Unbekannten m und b ableitet und die Nullstellen der Ableitungen identifiziert.
Die Ableitungen von S sind:

N
—2
g—i = 2 Zn(yn —man —b) =0 (5.46)

n=1
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und v
o5 =2
_:_E :(yn—mfvn—b)=0- (5.47)
ob N —

Die Gleichungen 5.46 und 5.47 lassen sich unter Verwendung der Definitionen im vorigen
Abschnitt vereinfachen:

(zy)n = m(z®)n + b(z)n (5.48)
und
b= (y)n —m{z)n - (5.49)
Durch Einsetzen von Glg. 5.49 in Glg. 5.48 ergibt sich durch Auflésen nach m schliellich
die Steigung (und damit b in Glg. 5.49) als Funktion der verschiedenen Mittelwerte

m — (zy) N — <$>N<2ZI>N . (5.50)

@)y — (2)N

Vor der linearen Regression sollte amn allerdings eine Sichtpriifung der Daten durchfiihren,
um festzustellen, ob die Daten wenigstens annidhernd auf einer Geraden liegen. Ist dies
nicht der Fall, so macht die “lineare” Regression keinen Sinn und man sollte ein ande-
res Anpassungsverfahren anwenden. Hier seien lediglich die “Spline-” oder die “Padé-
Approximation” als alternative Verfahren erwihnt.

5.7 Weitere Anwendungsbeispiele

Nach Zellularautomaten und Random Walks sollen nun etwas interessantere Anwen-
dungsméglichkeiten von Zufallszahlen in der numerischen Physik vorgestellt werden. Per-
kolation, Epidemie-Modelle und Diffusionsbestimmte Aggregation sind die im Folgenden
genauer diskutierten Beispiele.

5.7.1 Perkolation

Bei Perkolationsmodellen wird auf einem Gitter jeder Gitterplatz mit einer Wahrschein-
lichkeit p besetzt oder bleibt dementsprechend mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p frei. Die
besetzten und nichtbesetzten Gitterplatze konnen nun zum Beispiel fiir Wasser und Fels
oder fiir Leiter und Isolator in einem Stoffgemisch stehen. Verbindet man alle aktiven
Gitterplitze, die auch nidchste Nachbarn sind, miteinander, so erhdlt man grofle “Clu-
ster”. Je grofler p gewdhlt wurde, umso gréflere Cluster kann man erwarten. Cluster
kénnen dabei Hohlrdume (mit Wasser) oder Festkorper, bzw. Leiter oder Nichtleiter sein.
Die mit solchen Modellen untersuchten Fragen kénnten dann lauten: (i) Wieviel Prozent
meines pordsen Materials mufl Hohlraum sein, damit Wasser flielen kann oder (ii) wieviel
Leiteranteil muf sich in der Probe befinden, damit Strom flief3t.
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Mit anderen Worten wird nach der kritischen Perkolationswahrscheinlichkeit p. gefragt,
bei der ein Cluster das gesamte System ausfiillt. Dieser sog. Perkolationsschwellwert p,
grenzt die Bereiche voneinander ab in denen kein Cluster vom einen Ende des Systems
zum anderen reicht (p < p.) und in denen ein Cluster durch das gesamte System lauft
(p > p.). Fiir Quadratgitter ist p. = 0.592745 numerisch berechnet worden, fiir andere
Gitter, wie z.B. ein Dreiecksgitter findet man mit p, = 0.5 andere Schwellwerte.

In Abbildung 5.11 sind Perkolationsgitter mit den Wahrscheinlichkeiten p = 0.4, 0.5 und
0.6 dargestellt. Besetzte Gitterplatze sind als Kreise eingezeichnet. Nichste Nachbarn
werden durch sog. “Bonds” verbunden, welche als Linien eingezeichnet sind. Alle direkt
verbundenen, besetzten Gitterplitze bilden sog. Cluster, und das gréfite Cluster ist durch
schwarze Punkte gekennzeichnet. Unterhalb der kritischen Besetzungswahrscheinlichkeit
findet man kein Cluster, welches das ganze System von oben bis unten durchlduft. Bei
p = 0.6 existiert ein solches Cluster.

Abbildung 5.11: Perkolation mit verschiedenen Besetzungswahrscheinlichkeiten p. Be-
setzte Pliatze sind als offene Kreise dargestellt, Verbindungen als Linien und die zum
grofiten Cluster gehorenden besetzten Platze als gefiillte Kreise.

Zur Simulation eines Perkolationsgitters werden zuerst die Gitterplitze zuféllig mit der
Wahrscheinlichkeit p besetzt. Im folgenden Programmsegment wird ein Gitter mit Sei-
tenldnge 50 erzeugt und belegt. Dazu ist nur das Feld world nétig, die anderen Felder
werden spéter zur Cluster-Identifizierung verwendet.

#include<iostream>
#include<fstream>
using std::cout;
using std::cin;
#include'"rng2.h"

int main()

{
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const int NL=50;

int world[NL+2] [NL+2], sitemax=0; // define the lattice
int bonds[NL+1] [NL+1][2], bondmax=0; // bonds field
int icl[NL*NL+1], jcl[NL*NL+1]; // coordinates of site i

int cnext [NL*NL+1], cfirst[NL*NL+1], slast, snext; // pointers
int clusterX, clusterA, clusterB, cluster[NL*NL+1]; // clusters

float prob;

cout << "# Perkolationswahrscheinlichkeit 7 ";

cin >> prob; cout << prob << ’\n’;

rng0(12345678) ; // initialize rng()

ofstream outfilel("sites.dat");
for(int i=1; i<=NL; i++ ){ // occupy sites
for(int j=1; j<=NL; j++ ){
if ( double(rng())/dp > prob )

world[i] [j1=0; // empty
elseq
sitemax += 1; // occupied
world[i] [j] = sitemax; // every particle is first
icl[sitemax]=i; // one cluster of size 1
jcllsitemax]=j;
cluster[sitemax] = sitemax;
cnext[sitemax] = 0;
cfirst[sitemax] = sitemax;
outfilel << i << 7 ? << j << ? 7 << world[i][j] << ’\n’;

b
b
b
outfilel.close();
cout << "# Created " << sitemax << " occupied sites \n";
clusterX = sitemax;

Hat man alle Gitterplatze durchlaufen, kann man noch die nachsten Nachbarn miteinander
verbinden. Dieses Programmsegment wurde fiir die Darstellung der Linien in Abb. 5.11
benétigt.

ofstream outfile2("bonds.dat");
for(int i=1; i<=NL; i++ ){ // occupy bonds
for(int j=1; j<=NL; j++ ){
bonds [i] [j]1 [0]=0;
bonds [i] [j]1[1]1=0;
if( world[il[j1 >= 1 ){
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if( world[i-11[j] >= 1 ){ // left neighbor

3

bondmax += 1;

bonds [i] [j] [0]=bondmax;

outfile2 << i << 7 ? << j << ’\n’;

outfile2 << i-1 << 7 ? << j << ’\n’ << ’\n’;

if( world[il[j-1] >= 1 ){ // lower neighbor

}
b
b
b

bondmax += 1;

bonds [i] [j] [1]=bondmax;

outfile2 << i << ? 7 << j << ’\n’;

outfile2 << i << ? 7 << j-1 << ’\n’ << ’\n’;

outfile2.close();

cout <<

"# Created " << bondmax << " interconnections \n";
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Zur Erkennung von Perkolation kann man den sog. “burning”-Algorithmus (siehe Ubung),
oder ein &hnliches Verfahren verwenden. Hier soll jedoch ein Cluster-Erkennungs Algo-
rithmus vorgestellt werden. Jeder besetzte Gitterplatz wird am Anfang als eigensténdiges
Cluster angesehen und durchnummeriert. Danach werden alle néchsten Nachbarn (NN)
verglichen. Falls zwei NN bereits zum gleichen Cluster geh6ren wird nichts unternommen.
Gehoren sie dagegen zu verschiedenen Clustern, so wird Cluster B an Cluster A angehingt
und alle darin enthaltenen Teilchen dementsprechend als zum Cluster A zugehérig mar-
kiert. Der letzte Cluster X wird nun nach dem freigewordenen Cluster B umbenannt und
die Clusteranzahl wird um Eins erniedrigt. Danach fihrt man mit dem Vergleich der
nédchsten Nachbarn fort.

// merge bonded sites to clusters N*N

for(int

i=1; i<=NL; i++ ){

for(int j=1; j<=NL; j++ ){

if(

// act only if site (i,j) is occupied ...

world[il[j1 >= 1 ){

clusterA = cluster[ world[il[j]l 1;
for( int k=1; k<=2; k++ ){

if( k == 1 ) snext = world[i-1][j]; // left neighbor
if( k == 2 ) snext = world[i][j-1]; // lower neighbor

if( snext >= 1 ){

// act only if bonded sites belong
//  to different clusters

clusterB = cluster[ snext ];
if( clusterA != clusterB ){

// start with the first site (i,j)
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if( clusterA == clusterX ){
clusterA = clusterB;
clusterB = clusterX;
slast = snext;
}
else
slast = world[il[j];
snext = cnext[ slast ];
// seek for the last bond that belongs
//  to the same cluster as (i,j)
while( snext !'= 0 ){
slast snext;
snext = cnext[ slast ];
}
snext = cfirst[ clusterB 1;
// change cluster number of clusterB
cnext[ slast ] = snext;
while( snext != 0 ){
cluster[ snext ] = clusterA;
snext = cnext[ snext ];
}
if ( clusterB !'= clusterX ){
cfirst[ clusterB ] = cfirst[ clusterX 1];
// replace clusterB by the last clusterX
snext = cfirst[ clusterB 1];
while( snext != 0 ){
cluster[ snext ] = clusterB;
snext = cnext[ snext ];
}
}

clusterX -= 1; // one cluster less

// end of world[i-1][j] or world[i] [j-1] loop ...

// end of world[i] [j] loop ...

Nach dem Durchlauf des oben beschriebenen Verfahrens bleiben nun clusterX Cluster
iibrig. Sinnvollerweise sucht man den gréfiten der Cluster und priift ob er durch das
gesamte System lduft, also z.B. von oben nach unten reicht.

int csize, stotal=0, maxcsize=0, maxcnum=0;
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ofstream outfile3("cluster.dat");
for( int i=1; i<=clusterX; i++ ){
outfile3 << i < " ",
snext = cfirst[ i ]; // select first site of cluster i
csize=0;
while( snext !'= 0 ){
outfile3 << snext << ’ 7;

snext = cnext[ snext ]; // hop to next site
csize += 1;
stotal += 1; // test: sum up all occupied sites
}
if( csize > maxcsize ){
maxcsize=csize; // set maximum size
maxcnum=i;
}
outfile3 << ’\n’;
}
outfile3.close();
int bottom = 0; // check if max_cluster hits bottom
int top = 0; // e top

ofstream outfile4("mcl.dat");
snext = cfirst[ maxcnum ];
while( snext '= 0 ){
// check if max_cluster spans system
if( icl[snext] == 1 ) bottom = 1;
if( icl[snext] == NL ) top = 1;
outfile4 << snext << ’ ’ << icl[snext] << ’ ’ << jcl[snext] << ’\n’;
snext = cnext[ snext ];
}
outfiled.close();

cout << "# Max Cluster Size " << maxcsize << "\n";
if(( bottom == 1 ) && ( top == 1))
cout << "# Cluster percolates - " << stotal
<< " total sites occupied \n";

else
cout << "# Cluster does not percolate - " << stotal
<< " total sites occupied \n";
return O;

Um die Perkolationswahrscheinlichkeit zu bestimmen fithrt man bei gegebenem p viele
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Simulationen durch. Die Perkolationswahrscheinlichkeit gewonnen aus 100 Simulationen
ist in Abbildung 5.12 als Funktion der Besetzungswahrscheinlichkeit p aufgetragen. Man
erkennt daf der Ubergang mit zunehmender SystemgréBe immer schirfer wird. Im rechten
Teil der Abbildung ist die Clustergrofienverteilung fiir verschiedene p dargestellt. Klei-
ne Cluster werden mit zunehmendem p immer unwahrscheinlicher, da sich alle belegten
Gitterplédtze im grofiten Cluster treffen.
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Abbildung 5.12: Perkolationswahrscheinlichkeit als Funktion der Besetzungswahrschein-
lichkeit p fiir verschiedene Systemgréfien L, also fiir N = L? Gitterplétze (Links). Clu-
stergroflenverteilung fiir verschiedene p (Rechts).

Ein Beispiel fiir die erfolgreiche Anwendung der Perkolation als Modell ist die Herstellung
von Gelatine, dem Ubergang von einem Sol zum Gel. Die Molekiile in einem Sol wachsen
zusammen und verzweigen sich. Durch Polymerisation bilden sich lange Molekiilketten,
bis irgendwann das Gel entsteht. Dieser Zeitpunkt ist identisch mit der systemiiberspan-
nenden Perkolation bei p = p.. Im Gel ist immer noch sehr viel Fliissigkeit enthalten,
der grofle Cluster gibt dem ganzen Objekt jedoch eine Struktur und Scherfestigkeit — im
Gegensatz zu einer Fliissigkeit.

Eine Moglichkeit zur experimentellen Bestimmung von p,. ist eine bindre Mischung aus
leitenden und nicht-leitenden Kugeln (z.B. Glas und Stahl). Sind wenig Stahlkugeln im
System als der Bruchteil p., so leitet die Versuchsanordnung nicht. Bei einem grofleren
Anteil leitender Kugeln stellt man zunehmende Leitfidhigkeit mit zunehmendem Stahlan-
teil fest.

Anstatt auf einem Gitter kann man Perkolation auch im Kontinuum untersuchen. Anstelle
einzelner Gitterpldtze belegt man das System mit Scheiben (oder Léchern) an zufélligen
x — y—Koordinaten und mit zufilliger Gréfle. Nach dem entstehenden Bild wird dieses
Modell auch “Swiss-Cheese-Model” genannt.
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5.7.2 Das Edenmodell

Eine weitere Anwendung von Zufallszahlen ist das im Deutschen Krebsforschungszentrum
fiir Tumorwachstum entwickelte Edenmodell. Auf einem Gitter wird ein beliebiger Platz
besetzt - dies definiert den Ur-Cluster. An der Oberflache erlaubt man nun das Wachsen
des “Tumors”. Fiir die Simulation ben6tigt man deshalb eine Liste aller Oberflichenplitze
an denen der Cluster wachsen kann. Davon wird einer ausgesucht und aus der Liste ge-
strichen, nachdem dort das Wachstum stattgefunden hat. Mit dieser Simulationsmethode
stellt man nach einiger Zeit einen zerfransten Rand fest.

Eine Alternative ist nicht von einer Keimzelle, sondern von einer Linie auszugehen. Die
durch das Wachstum entstehende Oberfliche ist wieder rauh. Als Ma#8 fiir die Rauhigkeit
kann man die Schwankung W der gewachsenen Oberfliche h; um Thren Mittelwert (h)
verwenden:

W= %;(hi— (R, mit (R) = %;h (5.51)

Dieses Verfahren kann zur Simulation des Wachstums von Pflanzen und Kristallen ver-
wendet werden.

Bei einer Epidemie konnen Zellen gegen Krankheitserreger immun werden. An solchen
Stellen kann sich die Krankheit nicht weiter ausbreiten. Ist die Wahrscheinlichkeit p,
daf} eine Zelle immun wird zu grof}, so hért das Wachstum ganz auf, da alle Zellen an
der Oberfliche immun geworden sind. Je nach Modell kann man wieder die kritische
Wahrscheinlichkeit p. aus dem letzten Abschnitt entdecken. Bei Werten von p in der Ndhe
von p. entstehen durch die immunen Zellen immer gréflere Locher im Cluster. Grofle
Locher bedeutet eine fraktale Struktur, da die quadratische Ausdehnung des Clusters
starker anwéchst als seine Masse, siehe Abb. 5.13.

Das zur Erzeugung verwendete Programm sieht folgendermassen aus:

#include<iostream>
#include<fstream>
using std::cout;
using std::cin;
#include'"rng2.h"

int newsurf( int i, int j );

static const int NL=500;

static int world[NL+2] [NL+2]; // define the lattice
static int surface[NL*NL][2], nums=0;

static int *psurf [NL*NL];
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Abbildung 5.13: Eden-Wachstumsmodell mit Immunitétsraten (a) p = 0, (b) p = 0.35,

(c) p=0.40 und (d) p = 0.415.

int main()

{
int NGROW=30000;
float prob;
int igrow;
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cout << "# Perkolationswahrscheinlichkeit 7 ";

cin >> prob;

for(int i=1; i<=NL; i++ )
for(int j=1; j<=NL; j++ )
world[il [j1=0;
world[NL/2] [NL/2]=2;

cout << prob << ’\n’;

// empty sites
// only one is occupied
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newsurf( NL/2, NL/2 );
rng0(12345678) ; // initialize rng()

for( int it=1; it<=NGROW; it++ )
{
igrow = int( nums*double(rng())/dp );
if( double(rng())/dp > prob ){
world[ *(psurf[igrow]) ][ *(psurfl[igrow]+1) 1=2;
if ( newsurf( *(psurfligrow]), *(psurfligrow]+1l) ) == -1 ){
cout << "# hit boundary of field ... \n";
break;
}
}
else
world[ *(psurf([igrow]) ][ *(psurfl[igrow]+1) ]=-1;
surface[igrow] [0]=surface [nums-1][0] ;
surface[igrow] [1]=surface [nums-1] [1];
nums -= 1;
if ( nums == 0 ){
cout << "# last surface site ... \n";
break;
}
}

ofstream outfilel("edens.dat");
for(int i=0; i<=nums; i++ ){
outfilel << xpsurf[i] << ’ ’ << *(psurf[i]+1) << ’\n’;
}
outfilel.close();

ofstream outfile2("edenc.dat");
for(int i=1; i<=NL; i++ ){

for(int j=1; j<=NL; j++ ){

if (world[i] [j] == 2)
outfile2 << i << 7 7 << j << ? ? << world[i][j] << ’\n’;

}
}
outfile2.close();

ofstream outfile3("edenx.dat");
for(int i=1; i<=NL; i++ ){
for(int j=1; j<=NL; j++ ){
if (world[il [j] == -1)
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outfiled << i << 7 7 << j << ? ? << world[i][j] << ’\n’;
}
b
outfile3.close();
return O;
}
int newsurf( int i, int j )
{
if(C i<t ) [ Ci>NL ) [ C j<i ) || (3>NL ))

return -1;

if( world[i-1]1[j] == 0 ){
surface[nums] [0]=i-1;
surface [nums] [1]=j;
world[i-1][j] = 1;
psurf [nums] =&surface [nums] [0] ;
nums++;

}

if ( world[i+1][j] == 0 ){
surface [nums] [0]=i+1;
surface [nums] [1]=j;
world[i+1][j]1 = 1;
psurf [nums] =&surface [nums] [0] ;
nums++;

}

if ( world[il[j-1] == 0 ){
surface [nums] [0]=1i;
surface [nums] [1]=j-1;
world[i] [j-1] = 1;
psurf [nums]=&surface [nums] [0] ;
nums++;

}

if( world[il [j+1] == 0 ){
surface [nums] [0]=1i;
surface [nums] [1]=j+1;
world[i] [j+1] = 1;
psurf [nums] =&surface [nums] [0] ;
nums++;

}

return O;
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5.7.3 Diffusions-limitierte Anlagerung DLA

Das Modell der diffusions-limitierten Anlagerung (DLA = diffusion limited aggregation)
wurde 1981 von Whitten und Sander eingefiihrt. Die zugrundeliegende Idee ist, Teilchen
(Random Walker) aus dem Unendlichen losfliegen zu lassen und sie an einen Keim anzu-
lagern, welcher durch diese Anlagerung immer weiter wichst. Die entstehenden Formen,
siche Abb. 5.14 (Links), sind sehr hédufig in der Natur zu finden (Wasser das in Ol gepresst
wird, Rulaggregate, Blitze).
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Abbildung 5.14: DLA Cluster mit N = 5000 Molekiilen (Links). Masse als Funktion des
Gyrationsradius R, (Rechts) — auch in doppelt-logarithmischer Darstellung (Fenster).

Man kann die Ausdehnung des Objekts durch den sog. Gyrationsradius

Ry=,|(1/N)Y  (r;— <1 >y)° (5.52)

=1

quantifizieren und dann die Masse M (=Anzahl der Molekiile N) als Funktion von R,
darstellen, siehe Abb. 5.14 (Rechts). Die Steigung der Geraden, die man in doppelt-
logarithmischer Darstellung findet, ist die sog. fraktale Dimension d;, womit die Masse

dem Gesetz
M x R¥ (5.53)

folgt. Ist df von der Dimension des einbettenden Raums (hier D = 2) verschieden, dann
nennt man das Objekt ein Fraktal. Fiir kompakte Objekte ist dy eine ganze Zahl dy = D,
fiir Fraktale eine reelle Zahl — im Fall der DLA ist df ~ 1.66. Ein DLA-Cluster ist also ein
Objekt zwischen einer Linie und einer Fliche, mit mehr Masse als die Linie, aber weniger
Masse als die solide Fliche bei gleicher Ausdehnung.
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Eine Konsequenz von Gleichung 5.53 ist die Selbstdhnlichkeit der Fraktale: Betrachtet
man ein Fraktal (im Mikroskop) bei verschiedenen Vergréflerungen, so kann man subjektiv
keinen Unterschied feststellen.

DLA -- N=2500 DLA -- N=5000 DLA -- N=10000

Abbildung 5.15: Verschieden grofie DLA Cluster mit N = 2500, 5000 und 10000 Mo-
lekiilen. Die Vergréflerung ist so eingestellt dafl die DLA Cluster in etwa die selben
Flachen bedecken.

Zur Simulation von DLA bedient man sich im wesentlichen eines Random Walks aus
Kapitel 5.4. Um Zeit zu sparen beginnt man mit dem Random Walk in der Ndhe des Keims
(bzw. des Clusters). Um keine Richtung zu bevorzugen setzt man alle RW nacheinander
zufillig auf einen Kreis um den Cluster. Von dort 148t man ihn loslaufen — verwirft
ihn aber auch wieder falls er aus dem Gitter (dem System) hinauslaufen will. Wieder
wird als Kriterium der Abstand vom Zentrum genommen und nicht etwa der Rand des
Simulationsgitters, da damit manche Richtungen bevorzugt wiirden. Sobald ein RW den
DLA Cluster erreicht lagert man ihn an und 148t den n&chsten RW loslaufen. Eine
Variante, ndmlich eine Anlagerungswahrscheinlichkeit mit p, < 1 ist hier nicht realisiert.

Ein Simulationsprogramm, das den oben beschriebenen Algorithmus realisiert kénnte fol-
gendermaflen aussehen:

#include<iostream>
#include<fstream>
#include<cmath>
using std::cout;
#include"rng2.h"

static const int NL=1000; // grid size
static int world[NL+2] [NL+2]; // define the grid for the DLA

int main()

{
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int NGROW=5000; // stop after 5000 particles DLA
int DNQOUT=200; // control output after 200 new pps
int OUTNXT=DNOUT; // next output particle number

int i0x, iOy, imerge; // coordinates of the random walker
int sum_particles = 0; // pp-sum

double dxy, rxm, rym, r2m; // distance variables

double rnum, rmax, rij;

for(int i=1; i<=NL; i++ )
for(int j=1; j<=NL; j++ )

world[i] [j1=0; // all empty sites
world[NL/2] [NL/2]=1; // only one is occupied
rng0(12345670) ; // initialize rng()

ofstream outfilel("dlal.dat"); // open datafile for DLA output

rmax = 5.; // radius of the initial setup circle
// BEGIN loop for new RW
for( int it=1; it<=NGROW*10; it++ )

{
rnum = 2.*M_PI*double(rng())/dp; // choose angle on circle
i0x = NL/2 + int( rmax * sin( rnum ) ); // determine the next RW
i0y = NL/2 + int( rmax * cos( rnum ) ); //  starting point

imerge = 1;

while(( world[ iOx+1 ][ iOy ] == 0 ) && // RW loop is performed
( world[ iOx J[ iOy+1 ] == 0 ) && // until the DLA is hit
( world[ i0Ox J[ iOy-1 ] == 0 ) &&
( world[ i0x-1 ][ iOy 1 == 0 )){
dxy = double(rng())/dp; // select RW direction
if( dxy < 0.25 ){
if( i0x > 1)
if( world[ i0x-1 1J[ i0y 1 == 0 ) i0x -= 1; // LEFT
}
else{
if( dxy < 0.5 ){
if( i0x < NL )
if( world[ i0x+1 ][ i0y ] == 0 ) i0x += 1; // RIGHT
}
else{

if( dxy < 0.75 ){
if( i0y > 1)
if( world[ i0Ox ][ i0Oy-1 ] == 0 ) iOy -= 1; // DOWN
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else{
if( i0y < NL )
if( world[ iOx ][ iOy+1 ] == 0 ) iOy += 1; // UP

}
rij=(10x-NL/2)*(i0x-NL/2)+(i0y-NL/2)*(i0y-NL/2);
if( sqrt( rij ) > 1.5*%rmax ){

imerge=0; // if the distance from the center
break; //  is too large then forget the RW
}
}
if( imerge == 1 ){ // add new particle to the DLA
world[ i0x ][ iOy ] = sum_particles;
outfilel << i0x << ’ ? << i0y << ’ ? << world[i0x][i0y] << ’\n’;
sum_particles += 1; // count total number
// cout << i0x << ? ? << iQy << 7 ?
// << sum_particles << ’ ’ << rmax << ’\n’;
rij=(i0x-NL/2)*(i0x-NL/2)+(i0y-NL/2)* (i0y-NL/2);
if( sqrt(rij)+5 > rmax ){
rmax=sqrt(rij)+5; // let inscribing circle grow
} // if necessary
if (( int( 1.5%rmax ) > NL/2-2 ) ||
( sum_particles >= NGROW )){ // STOP if outer circle
// hits world’s end
cout << "# last rmax = " << rmax << ’\n’;
outfilel.close();
return sum_particles;
} // end of merge-IF
b // end of RW-WHILE
rxm=0.; rym=0.; r2m=0.; // calculate CM position and Rg
if ( OUTNXT == sum_particles ){ // if next output time
OUTNXT += DNOUT; // increase for the next output

for(int i=1; i<=NL; i++ ){
for(int j=1; j<=NL; j++ ){
if (world[i]1[j]1 > 0){
rxm+=i; // x—mean
rym+=j; // y-mean
}
}
}
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rxm /= sum_particles; // center of mass position x
rym /= sum_particles; // center of mass position y

for(int i=1; i<=NL; i++ ){
for(int j=1; j<=NL; j++ ){
if (world[il [j1 > 0){
rij=(i-rxm)*(i-rxm)
+(j-rym)*(j-rym) ;
r2m+=rij; // average of the variance
b
b
}

r2m = sqrt(r2m/sum_particles); // compute the radius of gyration

cout << sum_particles << ’ ? << rxm << ’ ? <K< rym << ? ?

<< r2m << ? ? << rmax << ’ ? << ’\n’;
}
}
outfilel.close();
return O;

}

5.7.4 Fraktale durch Iterationen

Eine elegante Moglichkeit Fraktale zu erzeugen ist die von Barnsley vorgeschlagene Metho-
de iterativer Funktionensysteme. Angefangen mit einer Zufallskoordinate werden durch
wiederholte, verschachtelte lineare Abbildungen immer weitere Punkte erzeugt, die in ih-
rer Gesamtheit schliefflich ein fraktales Bild ergeben. Wie bei vielen dhnlichen Mehtoden
1aBt man den Algorithmus zuerst “warmlaufen”, bevor man die Punkte zeichnet. Vier mit
dieser Methode erzeugte Farne sind in Abb. 5.16 dargestellt. Der Unterschied zwischen
den einzelnen Bildern sind nur die eingespeisten Abbildungen — es wurde jeweils derselbe
Algorithmus verwendet.

Die Abbildungen fiir Farne sind einigermassen kompliziert. Deshalb wird hier am Beispiel
des bekannten Sierpinski Gitters die Erzeugung durch Iteration genauer diskutiert. Der
Kern der Iteration besteht aus der linearen Abbildung

r'=Dr+C, (5.54)

wobei r der Ausgangspunkt (z,y) und r’ der seine Abbildung ist. Die Abbildung ist
zusammengesetzt aus einem Verschiebungsvektor C und einer Transformationsmatrix D.
Eine Iteration besteht dabei aus einer von NA linearen Abbildungen.
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Abbildung 5.16: Vier verschiedene Farne — erzeugt durch verschiedene Iterationen.

Fiir das Sierpinki Gitter braucht man die drei Abbildungen:

0.50194129421 0 15
o= ( 0 0.50194129421 ) und C; = ( 7 ) ) (5.55)
0.50184091097 0 36
P ( 0 0.50184091097 ) und Cz = < 191 ) (5.56)
und
0.49697157843 0 965
Pe = ( 0 0.49697157843 ) und G = ( 192 > : (5.57)

Im wesentlichen sind das also drei Streckungen gekoppelt mit drei Verschiebungen. Das
aus dieser Abbildung nach 40,000 Iterationen (bei 500 Aufwirm-Iterationen) entstehen-
de Fraktal ist in Abbildung 5.17 (links) dargestellt. Die Abbildungen werden nach zwei
Prinzipien ausgew#hlt. Einmal, mit 10-prozentiger Wahrscheinlichkeit, wihlt man einfach
zufillig eine der NA Abbildungen, oder man benutzt, mit 90-prozentiger Wahrscheinlich-
keit, die linearen Abbildungen gewichtet nach der Determinante von D.

Verwendet man anstelle der drei Abbildungen nur die ersten beiden, so erhélt man lediglich
eine Gerade. Die drei Verschiebungsvektoren geben im wesentlichen die Dreiecksstruktur
vor, wihrend die Transformationsmatrizen lediglich um den Faktor zwei verkiirzen. Hiangt
man die vierte Abbildung:

05 0 100
Dy = ( 0 05 ) und C, = ( 930 > (5.58)

an die drei anderen, so ergibt sich die Projektion des dreidimensionalen Sierpinski Gitters,
wie in Abb. 5.17 (rechts) dargestellt.

#include<iostream>
#include<fstream>
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Abbildung 5.17: Das Sierpinski Gitter, erzeugt durch iterative Abbildung (links), und
sein grofler Bruder der durch vier hintereinandergeschaltete lineare Abbildungen erzeugt
wurde.

using std::cout;
using std::cin;
using std::ofstream;
using std::ifstream;
#include"rng2.h"

static const int NDMAX=100; // max. number of
static double D[NDMAX][2][2], CINDMAX][2]; // linear transformation
static double P[NDMAX]; // det. weights

double determinants( int NA );
int iteration( int NA, double &x, double &y );

int main()

{
char cinfile[20];
int NA, ni=1, n2=100;
double sumdets=0.0;
double x, y;

cout << "# Inputfile 7 ";

cin >> cinfile;

cout << " ... read from " << cinfile << ’\n’;
cout << "# Iterations 7 ";

cin >> n2; cout << n2 << ’\n’;

ifstream detfile(cinfile);
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detfile >> NA;
cout << "# " << NA << " determinants ... \n";
for( int i=0; i<NA; i++ ){
cout << "# det " << i <K<’ 7
for( int j=0; j<2; j++ ){
for( int k=0; k<2; k++ ){
detfile >> D[i][j]1[k];
cout << D[i][j1[k] << * 7;
}
}
for( int j=0; j<2; j++ ){
detfile >> C[il[j];
cout << C[iJ[j] << ?* 7;
}
cout << ’\n’;
}
detfile.close(); // end of reading data

rng0(12345678) ;
rng(); rng(); rng(); rng(); // warm up random numbers

sumdets = determinants( NA ); // initialize determinant weights

x = rng()/dp * 1000;

y = rng()/dp * 1000;

for( int i=0; i<500; i++ ) // start with 500 warm-up steps
iteration( NA, x, y );

for( int i=n1; i<=n2; i++ ){ // perform selected iterations
if( iteration( NA, x, y ) < 0 )
break;
cout << x << ’ ? << y << ’\n’; // output of r’
}

3

double determinants( int NA )
{
double sumdets = 0.0;
for( int i=0; i<NA; i++ ){
P[i]l] = DI[iJ[0]J[0] * D[i][1][1] // calculate determinants
- DCil [0l [1] = D[iJ([1]1([0];
if( P[i] <= 0.0 ) P[i]l=-P[i]l;
sumdets += P[i];
}

for( int i=0; i<NA; i++ ){
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P[i] /= sumdets; // normalize
}

return sumdets;

3

int iteration( int NA, double &x, double &y )
{

int ierr = 0, iabb = 0;

double sum = 0.0, z;

if( rng()/dp > 0.1 ){ // do this 90Y%
z = rng()/dp;
for( int i = 0; i < NA; i++ ){
sum += P[i];
if( sum >= z ){

iabb = i; // select D_i according
break; // to the weight of its
} // determinant
}
}
elseq{ // do this 10%
iabb = int( rng()/dp*NA ); // random D_i
}
z = D[iabb]l [0] [0] * x + D[iabbl[0][1] * y + C[iabb] [0];
y = D[iabb] [1]1[0] * x + D[iabb]l[1]1[1] * y + C[iabb] [1];
X = z;

return ierr;

5.7.5 Random Midpoint Displacement

Ein schéner Algorithmus, den man verwenden kann um fraktale Landschaften zu erzeugen,
ist das sog. “random midpoint displacement” (RMD). Die Idee ist dal man ausgehend
von einer Einheitszelle (Dreieck oder Quadrat) alle Verbindungslinien halbiert (in beiden
Féllen) und diese Punkte dann zufillig vertikal versetzt. Im Fall des Quadrats mufl
man auflerdem noch den Punkt im Zentrum versetzen, damit man vier Quadrate, diesmal
halber Gr” e, erhélt. Diese Operation fithrt man nun fiir alle “Tochter”-Quadrate iterativ
beliebig oft durch. Mit jeder Iteration steigt der Aufwand um den Faktor 4, und man
hat nach n Iterationen bereits ein Gitter der Auflésung 2". Bei n = 10 sind sowohl dem
Speicherplatz des Computers als auch der Auflésung am Bildschirm natiirliche Grenzen
gesetzt.
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In Abb. 5.18 sind die ersten sechs Iterationen einer bestimmten Zufallszahlenserie abge-
bildet. Diese Bilder wurden mit dem gnuplot-script

set term post enhanced color

set hidden3d

set contour

set out ’rmd6.ps

splot ’f.6’ u 1:2:($3/150) t ’Iteration 6’ w 1 1t 1

Abbildung 5.18: Random Midpoint displacement verschiedener Iterationstiefe.

Zum Abschluf dieses Kapitels (und zur Abschreckung) wird in diesem Abschnitt das
Beispielprogramm in der Programmiersprache FORTRAN vorgestellt.

c
program RMD

c
implicit integer(h-k,m-n)
implicit real(a-g,o0-z)
implicit logical(l)

c
parameter (nmax=9,n2=2%*nmax)
dimension a(n2+1,n2+1)

c

write(x,’($,a)’) ’Iterationen? ’
read(*,*) it
write(*,’($,a)’) ’Negativparameter? °’



5.7. WEITERE ANWENDUNGSBEISPIELE

read(*,%*) pn

write(*,’($,a)’) ’Streckung? ’
read(*,*) dd

write(*,’($,a)’) ’SEED1? )
read(*,*) NSEED1

call srand(NSEED1)
w=-.005

ni2=2%x*xit
ns=ni2/2

a(1,1)=w
a(l,ni2+1)=w
a(ni2+1,1)=w
a(ni2+1,ni2+1)=w
amax=w

continue
l1=.false.
12=.false.
do 10 i=1,ni2+1,ns
do 11 j=1,ni2+1,ns
if(11.0r.12)then
a(i,j)=0.
if(11.and.12)then
a(i,j)=(a(i+ns,j+ns)+a(i-ns, j+ns)+
1 a(i+ns,j-ns)+a(i-ns,j-ns))/4.+
2 (rand () -pn) *ns
if(a(i,j) .gt.amax) amax=a(i,j)
else if(11.and.(.not.12)) then
if(i.ne.1) a(i,jl)=a(i,j)+a(i-ns,j)
if(i.ne.ni2+1) a(i,j)=a(i,j)+a(i+ns,j)
a(i,j)=a(i,j)/2.+(rand()-pn)*ns
if(a(i,j).gt.amax) amax=a(i,j)
else
if(j.ne.1) a(i,j)=a(i,j)+a(i,j-ns)
if(j.ne.ni2+1) a(i,j)=a(i,j)+a(i,j+ns)
a(i,j)=a(i,j)/2.+(rand()-pn)*ns
if(a(i,j) .gt.amax) amax=a(i,j)
endif
endif
if(12) then
12=.false.
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else
12=.true.
endif
continue
if(11) then
11=.false.
else
11=.true.
endif
12=.false.
tinue
ns/2
ns.ge.1l) goto 1

n(99,file="f’)

te(99,%) ni?2

20 j=1,ni2+1

do 21 i=1,ni2+1
if(a(i,j)/amax.le.w) a(i,j)=w
write(99,%) i,j,int(a(i,j)*1000%dd)

continue

write(99,’(a,$)’) char(10)

tinue

se(99)



Kapitel 6

Numerisches Differenzieren und
Integrieren

6.1 Differenzieren

Ein Anwendungsbeispiel fiir numerische Differentiation ist die Bestimmung der Momen-
tangeschwindigkeit v = #(t) = lima¢ o ’:(t%’w. Aufler im Fall einer im gesamten
Wertebereich bekannten Funktion z(t), ist der Grenzfall lima; o allerdings nicht zu er-

reichen - man hat h&ufig nur diskrete Datenpunkte zur Verfiigung.

6.1.1 Die erste Ableitung

Die diskrete, mittlere Geschwindigkeit kann man durch Messung des zuriickgelegten Weges
z; zu bestimmten Zeitpunkten ¢; bestimmen (wobei i = 1, ..., N). Man erhilt eine Tabelle
mit N Datenpunkten, aus denen die Steigung i(t) der Kurve z(t) bestimmt werden kann.
Mit z; = z(¢;) und v; = v(t;) kann man die folgenden drei einfachsten Moglichkeiten
definieren:

1. “vorwirts Ableiten”:

Tit+1 — L4

v = 6.1
Yot b (6.1)
(es wird der “vorwdrts” ndchstliegende Punkt z(¢;,1) zu Hilfe genommen)
2. “riickwérts Ableiten”:
r Ty — Ti—1
= 6.2
K (6.2)

(es wird der “rickwdrts” néchstliegende Punkt z(¢;_1) zu Hilfe genommen)
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3. “zentrales Ableiten”:

z Tit1 — Ti—1
A N 6.3
‘ tiy1 —ti1 (6.3)

(die beiden Punkte vor und nach z(t;) werden benutzt)

Frage:
Welche dieser drei Moglichkeiten gibt den besten bzw. genauesten Wert der Ableitung?

Mit h :=t;y 1 —t; Vi ist die Taylorentwicklung fiir z(t & h):

h? h3
z(t £ h) = z(t) L ho(t) + 51}(15) + Fv(t) +... (6.4)
0- L 2. 3.0rdnung

Damit erhilt man fiir die obigen Ableitungsformeln (6.1)-(6.3)

() = SEF h; —2®) _ )+ Bofe) + .. = vlt) + O(AY) (6.5)
o) = S = z(t —h) i+ Ritt) + .. = vlt) + O(AY) (6.6)
und
s T(t4+h)—z(t—h) 2h?% _ )
v(t) = - = o(t)+ Wi 4. = u(t) + O(R) (6.7)

Der Fehler von v¥(t) und v"(¢) ist also von 1. Ordnung, wihrend der Fehler von v*(¢) nur
von 2. Ordnung in h ist, d.h. v*(¢) stellt die “bessere” Ableitung dar.

Die numerische Ableitung kann systematisch weiter verbessert werden: Eine Formel mit
Genauigkeit hoherer Ordnung wire z.B.:

1
v;? (—@it2 +8%it1 — 8i-1 + Ti2) (6.8)

i T 12

Aufgabe: Zeigen Sie durch Taylorentwicklung von z(¢ + 2h) und z(¢ £ k), daB8 v{* aus
(6.8) die Ableitung bis auf Terme der Ordnung h* richtig wiedergibt!

6.1.2 Die zweite Ableitung

Fiir héhere Ableitungen gibt es dhnliche Entwicklungen wie oben gezeigt; diese sind
manchmal zur Losung von Differentialgleichungen nétig:

a(t) = o(t) = i(t)
zi+;l—1'i _ $i_;l:i—1 _ :L',L+1 — 2:13, + 1’.171

h h?

(6.9)

a; =
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Der Quotient in Gleichung (6.9) kann durch eine Vorwérts- mit darauffolgender Riickwérts-
Ableitung berechnet werden. Die auftretenden Restterme in Gleichung (6.9) sind von
Ordnung h?.

Eine Formel fiir die zweite Ableitung mit Fehler 4. Ordnung in A ist z.B.

1

= @(—Jfﬂ_z + 16$i+1 — 3037, + 16:131'_1 — -'171'—2) . (610)

a;

6.1.3 Numerische Probleme

Neben der Tatsache, dafl eine Berechnung mit hoherer Genauigkeit auch mehr Aufwand
(Funktionsberechnungen) erfordert, hat die numerische Berechnung von Ableitungen das
prinzipielle Problem der sog. Stellenausloschung: Bei endlicher Darstellungsgenauigkeit
(doubles haben etwa 16, floats nur 7 Stellen Genauigkeit) erhélt man bei Differen-
zenbildung einen Verlust an Genauigkeit, wenn Zahlen in der gleichen Gréflenordnung
voneinander subtrahiert werden. Zum Beispiel verliert man in der folgenden Rechnung

0.264345 — 0.259123
0.129001 — 0.121112

~ 0.66193 (6.11)

2 Stellen Genauigkeit, wenn man nur mit 3 Stellen in der Mantisse arbeitet:

0.264 — 0.259 _ 0.005

= = 0.625. 12
0120 —0.121 _ 0.008 _ 0% (6.12)

6.2 Quadraturen

Problem des Anazagoras: Quadratur des Kreises

Dies ist analog zu dem Problem der Flichenberechnung des Kreises als Summe von Qua-
draten (=Produkt), das 1882 als unméglich bewiesen wurde.

Allgemein wird der Wert eines Integrals als eine Summe von Produkten numerisch be-
rechnet. Die numerische Integration ist aus verschiedenen Griinden wichtig: Nicht jede
Funktion kann in geschlossener Form integriert werden, so z.B. die Fehlerfunktion erf(z),
die Gamma-Funktion I'(z) oder die Besselfunktionen. Ebenso wie bei der Differentiation,
ist auch die Integration einer Funktion, von der nur Datenpunkte bekannt sind, moglich.

Als ein Anwendungsbeispiel 148t sich die Teilchengréfenverteilung in einem Korngemisch
(z.B. Erdreich) nennen, die man durch Sortieren des Ausgangsmaterials mit Sieben ver-
schiedener Maschenweite erhdlt, Abb. 6.1. Diese Funktion p(z) gibt an, wie grof§ der
Anteil von Koérnern des Durchmessers © am Gesamtgemisch ist. Genauer gesagt, ist
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p(z)Az die Wahrscheinlichkeit, dafl ein zufillig ausgewahltes Korn einen Durchmesser im
Bereich zwischen z und z + Az aufweist. Die Verteilungsfunktion Ps = P(z < S) gibt
an, wieviele Teilchen kleiner als eine bestimmte Grofle S sind. Die Funktion Pg erhilt
man durch numerische Integration aus p(z).

1.4

1.2

1 L

0.8

0.6

04 r

Haeufigkeit des Auftretens

0.2

1 10
Korndurchmesser

Abbildung 6.1: Beispiel fiir eine Teilchengréflenverteilung. Aufgetragen ist die Haufigkeit,
mit der ein bestimmter Durchmesser vorkommt (in willkiirlichen Einheiten), gegen den
Durchmesser des Korns (mm).

Im allgemeinen besteht die Aufgabe also darin, I, = fab f(z) dz numerisch zu berechnen.
Drei der einfachsten Integrationsverfahren werden im Folgenden genauer diskutiert. Die
Mittelpunktsregel und die Trapezregel

6.2.1 Die Mittelpunktsregel

Im Folgenden sei der Integrationsbereich von a bis b in N Intervalle mit Randpunkten
z; =a+th (i =0, ..., N), und Breite h; = z; — x;_; unterteilt. Weiterhin bedeutet die
Schreibweise f; = f(Z;) eine Funktionsauswertung am Punkt Z; = (x; + z;_1)/2, in der
Mitte des Intervalls zwischen x;_; und z;, sofern die analytische Form von f bekannt ist.
Diese Situation ist in Abb. 6.2 zu sehen.

Damit ist I, im Fall gleichgrofler Intervalle:
N
Loy =h) fi, (6.13)
i=1

mit A = h; = (b— a)/N, oder bei allgemeinen Intervall-Lingen:

N N
Iy = Z(:Uz —ziq) f (%) = thfz : (6.14)
i—1

i=1
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f(X)

i
a Xiq1 X b

Abbildung 6.2: Schematische Darstellung eines Intervalls, dessen Fliche nach der Mittel-
punktsregel durch den Funktionswert im Zentrum des Intervalls approximiert wird.

Der Fehler einer Integration ist somit die Differenz zwischen der exakten und der gendher-
ten Losung:

Alp= [ f(@)dz—h)_ f(&@), (6.15)
wie sich durch Taylorentwicklung von f(z) in kleinem Abstand § um Z;:

f&) = f(@)+05/@) + 30 (@) + (6.16)

zeigen 14Bt. Setzt man Glg. (6.16) in Glg. (6.15) ein und integriert, jeweils fiir ein Intervall,
von —h/2 bis h/2 iiber 6, so sieht man, daf der erste Summand der Taylorreihe mit der
Summe in Gleichung (6.13) identisch ist. Der zweite Summand verschwindet, da bei
symmetrischer Integration eine zu Z; symmetrische Funktion (hier: alle § mit ungerader
Potenz) verschwindet. Damit errechnet sich der Fehler aus Glg. (6.15) zu:
1 h/2 h2
A=) [ Fas= 1@, (617)
2 2 24

d.h. der Fehler der Mittelpunktsregel ist von 2. Ordnung in h.

6.2.2 Die Trapezregel

Das Trapez, das von den Funktionswerten an den Aufpunkten z; und z; ; aufgespannt
wird hat die Fliche (f; + fi_1)hi/2, womit man ein Integral der Form

1 N
T =5 > hi(fi+ fi1) (6.18)
i=1

definieren kann. Diese Methode ergibt allerdings ebenfalls einen Fehler der Ordnung hZ2.
Die Trapezregel ist in Abb. 6.3 gezeichnet.
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f(X)

—

b

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung eines Intervalls, dessen Fldche nach der Trapez-
regel durch eine Gerade approximiert wird.

6.2.3 Die Simpsonregel

Nun sei ein gewichteter Funktionsmittelwert gegeben als:

A

=g e+ ar (BEE) 4 s (6.19)

bzw. die Kurve wird durch eine Parabel angendhert. Diese ist in Abb. 6.4 als gepunktete
Linie zu sehen.

ﬁ (%)

b

Abbildung 6.4: Schematische Darstellung eines Intervalls, dessen Fliche nach der Simp-
sonregel durch eine Parabel approximiert wird.

Weiterhin kann man zur Vereinfachung konstante Intervallbreiten h = z; —z;_; annehmen.
Das Integral I, berechnet sich somit zu:

Iy = Z(az:z zi1) [f(@:) + 4F(Z;) + f(ziz1) hZfz. (6.20)
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Unter Benutzung der zweiten Ableitung aus Glg. (6.9):

flz;) — 2{}5;‘3;)):- f(zi1) _ i_;l (ﬁ _ f(fz)) (6.21)

und der Taylorentwicklung von f(z) aus Glg. (6.16), ergibt sich fiir den Fehler:

N z; N
Aly = Z/ flz)dz —h>_ f;
i=1 Y ¥i-1 i=1

f”(ji) _

al h? h/2)*
= bY@+ )+ P2 e
=1
Al _ya;

Daraus folgt der Fehler Ay, = (b — a)(h/2)*f"™(Z;)/120, d.h. die Ordnung des Fehlers des
Simpson-Verfahrens ist 4.

6.3 Gauflsche Quadratur

Bislang wurden die zu integrierenden Funktionen in den vorgegebenen Intervallen wie
folgt approximiert:

e Trapezregel: Eine Gerade, d.h. linear

e Simpsonregel: Eine Parabel, d.h. quadratisch

Nun sollen allgemein Funktionen im Intervall [a,b] durch ein Polynom der Ordnung L
approximiert werden,

L
fl@)=>_aPyz), (6.22)

1=0
wobei die Py(x) einen Satz linear unabhingiger Polynome der maximalen Ordnung [

(hochste Potenz von z) bilden. Mit dieser Idee wollen wir nun zunichst alle Regeln
im Intervall [z; 1, z;] herleiten. Es sei

N
Ib = Y I ia (6.23)
=1

L-1
I= I:L',;_lwi = E wzfz
k=0

Den Ausdruck (6.23) nennt man, wie eingangs erwihnt, “Quadratur” (Summe von Pro-
dukten). Die z; nennt man Integrationsstiitzstellen mit den Funktionswerten f; = f(x;)
und die w; sind die zugehorigen Gewichte.
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6.3.1 Lineare Niherung

Fiir den einfachen Fall L = 2 ist also insbesondere

I =wofo+wifi.

(6.24)

Die Quadratur sei nun fiir die speziellen Funktionen f(z) = 1 und f(z) = x exakt. Hieraus
folgen zwei Gleichungen, aus denen sich die Gewichte w; eindeutig bestimmen lassen:

z;
!
/ ldr = z;— 21 = wy +w;
Ti—1

2 2 !
/ rdr = 5 (7 —x7 1) = woxi—1 + W1, -
Zi—1

Koeffizientenvergleich von (6.25) und (6.26) ergibt

. Ty = X1
Wy = W1 = 9 )

und somit das Integral iiber das Intervall:

fxi) + f(@io1)
5 ;

Loy oy = (T3 — 3521)

also die bereits bekannte Trapezregel, sieche Gleichung (6.18).

6.3.2 Quadratische Niherung

Analog ergibt sich fiir L = 3:

Ti—Tim1 = W+ Wi+ Wo
1
5(9312 - %271) = WoZT; 1 + W1Z; + WaZ;
1 1
5(90? -z} ) = 5 (@i + zim1) (2F — 27 ) + (@ — @im1) (2] + 27 )]

2 —2 2
= WoZT;_; + W1T; + WaT;

Losung des Gleichungssystems ergibt:

1

Wy =Wy = é(l’i—ﬂfz’—l)
4

w = E(wi_xi—l)

und somit die Simpsonregel, siehe Gleichung (6.20):

Lovsos = (@ — i) = [F(22) + 45 (&) + F(zinn)] -

6

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)
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6.3.3 Beliebige Stiitzstellen

Bei dem Verfahren nach Gaufl geht man dhnlich vor, allerdings werden neben den Ge-
wichten w; auch die Stiitzstellen z; im Intervall [a, b] als Parameter frei wahlbar gelassen.

Die Vorgehensweise ist folgende:

1. Forme ein Integral iiber 2’ durch Substitution 2’ = £ 4 2%y auf ein im Intervall
[—1, 1] definiertes, bestimmtes Integral um. Das Integral ist dann:

b _ 1 _ 1
= [ @i =232 f(b;“+b2“y) d= [ f@de. (630

-1

Es reicht also aus, unsere Betrachtungen im Folgenden auf Integrale iiber das Inter-
vall [-1, 1] zu beschrinken.

2. Betrachten wir nun eine fest vorgegebene Anzahl von Stiitzstellen, etwa L = 2, dann
ist
I=111=wif(z1)+waf(z2), (6.31)
wobei sowohl die Stiitzstellen 2; und x5 als auch die Gewichte w; und ws als Unbe-
kannte zu betrachten sind.

3. Zur Bestimmung dieser vier Unbekannten setzen wir in (6.31) f(z) =1, z, 2, und
z® ein. Das heifit, wir benutzen vier Polynome verschiedenen Grades, um die vier

Bestimmungsgleichungen zu erhalten (beachte : a = —1, b = 1):
(b—a) =2= w;+ ws (6.32)
1
§(b2 —a®) =0= wr + wyry (6.33)
1
§(b3 —d’) =2= wa] + wj (6.34)
1
Z(b4 —a') =0= wzd+ wyad (6.35)
Einsetzen von (6.33) in (6.35) liefert 22 = z3 und damit z; = —z,, wenn man

fordert, daf8 die Stiitzstellen verschieden sein sollen. Unter Benutzung von (6.32),
(6.33) und (6.34) ergibt sich dann:

2
1

1
w=ws=1 und: 27 == => 19 =+— (636)

Die z1 sind die gesuchten Stiitzstellen — sie liegen symmetrisch zum Ursprung; jedes
solches Stiitzstellenpaar besitzt auch nur ein zugehoriges Integrationsgewicht. Diese Sym-
metrie ist letztlich eine Folge der Tatsache, daf f_ll f(z)dx = f_ll f(—z) dz, siehe Glg.
(6.31) fiir f(z) und f(—z).
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6.3.4 Legendre-Polynome

Zuriick zu den Polynomen Pj(z) = ag + a12 + ... + ;' (Polynome I-ter Ordnung). Wir
wollen jetzt fordern, dafi diese im Intervall [—1, 1] orthogonal zueinander sein sollen, d.h.:

/ D) Pue) de = b (6.37)

1

Die einfachsten Polynome 1, z, 22 und z* erfiillen diese Forderung jedoch nicht; stattdes-
sen bendtigt man die sog. Legendre-Polynome:

f \[ \[39” -1 (6.38)

Die Frage ist: wie beschafft man sich die P;(z

Seien die Py (z) mit £ <! — 1 bekannt, benutzt man den Ansatz Py(z) = ag + a1 + ... +
a;z'. Die Orthogonalititsbedingungen liefern zusammen mit der Normierungsforderung
die Gleichung (6.37). Damit hat man [ + 1 Bestimmungsgleichungen fiir ebensoviele
Koeffizienten ay .. .a; (“Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren”).

Bemerkung:
Ein Legendre-Polynom P;(z) von I-ter Ordnung besitzt [ Nullstellen in [—1, 1], siehe Ref.
[6.1].

Wie oben soll das Integral einer Funktion f(z) durch Auswertung an bestimmten Stiitzstellen
x; und Aufsummation mit Gewichten w; approximiert werden:

1 N
I :/ f(z)dz = Zwif(x,-) . (6.39)
-1 i=1
Man hat dabei 2N Unbekannte: w;, z;, (¢ = 1...N).

Ein allgemeines Losungsverfahren fiir dieses Problems 148t sich folgendermaflen beschrei-
ben: Die Gleichung sei exakt fiir ein beliebiges Polynom f(z) = gan—1(z) der Ordnung
2N — 1 und somit 2N freien Parametern. Man kann dies umschreiben zu:

gn-1(7) = qv 1 (2)Pn(z) + rya(2) - (6.40)

Dabei ist Py ein Legendre-Polynom von Grad N und ¢y ; bzw. der Rest ry_; sind
Polynome der Ordnung N — 1. Diese Darstellung erhélt man durch Polynomdivision von
gon—1(z)/Pn(z). Es folgt nun aus den Eigenschaften der Legendre-Polynome:

1. Da sich jedes Polynom k-ter Ordnung durch eine Linearkombination von Legendre-
Polynome bis zu einschliefilich k-ter Ordnung darstellen 148t,
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folgt direkt:

1 k 1
/ Pi(z)qr(z) de = Zai/ Pi(z)Pi(z)dz =0, (6.42)
-1 i=0 -1
denn ¢ < [, siehe Gleichung (6.37).

2. Weiterhin ist auch: )
/ 1-Pyz)dz =0, (6.43)

1

falls I > 0, siehe Gleichung (6.37).

3. Da P;(z) im Intervall [—1, 1] genau [ Nullstellen hat (Beweis siehe z.B. Ref. [6.1])
folgt aus Glg. (6.40):

1

I= / 11 gon1 () dz = / 11 an1(2)Px(2) do+ / rnoa(@)da (6.44)

-

-~ -~

(D) (1) (111)

Der Ausdruck (I7) ist zufolge Gleichung (6.42) identisch Null:

/_QN—l(.’E)'PN(x)dac = ZwiQN—l(mi)PN(mi):O

1 i=1

Damit das auch fiir die diskrete Integrationsformel noch so ist, miissen die z; die Nullstel-
len des Polynoms Py (z;) = 0 sein. Diese Nullstellen sind in Werken wie Abramovitz and
Stegun [6.2] aufgelistet oder lassen sich mit Standardprogrammen (Maple) bestimmen.
Die z; sind auflerdem paarweise symmetrisch zu Null.

Hat man die Stiitzstellen x; bestimmt, so kann man das sog. Lagrange-Polynom

r—T;
Ly(z) = TG, j ( ’ ) , (6.45)

T — X5

vom Grad N — 1 ansetzen, das die Bedingung Ly(z;) = &; erfiillt; d.h. das Lagrange-
Polynom Lj(x;) verschwindet an allen Stiitzstellen z; mit j # &, an der Stiitzstelle
hat es den Wert Ly(zy) = 1.

Setzt man an die Stelle von gon ;(z) eine der N Funktionen L2(z), so folgt aus den
Gleichungen (6.39) und (6.44) das Gewicht:

N 1
wy, = szLz(:cz) = / Li(z)dz >0, (6.46)
i=1

welches mit bekannten Stiitzstellen analytisch zu 16sen ist.
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N=2 T1,2 = :t\/ig Wi,2 = 1
N=3 T13 = :l:\/g W12 = g
Ty — 0 Wo = %

N =4 |z,4=+0.8611363116 | w; 4 = 0.3478548451

To3 = £0.3399810436 | wq 3 = 0.6521451549

N =5 | z15 = £0.9061798459 | w5 = 0.2369268851

Tp 4 = £0.5384693101 | wy 4 = 0.4786286705

z3 =0 wsz = 0.5688388889

Tabelle 6.1: Stiitzstellen z; und Gewichte w; der Gaufischen Quadratur.

Zusammenfassend gilt fiir allgemeines f(z):

I= /_1 f(z)dz ~ Zwif(xi) : (6.47)

wobei die z; die Nullstellen des Legendre-Polynoms Py(x) sind, und sich die Gewichte wy,
aus Gleichung (6.46) als Integral iiber das quadrierte Lagrange-Polynom Ly(x) ergeben.
Das “Ungefahr Gleich” ~-Zeichen wird zur Gleichheit, wenn f(z) ein Polynom maximal
2N-ten Grades ist.

In Tabelle 6.1 sind die Stiitzstellen und Gewichte bis zur Ordnung N = 5 nach Ref.

[6.1] aufgefiihrt. Der Fall N = 2 entspricht der im vorigen Abschnitt durchgefiihrten
Berechnung, siehe Gleichung (6.36).

6.3.5 Weiterfiihrende Literatur

[6.1] Hans Rudolf Schwarz. Numerische Mathematik. B. G. Teubner, Stuttgart, Germany,
1986.

[6.2] M. Abramovitz and I. Stegun. Handbook of Mathematical Functions. Dover, New
York, 1972.

6.4 Monte-Carlo Integration

Der Name Monte-Carlo Integration kommt von dem Zufallscharakter der im Folgenden
beschriebenen Methode, bzw. vom beriihmten Casino in Monacco. Es handelt sich um
ein Verfahren, bei dem die Zufallszahlen aus Abschnitt 5.1 Verwendung finden.
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Der einfachste Fall eines hoherdimensionalen Integrals ist:

/a ’ / Y b, y)dady = [ty (6.48)

die Integration iiber ein Rechteck. Bei erwiinschter Genauigkeit ist die Anzahl der
Stiitzstellen z.B. NP (d.h. N = 100 Stiitzstellen in einer Dimension, D = 1, 10* Stiitzstellen
fiir D = 2 und 10° in 3D! Der numerische Aufwand wird also mit zunehmender Dimen-
sion enorm grof}. Dies trifft umsomehr zu wenn der Rand des Integrationsbereichs kein
Rechteck sondern ein beliebiger Kérper ist. Fiir D > 1 existiert auch ein Gauf-Legendre-
Verfahren, aber wenigstens fiir D > 4 ist die Monte-Carlo-Methode zu bevorzugen.

6.4.1 Berechnung der Zahl =

Das einfachste Anwendungsbeispiel ist die Berechnung der Fliche eines Kreises vom Ra-
dius R = 1, d.h. anders ausgedriickt, mit:

I= / dr =1, (6.49)
r<R

die Berechnung von 7. Hierzu werfen wir zuféllig und homogen verteilt Punkte in ein
Quadrat, welches das zu integrierende Gebiet (hier einen Kreis) enthélt. Wenn der Punkt
r = (z,y) innerhalb des Kreises liegt wird er zum Integral gezihlt, liegt er auflerhalb wird
der Versuch verworfen.

0 1

Abbildung 6.5: Geometrie zur Bestimmung von 7 durch Monte-Carlo Integration.

Der Zufallszahlengenerator sei rand(), der Werte im Intervall [0, 1 liefert wenn man die
int-Zufallszahl durch die Periode RAND_MAX teilt. Dann ist eine mogliche Implementie-
rung:
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#include<iostream>
#include<iomanip>

using std::cout;

using std::cin;

using std::setprecision;

const static long int romax=RAND_MAX;

int main()

{
double r0, ri;
int pint=0; // integration sum
int iout=2, ic=iout; // output delay
int iprec=16; // precision
int iseed=5;
srand( iseed ); // set seed only once !
for( int i=1; i<=100000000; i++ ){
ic+=1;
r0=float(rand())/romax; // draw x, first random number
ri=float(rand())/romax; // draw y, second random number
// check if inside the circle
if( rixri+r0*r0 <= 1.E0 ) pint+=1;
if( ic > iout ){
cout << setprecision(iprec);
cout << i << 7 7 << M_PI << ’ 7 << 4.%double(pint)/i << ’\n’;
ic=1;
iout=iout*2;
}
}
return O;
}

Der Anteil der Punkte, die in den Kreis fallen, sollte gleich dem Anteil der gesuchten
Flache an dem umgebenden Quadrat sein. Fiir den oben betrachteten Viertel-Kreis mit
Radius R = 1, sollte der Anteil gleich /4 = 7/4(~ 0.785) sein. Das Programmbeispiel
gibt sowohl 7 als auch den numerisch berechneten Ndherungswert I aus.

Das Ergebnis I eines typischen Programmdurchlaufes ist in Abbildung 6.6 als Funktion
der Iterationen ¢ fiir verschiedene Zufallszahlen-Initialisierungen dargestellt.

Der Fehler der Monte-Carlo Methode ist rein statistisch; das Resultat I; nach i Iterationen
wurde als Mittelwert von 7 Versuchen mit Ergebnis f; ermittelt als I; = (1/1) >_%_, f;.
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35 T T T T T
o lseed™2 O
3.4 lseed=0  © i
33|, :
32, <
— S|
31+ 8
3F ° -
29 | .
28 1 1 1 1 1 _5 1 1 1 1 o]
2 3 4 5 6 7 8 2 3 4 5 6 7 8
logyg i logyq i

Abbildung 6.6: (Links) Naherungswert I fiir 7, ermittelt mit dem Programm im Text fiir
verschiedene ¢ und drei verschiedene Folgen von Zufallszahlen. Zum Vergleich ist 7 als
horizontale Line eingezeichnet. Die horizontale Achse ist logarithmisch. (Rechts) Fehler
A = /(I; — m)? als Funktion der Iterationen i. Hier sind beide Achsen logarithmisch.

Die durchgezogene Linie entspricht der Funktion /3.

Die f; sind um den Mittelwert I = 7 zufillig verteilt mit einer Standardabweichung von

%

or= | (1/0))_(f; =T (6.50)

j=1
Der statistische Fehler nach 7 Iterationen ist dann
Ai=o0i/Vi—1. (6.51)

Nimmt man nun an, dafl die Standardabweichung nicht von der Anzahl der Versuche i
abhéngt, wie es in der Regel fiir grofle ¢ der Fall ist, so folgt sofort dafl sich der Fehler

verhilt wie:
A; o i~ Y? (6.52)

was auch in Abbildung 6.6 zu sehen ist. Anders ausgedriickt mufl man mit dieser Methode
vier mal langer integrieren, um den statistischen Fehler auf die Hélfte zu reduzieren. Man
beachte, dafl A; unabhéngig von der Dimension D des Integrals ist.

Bei der Trapezregel findet man z.B. durch Aufteilung des Integrationsvolumens in N
Hyperwiirfelchen mit der Seitenlinge A oc N~(/P) in D Dimensionen, daf sich der Fehler
wie A oc N~(/D) verhilt. In einer Dimension erzielt man also durch Intervallhalbierung
eine Reduzierung des Fehlers um den Faktor vier! In Dimensionen D > 4 erzielt man
jedoch mit der Monte-Carlo-Methode asymptotisch ein besseres Ergebnis! Entsprechende
Aussagen mit jeweils anderen Dimensionszahlen lassen sich fiir alle Verfahren mit fester
Fehlerordnung und mit dquidistanten Stiitzstellen finden.
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6.4.2 Berechnung héherdimensionaler Integrale
Bei allgemeinen Funktionen f(x) filhrt man am besten zunéchst eine Variablensubstituti-

on durch, um die Zufallszahlen direkt verwenden zu kénnen, d.h. man ersetzt die Variable
g iiber die im Intervall [a;, b;] inegriert werden soll, durch eine Variable

=M (6.53)

Der Teil des Integrals iiber x; ist dann:

b; 1 N
n= [ st = t-a) [ e i wh (654

wobei natiirlich auch die Funktion f(z}) durch die transformierte Funktion f(z;) ersetzt

werden muB. Als Beispiel wird f(z!) = x}” + 1 durch f(z;) = [(b; — ai)z; + a;]? + 1

ersetzt. Die Summe bezeichnet dabei IV zuféllige Funktionsauswertungen f; an N Stellen
€ [0,1].

In D Dimensionen sieht ein Integral iiber einen Hyperkubus dann folgendermaflen aus:

by b bp
I = / / f(x ) dz1dzs...dzp

bl — al)(bz - 0,2 bD — CLD N
= N Zf

j=1

Hat man Funktionen, die stark schwanken oder nicht im gesamten Gebiet “glatt” sind
(z. B. weil sie eine Singularitit besitzen), so ist das sogenannte “Importance sampling”-
Verfahren zu empfehlen. Dabei geht man wie bei der normalen Monte-Carlo-Methode
vor, gewichtet allerdings die Verteilung der Zufallszahlen so, dafl die “Unebenheiten”
der Funktion berticksichtigt werden. Wiirde man das z.B. bei einer schmalen Gaufkurve
nicht tun, so wiirden die hohen Werte unverhéltnisméflig selten besucht, was einen starken
Verlust an Genauigkeit zur Folge hitte. Man definiere eine Gewichtungsfunktion w(z),
die so normiert ist, dafl fol w(z) dx =1 ist. Man kann das Integral nun umschreiben:

N

Mo f@ [P Eew) 1S fla(w)
1= [ 5= | N 2 w(aly)) (6.55)

z(y)) =

wobei die Transformation dy = w(z)dz mit y(0) = 0 und y(1) = 1 verwendet wurde. Die-
se Methode bedarf allerdings einer Funktion w(z), die so integriert werden kann, dafi man
die Werte z(y;) einfach berechnen kann. Gleichzeitig sollte die Funktion w(z) sich dhn-
lich verhalten wie f(z), damit der Quotient f(x)/w(z) im gesamten Integrationsbereich
moglichst konstant bleibt.
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Mit der Monte-Carlo-Methode sind damit auch die Integration von Funktionalintegralen,
Pfadintegralen und Zustandssummen moglich, so dafl sie ein breites Anwendungsgebiet

in der Physik besitzt.
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Kapitel 7

Interpolation und Approximation

Interpolation bedeutet, zu einer Funktion, die nur an n + 1 diskreten vorgegebenen
Stiitzstellen z;, ¢ = 0...n, mit den zugehoérigen Funktionswerten y; bekannt ist, eine
Interpolationsfunktion f(z) zu finden, fiir die einerseits die Interpolationsbedingungen

f(:) = ys (7.1)
gelten, die aber andererseits auch zwischen den z; definiert ist, im allgemeinen fiir zo <
Tz < x,.

Vor Einfiihrung des Computers als wichtigstes Rechenhilfsmittel wurden zur Berechnung
von Funktionen Rechentafeln (z.B. die beriihmten Logarithmentafeln) benutzt. Da in
diesen Tabellen nur bestimmte Werte der Funktion aufgelistet waren, war es wichtig,
gute Interpolationsverfahren zu kennen, um Zwischenwerte gewinnen zu kénnen. Heute
ist diese Anwendnung zwar zuriickgedréngt worden, aber weil eine Interpolation héufig
numerisch nicht sehr aufwendig durchzufiihren ist, findet sie Anwendung bei

1. der Elimination teurer Funktionsberechnungen in zeitkritischen Teilen eines Algo-
rithmus (Kraftberechnung aus Tabellen),

2. bei der numerischen Differentiation,
3. bei der Interpolation zwischen zwei verschiedenen Diskretisierungen,

4. bei der Datenreduktion: eine Bezier-Kurve (Vorsicht: ist keine eigentliche Interpola-
tion, da sie nicht durch die Stiitzpunkte verlduft) ist bereits durch die Lage weniger
Kontrollpunkte festgelegt,

5. bei der Extrapolation. Bestimmte Integrationsverfahren (Romberg) beruhen darauf,
die Genauigkeit eines Verfahrens dadurch zu verbessern, daf eine Interpolation des
Resultates als Funktion des Stiitzstellenabstandes h fiir A — 0 durchgefiihrt wird.

Deshalb sollen im folgenden verschiedene Interpolationsverfahren vorgestellt werden.

149
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7.1 Polynomiale Interpolation

Die einfachsten Interpolationsverfahren beruhen auf der Idee, f(z) als ein Polynom Nter
Ordnung mit N + 1 unbekannten Koeffizienten a; anzusetzen

P(z) = ap + a1z + azz® + - - - + anz”. (7.2)

In der Regel werden dann auch N + 1 Bedingungen zur Bestimmung der Koeflizienten
benétigt, d.h., dal das Interpolationspolynom durch eine an n+ 1 Stellen gegebene Funk-
tion im allgemeinen N = nter Ordnung ist: Durch zwei Punkte 148t sich eine Gerade
legen, durch drei Punkte eine Parabel, usw.

Der obige Ansatz fithrt unter Auswertung der Interpolationsbedingungen (7.1) auf ein
lineares Gleichungssystem

P(z1) =yo = ao+ 1%+ a2ay + - .. anTy
P(z1) =y1 = ao+ aiz1 + az2] + ... a2}
P(zs) =92 = a2+ ai1@s + a223 + ... anah
(7.3)
P(@p) =yn = ao+ a1z, + azxfl +...a,.2,

Wenn die z; paarweise verschieden sind, sind die Zeilengleichungen linear unabhéngig und
die Losung dieses Systems legt eindeutig das Interpolationspolynom fest (die Eindeutigkeit
wird auch aus dem folgenden Abschnitt klar werden). Dieses Verfahren ist auch fiir
allgemeinere als polynomiale Interpolationsansidtze anwendbar. Fiir Polynome hingegen
miissen wir es gar nicht 16sen, sondern konnen auf eine explizite Darstellung der Lésung
zuriickgreifen, die wir jetzt besprechen wollen.

7.1.1 Lagrange-Interpolation

Betrachten wir zunéchst die sogenannten Lagrange-Polynome [7.1], denen wir schon ein-
mal im Zusammenhang mit der Gaufi-Qaudratur begegnet sind (siehe Gl. 6.45),

e o R Eien ey esieen S )
oo (@i —mo)(wi — ) (@ — mia) (@ — Ti) - (T — Tn)
Diese Polynome sind vom Grad n und besitzen die Eigenschaft

1, fallsti=k
Lize) = 0w = { 0, fallsi# k. (7.5)

Dann ist klar, dafl das Polynom
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die Interpolationsbedingungen erfiillt, denn fiir den speziellen Fall, daf x} eine Stiitzstelle
ist, gilt

P(zy) = yiLi(z) = > vidin = Ui (7.7)
i=0 i=0

Dieses Polynom ist eindeutig, denn gébe es ein zweites mit den gleichen Eigenschaf-
ten, dann wire auch die Differenz ein Polynom n-ten Grades und miifite an den n + 1
Stiitzstellen x; insgesamt n + 1 Nullstellen aufweisen. Polynome n-ten Grades kénnen
aber maximal n Nullstellen aufweisen, und wir erhalten einen Widerspruch zu unserer
Annahme.

Bei dieser Methode werden alle Stiitzstellen z; gleich behandelt. Allerdings ist sie fiir
numerische Berechnungen ungeschickt, da mehr als (n+2)(n+ 1) wesentliche Operationen
durchgefiihrt werden miissen: n Multiplikationen fiir den Zahler jedes Lagrange-Polynoms
sowie eine Division, dann Bestimmung von insgesamt n + 1 solcher Polynome, und (n+1)
weitere Multiplikationen mit den y;. Ohne weitere Herleitung geben wir hier daher die
sogenannte baryzentrische Darstellung der Lagrange-Interpolation an, die sich in einigen
Schritten aus (7.6) gewinnen l4ft:

n

P@) =Y p/ Yoms pi= [ (7.8)
i=0 i=0 i2j J

§ it

Bis auf die in den p; vorkommenden Faktoren z — z; sind die vorkommenden Gréflen
konstant und kénnen berechnet werden, sobald die Lage der Stiitzstellen bekannt ist. Der
Berechnungsaufwand fiir eine Interpolation fiir n+ 1 Stiitzstellen betrdgt dann noch 2(n+
1) Multiplikationen zur Bestimmung von Zihler und Nenner, sowie eine Division. Diese
Darstellung hat die Form eines gewichteten Mittels der Funktionswerte y;. Tatsédchlich
geht aus der Gleichung fiir die y; hervor, dal das Gewicht umso grofler wird, je nidher x
and der Stiitzstelle x; liegt.

7.1.2 Neville Schema

Weitere niitzliche Darstellungen des Interpolationspolynoms lassen sich aufgrund einer
Rekursionsformel gewinnen. Bezeichne P, ;, (z) das Interpolationspolynom durch die
Punkte (z;,y;), ¢ = ig, 11, . . . ig, das also durch eine Teilmenge der Stiitzstellen z; festgelegt
wird. Dann gilt

(.’I? - xio)Piﬂz---ik(x) - (.’I? - xik)ﬂoil---’ik—l(‘r)

(xik - xio) ‘
Dies kann man sehen, indem man einfach die Stiitzstellen einsetzt und zeigt, dafi das
Resultat tatsichlich der Funktionswert an der jeweiligen Stelle ist. Beispielsweise iiberlebt
fiir z;, nur der zweite Term im Zahler, dessen Vorfaktor sich bis auf das Vorzeichen gegen
den Nenner kiirzt. Nun ist aber P, i._,(®i,) = Uiy, S0 dal auch der Gesamtausdruck
diesen Wert annimmt. Ahnlich geht man fiir die iibrigen Werte vor.

Piiy..i () = (7.9)
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Auf der linken Seite tauchen nur Polynome k-ten Grades auf, das Gesamtpolynom sei-
nerseits hat k£ + 1-ten Grad. Daher kann man man sowohl das Interpolationspolynom,
aber auch Werte an bestimmten Stellen z, durch sukzessive Kombination niedergradiger
Polynome (bzw. deren Funktionswerte bei z) berechnen. Hierauf beruht das Verfahren
von Neville.

Zunichst werden als “Spezialfille” von (7.9) die Interpolationspolynome zwischen zwei
benachbarten Punkten z; und x;;; bestimmt. Dies ist analog zur Lagrange-Interpolation
1. Ordnung und man erhilt eine Gerade:

1

Pz',i+1(3?) = m((fc - $i+1)yz’ - (-”L' - xi)y'i+1) (7-10)

Ein solches Polynom wird fiir alle benachbarten Punkte x;,x;.; und die dazugehorigen
Werte y;, yi11 aufgestellt. Die n resultierenden Polynome ersten Grades sind dann Py,
Pis, ..., Py_1,. “Benachbarte” Polynome werden jetzt als Ausgangsbasis in (7.9) fiir die
nédchste Generation von Polynomen, jetzt zweiten Grades benutzt. Das Ergebnis sind die
n—1 Polynome Py 12, P23, ..., Pn—2n—1,- Dieses Verfahren des paarweisen Kombinierens
fiihren wir weiter, bis wir am Interpolationspolynom n-ten Grades angelangt sind.

Dieses rekursive Berechnungsschema 148t sich noch weiter vereinfachen, indem wir nur
die jeweils fithrenden Koeffizienten der linken und rechten Seite in (7.9) miteinander ver-
gleichen. Nennen wir den Vorfaktor von (z — z;,)...(z — z;,) des Polynomes P, ;,. ; (z)
beispielsweise f|[ig, 1, - .., x], dann ist

_ flive i) = flinyin, ik ]
T, — T4y

flto, 21, - - - i] (7.11)

k

Dies bedeutet, dafl wir die Koeffizienten sukzessive als dividierte Differenzen bestim-
men koénnen. Als Beispiel ermitteln wir das Interpolationspolynom durch die Punkte
(-2,-37),(0,1), (1,2), (2,15). Man beachte, dafl immer durch die Differenz der zu den
nicht gemeinsamen Indizes gehorenden x; dividiert wird:

Ti | Yi

-2 | | f[0] = —37

0| fl1]=1 f0,1] =55 =19

1| fl2]=2 flL2l=2-1/1-0=1 |f[0,1,2]=-.-=-6

2 | f8l=15  f[2,3]=(15-2)/(2—-1)=13 f[1,2,3]=---=6 f0,1,2,3]= 3

An der oberen Diagonale lesen wir das Interpolationspolynom

P(z) = -37+ (z+2)(19+ z(—6 + (z — 1)3)) =1 + = — 32® + 32° (7.12)
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ab.

Als Algorithmus 148t sich unser Vorgehen etwa so formulieren:

template<class T>
void pts_neville(int n, const T& x, const T& y, T &result ){
// x contains the arguments, y the values of the function to be interpolated
// result will contain the upper diagonal of the Neville scheme,
// i.e. the coefficients of the interpolating polynomial
// P(x) = result[0] + result[1]*(x-x0) + result[2]*(x-x1)(x-x0) +...

// initialize the result with the f(x_i)/y_i
for (int i=0; i < n; ++i )
result[i] = y[i];

// increasing ’order’ of the interpolation polynomial
for (int k=0; k < n; ++k )
for (int i=n-1; i> k ; —-i){
// compute new column of divided differences
result[i] = (result[i]-result[i-1])/(x[i] - x[i-k-1]);
}

Eine abgewandelte Form dieser Berechnungsvorschrift 148t sich auch vorteilhaft verwen-
den, wenn nur ein einzelner zusétzlicher Wert und nicht allgemeiner die Koeffizienten
des Polynoms berechnet werden sollen. Dazu wird wieder die rekursive Vorschrift (7.9)
angewandt, aber jetzt die Faktoren (z — x;), die auf der rechten Seite auftreten, bei der
Berechnung gleich mit beriicksichtigt. Ein derart abgewandeltes Schema 148t sich hervor-
ragend zur Extrapolation nutzen. So wird z.B. beim Romberg-Verfahren der Integration
der Wert eines fiir verschiedene Schrittweiten A berechneten Integrals nach h — 0 extra-
poliert [7.1].

7.2 Rationale Interpolation

Polynomiale Interpolationsverfahren eignen sich gut fiir glatte Funktionen. Hat aber
die zu interpolierende Funktion Pole (oder auch weniger starke Singularititen, wie z.B.
1/ \/(a:)), so konnen diese prinzipiell nicht durch eine polynomiale Interpolation erfafit
werden und in der Ndhe der Polstellen sind hiufig die auftretenden Fehler unakzeptabel
grofl. In diesen Fillen ist es besser, durch eine rationale Funktion (Quotient von Po-
lynomen) zu approximieren. Dazu ist die Methode der Padé-Approzimanten entwickelt
worden: Die rationale Funktion R(z) sei

P(z)  po+pz+ paa® + ...+ pua
Q(x) 14+ ¢z + ... + ¢z¥

R(z) = (7.13)
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Eingabe Interpolation
x tanz x exakt rational polynomial
1.1 | 1.9647597

1.2 | 2.5721516 || 1.15 | 2.2344969 | 2.2344921(5 x 107°) | 2.0980797(1 x 101
1.3 | 3.6021024 || 1.25 | 3.0095697 | 3.0095730(1 x 10~6) | 3.0862589(1 x 10~1)
1.4 | 5.7978837 || 1.35 | 4.4552218 | 4.4552164(6 x 10°) | 4.3438010(1 x 101
1.5 | 14.1014200 || 1.45 | 8.2380928 | 8.2381449(5 x 1075) | 8.7133064(5 x 1071

Tabelle 7.1: Werte des tan(z) und Interpolationswerte, die durch polynomiale bzw.
gebrochen-rationale Interpolation erhalten wurden. Die Werte in Klammern sind die
absoluten Fehler der jeweiligen Interpolation and dieser Stelle

Es seien n Werte y;, ¢ = 1...n gegeben. Die Anzahl der Unbekannten ist also

w+v+1 soda n = pu+ v+ 1 gelten mufl, damit wir die Unbekannten bestimmen
koénnen. Ublicherweise wihlt man p = v oder u = v — 1, da sich gezeigt hat, daf die
Approximation fiir diese Wahl haufig gut ist. Um die Unbekannten py, ..., pu, ¢i,...,q, zu
bestimmen, stellt man die N Gleichungen

auf und bestimmt daraus die Unbekannten. Man kann so zwar immer eine Losung erhalten
(unter Umstanden auch mit verschwindenden Koeffizienten fiir die fithrenden Potenzen),
jedoch ist nicht immer die Interpolationseigenschaft garantiert. Insbesondere kann eine
Nullstelle sowohl im Nenner— als auch im Zé&hlerpolynom auftreten und die nach Her-
auskiirzen {ibrigbleibende interpolierende Funktion nimmt in der Regel dann an diesen
Stellen den Funktionswert nicht mehr an. Man mufl dann die Ordnungen des Z&hler— und
Nennerpolynoms dndern, um ggf. eine giiltigen Interpolation zu erhalten.

Die Effizienz dieser Methode im Vergleich zur polynomialen Interpolation fiir Funktionen
mit Polstellen kann man an der Funktion tan(z) gut sehen. Die Ergebnisse kann man in
Tabelle 7.1 miteinander vergleichen. Besonders zu beachten ist der Fehler fiir Werte nahe
2~ 1.57.

2

Die bisher behandelten Interpolationsverfahren beschrinken sich auf ein Intervall. Will
man eine globale Funktion erhalten, so kann man in entsprechend vielen benachbarten
Intervallen interpolieren und die Ergebnisse aneinanderreihen. Man erhélt zwar eine ste-
tige Funktion, die aber an den Beriihrstellen der einzelnen Intervalle in der Regel nicht
differenzierbar ist, da sie dort einen Knick besitzt, was eigentlich immer unerwiinscht ist.
Eine weitere unangenehme Eigenschaft der polynomialen Interpolation ist auch, daf§ das
Interpolationspolynom insbesondere bei dquidistanter Wahl der Stiitzstellen dazu neigt,
an den Intervallenden stark zu “oszillieren.”

Einen Ausweg aus dieser Situation bieten die sogenannten Spline-Funktionen, die an den
Anschlupunkten zwischen den Intervallen garantierte Anschlufibedingungen erfiillen und
weiterhin auch eine globale Optimierungseigenschaft haben: Man kann zeigen, daf} sie von
allen moglichen interpolierenden Funktionen die insgesamt kleinste mittlere Kriimmung
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(Betrag der zweiten Ableitung) aufweisen.

7.3 Spline-Funktionen

Diese Funktionen sind nach dem englischen Begriff fiir diinne Latten splines benannt,
die man sich ohne duflere Krafteinwirkung durch die gegebenen Stiitzpunkte gelegt denkt
und die dann eine “glatte” Funktion darstellen. Mit Spline-Funktionen ist es moglich,
als bestmogliche Approximation durch n Datenpunkte eine global zweimal stetig diffe-
renzierbare Funktion zu legen. Die folgende Darstellung ist i.w. dem Werk Numerical
Recipes [7.2] entnommen, in dem weitere Details zu finden sind.

Gegeben sei der Datensatz (z;,v;), ¢ = 1,...,n. Betrachten wir zunichst z; < z < ;11
und eine lineare Interpolation der Daten in diesem Intervall:

(Tip1 — )y + (T — )Yy
Tit1 — &4

f(z) = Ay; + Byip = (7.15)

Die in z linearen Gewichte A und B kann man von der rechten Seite als Vorfaktoren der y;
ablesen, die ansonsten die bekannte Form des interpolierenden Lagrange-Polynomes hat.

Diese Interpolation hat eine verschwindende zweite Ableitung in diesem Interval, jedoch
haben die linearen Interpolationen in den Nachbarintervallen im allgemeinen verschiedene
erste Ableitungen, so dafl diese an den Stiitzstellen z; unstetig ist.

Fir die weitere Diskussion nehmen wir fiir einen Moment an, daf8 wir die Werte y;’ fiir
die zweiten Ableitungen an den Stellen x; kennen. Wir addieren jetzt zu unserer linearen
Interpolation oben ein kubisches Polynom, dessen zweite Ableitung linear zwischen g, und
yi,, variiert und das an den Stellen z; den Wert 0 annimmt. Dies sind vier Bedingungen
an ein Polynom dritten Grades, das daher eindeutig bestimmt ist. Wir schreiben das
Summenpolynom in der Form

y = Ay; + Byi.1 + Cy; + Dy}, 4, (7.16)
wobei die Koeffizienten von z;, ;1 und  abhingen und folgende Form haben,

(@ir1 — 2)/(Tis1 — 24),

1-A=(z—)/it1 — 33),
(1/6)A(A* = 1) (@ip1 — :)?,
(1/6)B(B? — 1)(wi41 — ;)%

O QW »
|

Weil A und B die Werte 0 und 1 bzw. 1 und 0 bei = x; und & = z;,; annehmen, sieht
man direkt, daf§ C' und D an diesen beiden Punkten verschwinden und das Polynom (7.16)
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auch weiterhin die Interpolationseigenschaft besitzt. Fiir die erste und zweite Ableitung
von (7.16) nach z errechnet man

d viy1 — Yy 3AT—1 "
a? = Tir1 — Ti - 6 (Tit1 — z4)y;
3B2 -1
T(mi—l—l - xi)yélﬂ (7-17)
d2
2y = Ay! + By;',, (7.18)

Wir konnen jetzt auch sehen, daf§ (7.16) an den Intervallgrenzen die richtigen Werte fiir
die zweiten Ableitungen annimmt. Wir haben damit einen eindeutigen Ausdruck fiir das
Interpolationspolynom gefunden, ausgedriickt durch die Funktionswerte und die zweiten
Ableitungen an den Stiitzstellen z;. Im eigentlichen Interpolationsproblem sind die y!
allerdings nicht festgelegt (wir hatten das nur der Einfachheit zuliebe eingangs fiir unsere
Argumentation angenommen), wir kénnen daher zwei Bedingungen an die Interpolation
stellen. Wir fordern (i) da8 an den Verbindungsstellen sowohl die ersten als auch (ii) die
zweiten Ableitungen stetig sein sollen.

Formulieren wir diese Bedingung unter Zuhilfenahme von (7.17) und Einsetzen von A bzw.
B an den inneren Punkten z; fiir die beiden Splines links und rechts von z;, dann erhalten
wir ein Gleichungssystem mit n —2 Gleichungen, eine fiir jeden inneren Stiitzpunkt x;, ¢ =

2,...,n— 1. In diesem System tauchen die y;" als Unbekannte auf,
Ti —Ti—1 p Tit1 —Ti—1 y | Tiy1 — Zi Yit1 — Y Yi —Yi—1
Tidyn Tl Tl Tl T . . 7.19
6 yj 1 3 [ 6 i+1 Tip1 — T T — Ti1 ( )

Uber die restlichen zwei Gleichungen, die fiir die eindeutige Bestimmung der y!’ benétigt
werden, verfiigt man jetzt iiblicherweise im Rahmen einer der folgenden Strategien,

1. die natural spline Bedingung: festgelegte Werte (iiblicherweise = 0) fiir die zweiten
Ableitungen y; und y;,,

2. feste Werte fiir die ersten Ableitungen bei z; und z,. Die Werte fiir die zweite
Ableitung an diesen Stellen bestimmt sich dann direkt aus Gl. (7.17),

3. Randbedingungen gemischt aus 1. und 2.,

4. (mit Einschrankungen:) “periodische” Randbedingungen kénnen gefordert werden,
falls y, = yo gilt. Dann mochte man iiblicherweise auch y; = y,, und y; = vy,
erreichen.

Die ersten drei Zusatzbedingungen fiihren auf ein sogenanntes tridiagonales System von
Gleichungen, das sich durch einmaliges Vorwértseinsetzen und dann Riickwéartseinsetzen
mit geringem Aufwand 16sen 148t, siehe z.B. [7.2].
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Die letzte Bedingung fiihrt nicht auf ein solch einfaches System und ist daher mit zusatzlichem
Aufwand bei der Bestimmung der der g verbunden. Fiir Routinen zur Ausfiihrung der
Spline-Interpolation und zur Bestimmung von Zwischenwerten verweisen wir ebenfalls auf
Numerical Recipes [7.2].

7.4 Weiterfithrende Literatur

[7.1] Hans Rudolf Schwarz. Numerische Mathematik. B. G. Teubner, Stuttgart, Germany,
1986.

[7.2] William H. Press, Brian P. Flannery, Saul A. Teukolsky, and William T. Vetterling.
Numerical Recipes in C. Cambridge University Press, Cambridge, 2nd edition 1992.
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Kapitel 8

Analyse von Meflsignalen

Der Inhalt der folgenden Abschnitte iiber Integraltransformationen 148t sich in dhnlicher
oder gleicher Darstellung im Skript Elektronische MefStechnik I von H.-J. Bauer, Fassung
vom Sommersemester 1994, im Taschenbuch der Mathematik, Verfasser Bronstein und
Semendjajew, in Numerical Recipes und weiteren Werken nachlesen.

8.1 Klassifikation

In der Praxis vorkommende Signale lassen sich fiir unsere Zwecke durch einige Eigen-
schaftspaare charakterisieren:

analog — digital: der Zeitverlauf einer elektrischen Spannung oder eines Stromes in einer
elektronischen Schaltung ist im Rahmen der iiblichen Mefitechnik eine Grofle, die
fiir alle Punkte in einem bestimmten Zeitintervall definiert ist und kontinuierlich die
Werte eines bestimmten “dichten” Wertebereiches C R annimmt. Das Vorkommen
aller Werte aus diesem Bereich kennzeichnet das Signal als analog. Ein digitales Si-
gnal hingegen nimmt, bedingt durch die Reprédsentation durch Zahlen mit endlicher
Stellenzahl, nur bestimmte diskrete Werte an (hédufig sind das nur zwei verschiedene
Werte).

kontinuierlich — abgetastet: Bei kontinuierlichen Signalen ist fiir beliebige Zeitpunkte
t ein Wert gegeben, bei abgetasteten nur fiir die Abtastzeitpunkte. Digitale Signale
sind stets auch abgetastet.

deterministisch — stochastisch: Bei deterministischen Signalen ist der Signalverlauf f(t)

“genau” bekannt (d.h. in der Regel in Rahmen der Mefgenauigkeit reproduzier-
bar), wihrend bei stochastischen Signalen ein statistischer Proze mit im Spiel ist

159
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‘ reale Signale ‘ Modelle von Signalverldufen ‘
endliche Signaldauer unendlich andauernd
endliche Signalamplituden | unbegrenzte Signalamplituden (§-Impulse)
endliche Signalansstiegszeiten senkrechte Signalflanken
periodische Signale
endlicher Energieinhalt unbegrenzter Energieinhalt

Tabelle 8.1: Haufig anzutreffende Annahmen bei Signalmodellierungen gegeniibergestellt
den Eigenschaften realer Signale.

(Rauschen). Solche Signale kénnen nicht durch ihren Zeitverlauf, sondern miissen
durch allgemeinere Eigenschaften charakterisiert werden.

Fiir die theoretische Betrachtung mufl man h&ufig vereinfachende Annahmen machen,
die auf reale Signale nur in begrenzter Weise zutreffen. Die Tabelle 8.1 listet einige der
haufigsten Annahmen auf.

8.2 Kontinuierliche, periodische Signale

Eine auf ganz R definierte Funktion f(¢) mit der Eigenschaft, dal f(t+7T) = f(¢) fiir alle
t, heifit periodisch mit der Periode T'. Wir wollen in der Regel immer das kleinstmdogliche
positive T verwenden. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir dann Funktio-
nen betrachten, die im Intervall [—m, 7] definiert und 2m-periodisch sind. Jede periodische
Funktion f(t) 148t sich durch reines Skalieren ihres Argumentes auf diesen Bereich ein-

schréinken f(t') = f(Lt).

Jede periodische Funktion f(t) gegeben auf [—m, 7] kann als eine Fourierreihe dargestellt
werden:

ao o0 o0 )
f(t) = 5+;ancosnt+;bnsmnt. (8.1)

Die Variablen a,, und b,, und heilen Fourierkoeffizienten.

Die Konvergenz der Fourier-Entwicklung im quadratischen Mittel ist fiir alle Funktionen
gesichert, fiir die die bestimmenden Integrale der Fourierkoeffizienten

a, = %/f(t) cosnt dt (8.2)

by = % / £(2) sinnt dt (8.3)
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definiert sind. Dies wird in der Funktionalanalysis (siehe Quantenmechanik-Vorlesungen)
in allgemeinerem Zusammenhang gezeigt. Die genaue Aussage ist dort, daf§ die Partial-
summen fy(t),

N N
fn(t) = % + ; a, cosnt + ; b, sinnt (8.4)

im quadratischen Mittel gegen f(t) konvergieren, d.h., dafi die “Summe der Fehlerqua-
drate” (die sogenannte Ly-Norm der Differenz) fiir N — oo gegen 0 konvergiert:

™

lim |f(t) — fn(®)?dt = 0. (8.5)

N—oo iy

Ein wenig schirfer gefafit ist der Satz von Dirichlet: Sei f(t) eine Funktion solcherart, dafl
sich das Intervall [—m, 7| zerlegen 148t in endlich viele Teilintervalle, in denen f(¢) stetig
und monoton ist und existieren weiterhin an jeder Unstetigkeitsstelle oy die links- und
rechtsseitigen Grenzwerte f(t—0), f(t—0), dann konvergiert die Fourierreihe fy(t) gegen
f(t), wo f(t) stetig ist und gegen (1/2)(f(¢+ 0) + f(t — 0)) an den Unstetigkeitsstellen.
Denkt man sich f(t) auflerhalb [—m, 7| fortgesetzt, so gilt die Aussage des Dirichlet’schen
Satzes fiir alle t.

Die Fourierkoeffizienten haben anschauliche Bedeutungen. So ist z.B. a¢/2 die “Gleich-
komponente,” der zeitliche Mittelwert des Signals. Sei etwa f(t) = fo =const, dann

18t
Qg

1 ™
5:%/_ﬂdtfo=fo- (3.6)

Der Koeffizient a; beschreibt den symmetrischen/geraden Anteil der “Grundschwingung”
cost, by den ungeraden Anteil sin ¢, usw.

Die Fourierreihe (8.1) vereinfacht sich stark, wenn die zu entwickelnden Funktionen be-
stimmte Symmetriekriterien erfiillen. Ist z.B. f(¢) gerade, d.h. symmetrisch zur y-Achse,

so dafl f(t) = f(—t), dann gilt:

an = (1/7r)/_:dtf(t)cosnt

~ (1)) /_if(t)cosnt+(1/7r) /wa(t) cosnt

= W) [ f-tcos(nt) + (1/m) [ f(t)cosnt =

~ (2/n) /0 " F(t) cosnt, (8.7)
by = (1/7r)/_7r dt f(t) sinnt

= (1/m) /0" f(—t)sin(—nt) + (1/7) /0" f(t)sinnt
= 0. (8.8)
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15

0.5

0.5 |-

f

S 4/ i)*sing; fffffff
(4/pi)*(sin(x) + 1./3*sin(3*x) + 0.2*sin (5*X)) --------

Alpi)*(sin(x) + 1./3*sin(3*x) + 0.2*sin (5*x) + 1./7 * sin(7*x) + 1./9. * sin(9.*x) )

-3 -2 -1 0 1 2 3

-1.5

Abbildung 8.1: Rechteckfunktion f(¢) und Fourierreihen-Partialsummen geméaf (8.10) fiir
n =1,3,5. Man sieht ein Uberschwingen der Entwicklung an der Sprungstelle ¢ = 0 von
f(t). Gemif des Satzes von Dirichlet nimmt die Entwicklung dort den Mittelwert der
beiderseitigen Grenzwerte an, hier ist sogar fiir alle N der Wert fy(t = 0) = 0.

Mit anderen Worten verschwinden alle b,, als Koeffizienten ungerader Terme. Analog
findet man fiir ungerade f(t) = —f(—t), daB alle a, gleich 0 sind, wihrend jetzt die
b, = (2/m) [ dt f(t) sinnt nicht mehr verschwinden.

Als Beispiel soll hier die Konvergenz der Entwicklung eines ungeraden Rechteckimpulses
f(t)
-1, 7 <t<0
f(t)_{+1,0<t§7r (8.9

gezeigt werden. Dessen Fourierentwicklung beinhaltet nur die b, fiir ungerades n und
lautet

f(t) = % >y an_ -sin(2n — 1)t (8.10)

Die Funktion f(¢) und einige der ersten Partialsummen der Fourierreihe sind in Abb. 8.1
dargestellt.

Als weitere Beispiele seien die Entwicklungen fiir die ungerade fortgesetzte Dreiecksfunk-
tion f(t) =t,0<t<nw/2, f(t)=mn—t,n/2<t<m genannt (Abb. 8.2a),

4 [ . stndt  sinbt
f(t):_<81nt_7+7_.“>’ (811)

sowie fiir diejenige Funktion, die aus der ungeraden Fortsetzung des Parabelbogens (1/2)t(7m—
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Abbildung 8.2: Ungerade fortgesetzte (a) Dreiecksfunktion f(t) =¢,0 <t < w/2, f(t)=
m—t,m/2 <t <mund (b) Parabelbogen (1/2)t(w —¢),0 <t <

t),0 <t < m entsteht (Abb. 8.2b):

4 sin(2n — 1)t
— . 8.12
’/TZ 2n— 1 ( )

An diesen Entwicklungen kann man gut sehen, dafl die Fourierreihen umso besser kon-
vergieren, je “glatter” die zu entwickelnde Funktion ist und je ndher sie bereits an einer
harmonischen Funktion liegt.

8.2.1 Fourier-Approximation vs. Interpolation

Bricht man wie im Beispiel eine Fourier-Entwicklung nach einer bestimmten Anzahl von
Gliedern ab, so erhilt man eine Approximation der vorgegebenen Funktion f(t). Im Ge-
gensatz zu den Interpolationen, die im vorigen Kapitel beschrieben wurden, kann nicht
garantiert werden, dafl die Funktionswerte wirklich an einigen Stellen angenommen wer-
den. Hiufig ist jedoch gar keine exakte Reprisentation gefragt, sondern nur eine gute
Annéherung in einem bestimmten Intervall. Insbesondere ist bei Fourierentwicklungen
kein Punkt des Intervalles gegeniiber einem anderen ausgezeichnet. Dies ist ein beson-
derer Vorteil gegeniiber Taylor-Approximationen, die nur lokale Entwicklungen in einem
einzelnen Punkt sind. Weiterhin verhélt sich die Fourierreihe sehr gutmiitig in der Ge-
genwart von Unstetigkeitsstellen, was hdufig numerisch von Vorteil sein kann.

8.2.2 Komplexe Fourierreihen

Es liegt nahe, die cos und sin Terme der reellen Fourierreihen zu komplexen Exponenti-
alfunktionen zusammenzufassen. Um zu erreichen, dafl Linearkombinationen von solchen
komplexen Exponentialfunktionen reell werden, miissen wir in der Regel zulassen, dafl die
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Koeffizienten komplex sind. Weiterhin miissen wir negative Frequenzen beriicksichtigen,
denn z.B. ist

1 . .
sint = 2—2_(6” —e™) (8.13)

nur durch Kombination von Frequenz 1 und —1 zu erreichen. Wir wollen im weiteren auch
allgemein komplexe Funktionen f(¢) zulassen. Der Ansatz fiir die komplexe Fourierreihe
lautet daher

ft) = Z cne™. (8.14)

Durch Ausschreiben der Terme nach der Euler-Beziehung und Zusammenfassen der Terme
fiir n und —n findet man

f(t) =co+ Z(cn + c_p) cosnt + i(c, — c_y,) sinnt. (8.15)

n=1

Damit ergibt sich fiir die Beziehungen der Koeffizienten der Fourier-Sinus- und -Cosinus-
Reihe

ag = 260
anp = Cp+C_p
b, = i(ch—c q).

Formt man diese Beziehungen zu den komplexen Koeffizienten um, so wird

co = ap/2
(an — iby)/2
cn = (an+1by)/2.

o
3
|

Fiir reelle Funktionen sind natiirlich die a, und b, reell und man liest ab, dafl die Ko-
effizienten zu positiven und negativen Frequenzen zueinander konjugiert komplex sind:
C_p = Cn. Weiterhin sieht man, daf die ¢, aus dem Integral

1 " —in
e = %/Wf(t)e t (8.16)

bestimmt werden konnen.

Wir listen jetzt noch einige Eigenschaften der ¢, fiir spezielle Funktionsverldufe f(t) auf:

1. fir gerade Funktionen f(t) gilt ¢, = ¢ ,,. Mit Hilfe der Substitution ¢ — —t findet
man

1 T ) 1 s )
Cp = —/ dt f(t)e ™ = —/ dt f(t)e™ = c_,.
2 ) . 2 | _,
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2. fir ungerade Funktionen f(t) = —f(—t) gilt ¢, = —c_,. Der Nachweis verlduft wie
fiir gerade Funktionen.

3. Wie bereits oben erwihnt, gilt fiir reelle Funktionen f(t) = f(t) auch ¢, = ¢, wie
man auch direkt nachweisen kann,

[ —/ dt f(t)eint = — dtf( )e " = .

8.3 Fouriertransformation

8.3.1 Herleitung/Definition

Wir verallgemeinern zunéchst die komplexen Fourierreihen auf das Intervall [-7/2, T'/2]:

ft) = i cp €T (8.17)

n=-—00
1 T/2 s 270
e = = ft)e ™rtdt (8.18)
T J 12
Setzt man in diesen Beziehungen w = nAw = n2* -, mit Aw = ?, so kann man zunéchst
die Bestimmung der Koeffizienten umschreiben zu
T/2 .
w) = Cc—— e "“dt, 8.19
Iw) = = / Ny (8.19)

V2r 2 1 1

Damit erhalt man fiir die Entwicklung von f(¢)

(8.20)

= \/% Z Aw g(w) ™ (8.21)

Fiihrt man jetzt den Grenziibergang 7' — oo aus, dann verwandelt sich die Summe in ein
Integral und der Wert Aw geht {iber in ein Differential,

FaW) = ()= 7 | awea (8.22)
FHW) = o)== [ e e (8:23

Die erste dieser Beziehungen heifit Fourier-Riicktransformation, die zweite definiert die
Fouriertransformierte der Funktion f(¢).
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Damit die obigen Integrale wohldefiniert sind, fordert man in der Regel, dafi das Signal
f(t) quadratintegrabel ist, d.h. [dt|f(¢)|> < oco. Dies ist insbesondere fiir reale, zeit-
lich begrenzte Signale immer erfiillt. Fiir Modellsignale wie die im vorigen Abschnitt
besprochenen periodischen Funktionen ist das jedoch nicht gegeben. Eine Moglichkeit,
die obigen Beziehungen zu retten, besteht darin, die Signale einfach bei einem grofien 7'
abzuschneiden. Dann fiihrt man alle Rechnungen wie gewohnt durch, mit einer explizi-
ten T-Abhéngigkeit wihrend der gesamten Rechnung. Am Schluf fithrt man dann den
Ubergang T — oo durch.

Wir werden auf diesen und #hnliche Fille und geeignetere formale Mittel in spiteren
Abschnitten noch zuriickkommen.

8.3.2 Eigenschaften der Fouriertransformation

1. Linearitit (Eigenschaft der Definition iiber ein Integral)
Flarfi(t) + a2 fo(t)) = a1 F(f1) + a2 F (f2) (8.24)

2. Reziprozitat (Nachweis durch Variablensubstitution)

F(f(et)w) = (71 (2) (8.25)

Je lokalisierter also die Funktion f(¢) ist, desto breiter ist g(w), also das “Spektrum
der Frequenzen,” das man zu ihrer Darstellung braucht. In der Quantenmechanik
wird sich dies in der Unschdrferelation ausdriicken.

3. Verschiebung im Zeitbereich (Variablensubstitution)
F(f(t = to))(w) = e F(£(1))(w) (8.26)
4. Modulationssatz (Variablensubstitution)

F(e f(t)(w) = F(f(t)(w — wo) (8.27)

Niederfrequente Nutzsignale f(t) werden hiufig hochfrequenten Triigersignalen et
aufmoduliert. Das Nutzsignal wird dadurch in den hochfrequenten Bereich verscho-
ben.

5. Symmetrien

| I [ fO=f(=t) ] ()=—f(—)

f(t) komplex FHw)=F(H)(=w) | F(f)w)=-F(f)(-w)
)

)
)(w) reell, gerade | F(f)(w) imaginir, ungerade

£(t) reell F(f)w) = F(f)(=w) | F(f

6. Zeitumkehr
F(f(-1) = (Ff)(-w) (8.28)
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7. Differentiation im Zeitbereich

F(f'(#) = iw(F(f)) () (8.29)

Diese Beziehung spielt eine herausragend wichtige Rolle bei der Losung partieller
und gewohnlicher Differentialgleichungen weil die Differentiation in eine einfache
Multiplikation iibergeht. Im Frequenzraum lassen sich so Losungen sehr hiufig zu-
mindest formal finden, die dann nach Riicktransformation (falls méglich analytisch,
sonst numerisch) die Losung der Differentialgleichung bilden.

8.3.3 Kreuz- und Autokorrelationsfunktion

Bei der Analyse der Ergebnisse einer Messung tritt haufig die Frage auf, ob zwei Gréflen in
Abhéngigkeit voneinander stehen. Statistisch gesehen, méchten wir wissen, ob die Gréflen
voneinander unabhéngig sind. Ein Spielkasinobesitzer gewordener Physiker kénnte sich
beispielsweise fragen: Ist die relative Haufigkeit des Auftretens von Sechsen ng beim
Werfen eines inhomogenen Metallwiirfels korreliert mit der Stérke eines aufien anliegenden
Magnetfeldes B?

Hierzu konnte er den Mittelwert des Produktes (ngB) auswerten und mit dem Produkt
der Mittelwerte (ng)(B) vergleichen. Sind diese beiden Gréfien gleich, so nennt man hg
und B statistisch unabhingig/unkorreliert.

Fiir den Zeitverlauf zweier Gréflen f(t) und g(¢) konnen wir fragen, ob die Werte von f
zur Zeit t und g zu einem anderen, friiheren Zeitpunkt ¢ — 7 miteinander korreliert sind.
Wir ersetzen die Mittelwertbildung durch ein Integral und definieren die Kreuzkorrelati-
onsfunktion durch

o) = [ g (830
- /_oo F(t+7)g(t) dt. (8.31)

Beide Definitionen sind dquivalent. Die Kreuzkorrelationsfunktion besitzt als Argument
natiirlich die gegenseitige Verschiebung 7 der beiden Funktionen. Die Kreuzkorrelation
zweier Funktionen kann man sich anschaulich als den Uberlapp beider Funktionen vor-
stellen, wie das in der Abb. 8.3 verdeutlicht ist.
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T=-2 T=0 T=2 T=4
f(®)
g(t—r)
f(t)glt—1)
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4 4 2 O 2 4 4 2 0 2 4

C(f,9)(7)

I T [ [ | I T [ | I 1

3 2 1 0 1 2 3 4 5

Abbildung 8.3: Die Kreuzkorrelation C(f, g)(7) zweier Funktionen 148t sich durch den
Uberlapp einer der Funktionen mit einer verschobenen Version der anderen verdeutlichen.
Oben sind fiir verschiedene Werte des Parameters 7 in der ersten Zeile die Funktionen
f(t) = 6()e und in der zweiten g(t — 7), g(t) = 6(t + 1) — 6(t — 1) aufgetragen.
Die dritte Zeile enthélt das Produkt dieser beiden, dessen Integral schliefflich den Wert
der Kreuzkorrelation fiir diesen einen speziellen Wert von 7 festlegt. Der Verlauf der
Kreuzkorrelationsfunktion fiir alle 7, die sich in diesem Falle zu exp(z + 1)8(—z — 1) —
f(—z — 1) — exp(z — 1)8(—z + 1) + 0(—z + 1) bestimmt, ist als Funktionsverlauf ganz
unten angegeben.
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Die Fouriertransformierte der Korrelationsfunktion berechnen wir so:

FEla)w) = —= / dr e /wdtﬂtw)g(t)

= \/27/ dt/ dt f(t') g(t)e™ Y

G o) (o )

= V2rF(f)(w)F(g)(~w)- (8.32)

Sie ergibt sich also als das Produkt der Transformierten von f und g an den Stellen w
und —w. Fiir reelle Funktionen g¢(t) gilt F(g)(—w) = F(g)(w), so da F(C(f, 9))(w) =
V2 F(f)(w)F(9)(w).

Aufgrund der obigen Definition kann man auch eine Autokorrelationsfunktion C(f, f) einer
Funktion f(¢) mit sich selbst einfithren. Falls f(¢) reell ist, gilt aufgrund von (8.32)

F(C(f, w) = var|F(f)w)]* (8.33)
Diese Beziehung ist auch unter der Bezeichnung Wiener-Khinchin-Theorem bekannt.

Die Autokorrelationsfunktion hat folgende Eigenschaften, die aus ihrer Definition ersicht-
lich sind,

1. Symmetrie: C(f, f)(t) = C(f, f)(—7), daher werden Autokorrelationsfunktionen
nur fiir positive 7 angegeben,

2. Varianz: Der Funktionswert C(f, f)(0) = [ f?(¢)dt ist ein MaB fiir die Variabi-
litdt des Signals, in Analogie zur Varlanz (¢? — <C )2 einer Zufallsvariablen (. Da
fiir quadratintegrable Funktionen strenggenommen allerdings immer der Mittelwert
limy_,e [~ Tq/,% dt f(t) verschwindet, bleibt nur der der Mittelwert des Quadrates (¢?)

iibrig.

3. Unkorreliertheit bei langen Zeiten: Reale Signale verlieren fiir grofle Zeitzwischenré-
ume 7 ihre Kohérenz, das Signal “vergifit” sozusagen seine Vergangenheit. Aufler im
Falle von Modellsignalen wie beispielsweise f(t) = sin ¢ strebt daher lim, o, C(f, f)(7)
gegen 0.

Korrelationszeit eines Signales

Héaufig kann man eine Autokorrelationszeit 7. definieren, die die Zeitkonstante des “Gedéchtnisses”
des Signals charakterisiert. Je nach Verlauf des Signales f(t) kann sich dazu eignen
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1. der Wert von 7, zu dem C(f, f)(7) auf einen Bruchteil 1/e des Wertes C(f, f)(0)
abgefallen ist.

2. unter der Annahme, dal die Abnahme von C(f, f)(7) effektiv exponentiell erfolgt
= C(f, f)(0)e ™/ kann man das Integral [C(f, f)(7)dr einmal aus dieser einfa-
chen Beziehung zu 7.C(f, f)(0) bestimmen, andererseits aber auch (in der Regel
numerisch) aus dem wirlichen Verlauf von C(f, f)(7). Der Vergleich liefert 7.

3. Fiir Funktionen mit “Durchschwinger” kann man ein 7, manchmal schon durch
Ermitteln der ersten Nullstelle von C(f, f)(7) gewinnen.

8.3.4 Autokorrelation zur Rauschunterdriickung

Stellen wir uns ein Signal vor, das aus einem Nutzanteil s(t) und “Rauschen” n(t) zusam-
mengesetzt ist. Unabhingig von der physikalischen Ursache dieses Rauschens wollen wir
es durch seine statistischen Eigenschaften definieren.

Statistisch gesehen verschwindet die Kreuzkorrelation von Signal und Rauschen, wenn
es sich um zwei unabhéngige Prozesse handelt. Diese Aussage setzt voraus, dafl die
Beobachtungszeit und die Dauer des Nutzsignales lang genug sind. Anschaulich bend&tigt
man ein “Herausmitteln” der Rauschanteile zu verschiedenen Zeitpunkten. Das heifit,
da8 im Korrelationsintegral die Produkte s(¢)n(t — 7) wegen des stdndig wechselnden
Vorzeichens von 7(t) als stochastische Beitrige auftreten. Wenn wir uns der Einfachheit
halber das Kreuzkorrelationsintegral als Summe iiber einzelne Beitrige vorstellen, dann
kénnen wir unser Wissen aus dem Kapitel iiber stochastische Integration anwenden, dafl
ndmlich eine Summe iiber solche Beitrige wie die Quadratwurzel aus der Anzahl der
Beitrage wichst. Im Vergleich dazu wéchst das Autokorrelationsintegral des Signales
direkt proportional zur Anzahl der Beitrdge. Relativ und fiir geniigend lang andauernde
Signale gesehen, kann daher die Kreuzkorrelation C(s,n)(7) gegen die Autokorrelation
C(s, s)(r) vernachléssigt werden.

Gleichermaflen werden wir annehmen, dafl die Autokorrelation des Rauschsignals ver-
schwindet, aufler an der Stelle 7 = 0, wo ein Wert proportional zum Quadrat der Ampli-
tude des Rauschens angenommen wird. Das notige Argument ist die Unabhédngigkeit des
Rauschsignals zu zwei verschiedenen Zeitpunkten, die erlaubt, das gleiche Argument wie
im vorigen Abschnitt anzuwenden und die Autokorrelation fiir 7 > 0 gegen die bei 7 =0
zu vernachléssigen, bei der alle Beitrage das gleiche positive Vorzeichen haben.

Bilden wir jetzt die Autokorrelation des Signales, so ergibt sich (Einsetzen in die Defini-
tion, Unterdriicken des Argumentes 7)

Cls+n,s+n = C(s,8)+C(s,n)+C(n,s)+C(n,n)
= C(s,s)+C(n,n). (8.34)
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Abbildung 8.4: Links: Die ersten 100 Werte eines verrauschten Signales s(t) + n(t).
Rechts: Autokorrelationsfunktion dieses Signales iiber 10000 Abtastpunkte. Hier sind so-
wohl klare Rauschunterdriickungseffekte zu sehen als auch die vom Rauschen herriihrende
Uberhshung bei 7 = 0. Ebenso sieht man, daB das Ausgangssignal keine “langreichweitige”
Korrelation hat, sondern seinen Anfangszustand nach etwa ¢, ~ 60...80 Abstastinterval-
len vergessen hat.

Das bedeutet, dal man aufler bei 7 = 0, wo der zweite Term einen Beitrag liefert, die
Autokorrelationsfunktion des urspriinglichen, unverrauschten Signales gewinnt.

Als ein Anwendungsbeispiel fiir das oben Gesagte zeigen wir in Abb. 8.4 die ersten 100
Werte einer Zeitreihe f(t), die durch Abtasten gewonnen ist und deren Autokorrelation
fiir 7 < 100, ermittelt iiber ein Zeitfenster von 10000 Abtastungen.

8.3.5 Faltung

In sehr enger Beziehung zur Definition der Kreuzkorrelation steht die Faltung, die sich
nur im Vorzeichen des zweiten Integranden von der Korrelation unterscheidet,

FOg(r) = / it f(t)g(r—1). (8.35)

o0

Mit einer zu (8.32) exakt parallelen Begiindung 148t sich zeigen, daf8 die Fouriertransfor-
mierte des Faltungsproduktes zweier Funktionen bis auf einen konstanten Vorfaktor gleich
dem Produkt der Fouriertransformierten ist

F(f 0 9)(w) = V21 F(f)(w)F(g)(w) (8.36)

Im Gegensatz zur Beziehung fiir die Kreuzkorrelation taucht jetzt hier im Argument von
F(g) kein negatives Vorzeichen mehr auf. Die Beziehung (8.36) trigt die Bezeichnung
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Faltungssatz.

8.3.6 Faltungssatz und lineare Systemtheorie

Der Faltungsproduktes ist zentral fiir die Theorie linearer, zeitinvarianter Systeme. Diese
sind dadurch charakterisiert, daf} sie auf ein gegebenes Eingangssignal immer (Zeitinvari-
anz) mit einem bestimmten Signal am Ausgang “antworten.” Summe und Vielfache von
Eingangssignalen fiihren auf entsprechende Summen und Vielfache der Ausgangssignale
(Linearitét).

Relativ einfach zu messen ist die sogenannte Sprungantwort B(t) des Systems auf eine
6(t) Funktion am Eingang,

0, t<O0,
a(t) = { D iso (8.37)

sozusagen der “Einschaltknacks” des Systems. Um jetzt die Antwort des Systems auf
beliebige Eingangssignale f(t) zu bekommen, miissen wir f(¢) in eine Summe von 6-
Funktionen zerlegen. Wir wollen dies durch einen Grenziibergang einer abgetasteten
Version von f(t;) fir At = ¢;.; — t; — 0 erreichen. Im Zeitintervall ¢;_y < ¢t < ¢;;; etwa
ist f(t) die Summe zweier Rechteckimpulse, die wir aus #-Funktionen zusammensetzen
konnen,

f@) =0t —tia)f(tic) — O(t—t)f(tioa) (8.38)
bt — ) f(ts) — O(t — tinn) f(2:) (8.39)

Wenn wir die Terme nach den (¢ —t;) ordnen und die Summe von —oo bis oo erstrecken,
dann wird

)~ 37 6 —t:) (f(t:) = F(tia) (8.40)

Durch Einfiigen von At erhalten wir eine Summation, die fiir At — 0 in ein Integral
iibergeht,

i At6(t — ti)f(ti) — f(ti-1)

=
Q

P At
&) = /_oodt’é(t—t')%f(t'). (8.41)

Aus dieser Darstellung erhalten wir die Systemantwort F'(t) auf f(¢) als Eingangssignal,
indem wir unter Ausnutzung der Linearitit die 6(¢ — ¢') durch h(t — t') ersetzen:

F(t) = /oo dt' h(t — t’)%f(t’). (8.42)

o0
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Hier erkennt man unschwer eine Faltung wieder. Unter Ausnutzung des Faltungssatzes
und des Verhaltens der Fouriertransformierten von Ableitungen findet man

F(F)(w) = iwF(h)(w)F(f)(w). (8.43)

Noch einfacher wird diese Beziehung, wenn wir im Zeitraum die auf f(¢') wirkende Ab-
leitung in (8.41) zunidchst rein formal durch partielle Integration auf die # Funktion
tiberwilzen. Hierbei ist zu beachten, daf ¢’ mit negativem Vorzeichen in §(¢t—t') auftaucht,
also

() = /_ " —0(t—t) £, (8.44)

Diese formale Ableitung der # Funktion hat also die Eigenschaft, bei Integration gerade
den Wert des Koeffizienten an der Sprungstelle ¢’ zu liefern. Diese Eigenschaft ist charak-
teristisch fiir die Dirac - “Funktion.” Somit haben wir eine Darstellung (von vielen) der
0-Funktion gefunden,

é(t) = #'(t), also (8.45)
1) = /_ dt' F(#)o(t — 1), (8.46)

Mathematisch miissen wir implizit immer einen Riickbezug auf die Integraldarstellung
(8.41) machen, um Ausdriicke auszuwerten, die ¢ Funktionen enthalten. In vielen Féllen
reicht aber die Rechenregel (8.46) aus.

Ein System antworte auf einen ¢-Impuls mit der Impulsantwort h(t). Wegen der Zerlegung
(8.46) von f(t) gilt

F(t) = / dt' h(t — ) F(t) (8.47)
fiir die Antwort auf f(¢). Aus dem Faltungssatz folgt jetzt die zentrale Aussage, daf§ die
Fouriertransformierte der Antwort gleich dem Produkt der jeweiligen Transformierten von
Impulsantwort und Eingangsfunktion ist:

F(F)(w) = F(h)(w)F(f)(w) (8.48)

Durch einen Vergleich mit (8.43) finden wir F(h)(w) = iwF(h)(w), im Zeitraum ist daher
die Impulsantwort die Zeitableitung der Sprungantwort.

8.3.7 Fouriertransformation der j-Funktion

Die Fouriertransformierte der é6-Funktion ist wegen (8.46) gleich F(d)(w) = 1/+/27 also
gleich einer Konstanten. Aus der Riicktransformation erhalten wir eine weitere Darstel-
lung der §-Funktion,

1 [ .

dw ——t = — dw ™ (8.49)

«/%/ T om
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Multiplikation mit einer reellen Konstanten ¢, komplexe Konjugation und Umbenennung
von t in w und umgekehrt zeigt, dafl wir damit im Prinzip eine Rechenregel fiir die
Fouriertransformation einer Konstanten gefunden haben,

V2med(w \/_/ dt ce™™". (8.50)

Wie bereits frither erwdhnt, mufl solchen Ausdriicken natiirlich mathematisch immer ein
Sinn gegeben werden. Hier z.B. kann das dadurch geschehen, dafl wir den Integranden
auf das Interval [—T'/2...T/2] einschrianken, dann die Weiterrechnung ausfiihren (die ein
Integral iiber die § Darstellung beinhalten muf) und schlieBlich den Ubergang T' — oo
durchfiihren.

8.3.8 Spektrale Leistungsdichte

Héaufig ist es von Wichtigkeit zu beurteilen, wieviel “Leistung” in einem bestimmten Be-

reich des Spektrums angesiedelt ist. Denken wir uns das Signal als abgegriffene Spannung,
so ist die Leistung proportional zum Integral [ _dt|f(t)[*.

Um zu einer Aussage im Frequenzraum zu kommen, schreiben wir dieses jetzt unter
Benutzung der Fourierdarstellungen von f(¢) und f(¢) als dreifaches Integral

[aisr == [ aw—= [ [ @ F@ue 6

Unter Benutzung von F(f)(w) = F(f)(—w) machen wir im Integral iiber w die Substitu-
tion w — —w und erhalten damit

/_Zdt‘f( \/—/ d“’\/——/ dw/ dt | F(f)(w") e ) (8.52)

Die Integration iiber ¢t der komplexen Exponentialfunktion ist jetzt aber nicht anderes als
276(w — w') und damit finden wir nach Integration iiber w’ das Parsevalsche Theorem

/ Tt f()P = / " do | F (@) (8.53)

o0

Wenn wir |F(f)(w)|? als Leistungsdichte im Frequenzraum benutzen, “verlieren” wir also
keine Leistung durch die Fouriertransformation. Man betrachtet diese hiufig nur fiir
positve Frequenzen und definiert das einseitige Leistungsspektrum als

P(w) = |F(f))]” + F(F)(-w)I* (8.54)

Fiir reelle Funktionen f(t) ist |F(f)(w)|*> dariiberhinaus symmetrisch, so daf P(w) =
2 F(f)(w)? gt
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8.4 Abgetastete Signale

Von jetzt an wollen wir annehmen, dafl die betrachteten Signale nur zu diskreten Zeit-
punkten t;, 7 = 0...N — 1 vorliegen, die dquidistant mit A aufeinander folgen sollen.
Wir werden N als durch 2 teilbar voraussetzen. Der Einfachheit halber bezeichne auch
fi = f(t;) den Wert des Signales zum Abtastzeitpunkt ¢;. Die spezielle Frequenz (hier ist
wirklich Frequenz und nicht Kreisfrequenz gemeint) f. = 1/2A trigt den Namen Nyquist
Frequenz. Ihre Bedeutung wird klar, wenn man sich iiberlegt wie die f; einerseits eines
harmonischen Signales von genau f. und dem einer vielfachen Frequenz nf. aussehen.
Erhlt man beispielsweise bei der Frequenz f. Abtastungen gerade an den Nullstellen des
Signales, so ist das auch bei allen Vielfachen dieser Frequenz der Fall. Es ist also zwar
moglich, von hoherfrequenten Signalen Abtastungen zu sehen, sie lassen sich jedoch nicht
von Signalen unterscheiden, deren Frequenzen im Bereich bis zu f. liegen.

Jedoch gibt es das bemerkenswerte Abtastungstheorem: Eine kontinuierliche Funktion,
deren Frequenzspektrum auf das Intervall [— f., f.] beschrinkt ist, ist vollstindig festgelegt
durch ihre Abtastwerte f;. Eine explizite Darstellung fiir reelles f(t) ist

sinw,(t — nA)
=A n . 8.55

n;oo f 7(t — nA ( )
Dem Quotienten muf} fiir ¢ = mA und n = m mittels der d’Hopitalschen Regel als
Grenzwert ein Sinn gegeben werden.

Storend ist natiirlich, da} wir nicht vermeiden koénnen, auch Signalanteile zu erfassen,
deren Frequenz jenseits der Nyquist-Frequenz liegt, sofern sie denn im urspriinglichen
Signal vorhanden sind. Wenn dies einmal passiert ist, dann gibt es keinen Weg zuriick...
In der Praxis mufl man daher sicherstellen, dal vor dem Abtasten mit geeigneten Mitteln
die Bandbreite des Signales auf die Nyquist Frequenz beschrankt wird.

8.4.1 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Wir haben oben gesehen, dafi sich recht komplexe Rechenvorschriften im Zeitraum —
wie beispielsweise die Berechnung von Faltungs- oder Korrelationsintegralen — auf recht
einfache Vorschriften im Frequenzraum reduzieren — hier die punktweise Multiplikation
der Transformierten. Nun ist die Bestimmung der Korrelationsfunktion im Zeitraum ein
Algorithmus der Komplexitit N2, denn wir miissen fiir jedes mogliche 7 (davon gibt es
N) im wesentlichen N Zahlenpaare miteinander multiplizieren und aufsummieren. Falls
es moglich ist, die Fouriertransformation mit einem Rechenaufwand von nicht wesentlich
mehr als ~ N Operationen durchzufiihren, dann kénnen wir tatséchlich vom geringeren
Aufwand im Frequenzraum profitieren.

Wir wollen also zunichst eine diskrete Fouriertransformation einfiihren und dann deren
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Rechenaufwand abschitzen.

Wir betrachten die folgende Naherung der Fouriertransformation von f(t)

Vergr) = [ it

Q

N-1
§ :Afke zﬁknA
n=0

N-1
= A faeTiFn (8.56)
n=0

Wir bezeichnen £ g(wy) als Gy und definieren damit die Rechenvorschrift (8.57)

N—-1
;2T
=) fae TN (8.57)
n=0

als diskrete Fouriertransformation (DFT). Der die Frequenz kennzeichnende Index k lauft
von 0,...,£N/2 entsprechend den Kreisfrequenzen 0, :|:2’r i2” iz’r = iz” Dies
sind N + 1 Koeffizienten im Gegensatz zu den N Abtastwerten aber man 51eht lelcht
dafl Gnj2 = G_ny2, so dafi tatsdchlich nur N unabhéngige Zahlen resultieren.

Héaufig ist es praktisch, die Indizes auch im Frequenzraum ab 0 laufen zu lassen, dann
aber bei N — 1 aufzuhéren. Durch Einsetzen in die Definitionsgleichung kann man sich
leicht iiberzeugen, daf} fiir die negativen Frequenzen G, = Gn_j ist.

Die inverse Transformation lautet

N-1

flta) = F(n) = 3 3 Gye o (8.58)

k=0

Fiir eine mogliche Herleitung dieser Beziehung sei nur angedeutet, dal man zunéchst die

Darstellung des Kronecker-4

1N

bt = e N kn (8.59)
k=0

,_.

aus hintereinanderausgefiihrter Transformation und Riicktransformation einer Folge f, =
d,n' nachweisen kann. Damit folgt (8.58) durch Einsetzen der Gy aus (8.57) und Vertau-
schen der Summation iiber n’ und k.

Beide Tranformationsrichtungen sind jedoch in dieser Form sehr rechenintensiv, denn jeder
der N Datenpunkte erfordert N komplexe Multiplikationen und Additionen, also sind ins-
gesamt fiir die Rechnung N? Operationen nétig. Zum gleichenResultat gelangt man, durch
die Interpretation der DFT (8.57) als Matrixmultiplikation der Matrix (e”'%k”)k’nzo___]v,l
mit dem Spaltenvektor (f,).
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Im 2-dimensionalen wichst die Anzahl der Operationen wie N*, in 3D wie N®. Es ist
daher klar, dafl man ein schnelleres Verfahren braucht. Solch ein Verfahren existiert und
wurde im Laufe der Geschichte der Numerik mehrfach erfunden. Es wurde bekannt durch
die Arbeit von Coley and Tukey (IBM Yorktown Heights) um 1965, ist jedoch in einer
eleganten Version bereits durch Danielson und Lanczos 1942 beschrieben worden.

8.4.2 Schnelle Fouriertransformation (FFT)

Bei der sogenannten schnellen Fourier-Transformation (engl. Fast Fourier Transform
(FFT) geht man von der normalen DFT aus, zerlegt sie aber in eine Komponente mit
geradem Laufindex m und in eine mit ungeradem m (s. unten). Man erhélt so zwei Sum-
men, die ihrerseits wieder DFT’s eines reduzierten Problems sind. Wiederholte rekursive
Anwendung dieser Technik fiihrt auf die DFT einer einzelnen Zahl, die dann gar nicht
mehr transformiert werden musf.

Wir wollen annehmen, dafl die Anzahl N der zu transformierenden Punkte f; eine Zwei-
erpotenz ist. Dann gilt fiir alle K =0,...N —1

2

-1
Gk — fn)e—i%'nk

n

—1 N-1
_g2m _ 27
— § : fne 1Nnk+ § : fne 1y nk

Il
)

n gerade n ungerade
N/2—1 N/2—1
- 2T 1 .2
_ § : —igsnk § : —i2% (2n'+1)k
= fzn/e N/2 + f2n’—|—le N ( )
n'=0 n'=0
N/2—-1 N/2-1
s 2m ! .2k ;2 1
2T g _j2rk —inysn'k
= E : f2n’e N/z +e N E f2n’+1€ N/2
n'=0 n'=0
s 2
_ e —1<\k Yo
= G+ (e IF)GY (8.60)

Die Gf, und GY sind dabei die Transformationen der durch die geraden bzw. ungeraden
Untermengen der f; gebildeten Folgen. Zwar lduft k£ fiir die duflere Summe von 0 bis
N — 1, aber fiir die beiden kiirzeren Transformationen entsprechen die k¥ > N/2 — 1 den
kleineren k' = k — N/2.

Falls N = 2 wiren wir jetzt bereits fertig, denn die Transformation einer Folge mit nur
einem Element ist dieses Element selbst. Aus (8.60) erhalten wir dann nach Setzen von
kE=0,1

Go = f0+f1 (861)
Gi = fot (e ) fi=fo— h (8.62)
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Uber den Rechenaufwand kénnen wir jetzt folgendes sagen. Die Bestimmung der Gy
aus den G}° erfordert N Operationen (bestehend aus je einer Addition und einer Mul-
tiplikation). Die G}° sind 2 Transformationen der Linge N/2 und erfordern zu ihrer
Bestimmung daher insgesamt wiederum N Operationen auf den G *”°“*. Insgesamt ist
die Anzahl der nétigen rekursiven Anwendungen bis hinunter zur Einpunkttransforma-
tion durch den bindren Logarithmus log, N von N gegeben. Damit ben&tigt eine FFT
nur N log, N Operationen im Vergleich zu den N? Operationen der einfachen DFT. Diese
enorme Zeitersparnis macht die Methode sehr wichtig bei praktischen Berechnungen in
den unterschiedlichsten Gebieten wie z.B. in der Elektronik, Optik und in der Quanten-
mechanik.

In diesem Zusammenhang sollte auch bemerkt werden, dal die FFT in place durch-
gefiihrt werden kann, da auf jeder Ebene die Anzahl der Komponenten der verschiedenen
benétigten Transformationen gerade wieder N betragt.

Weitere Arbeit mufl bei der FFT verrichtet werden, weil die Summanden der Teilreihen bei
der sukzessiven Unterteilung in nicht trivialer Art und Weise kombiniert werden miissen.
Z.B. ergibt fiir N = 4 die direkte zweimalige Anwendung von (8.60), mit der Abkiirzung
Wxn = exp —i%”

Gy, =G, + Wsz = G¢+ Wz’“Gi" + Wf(Gz‘" + Wz’“Gz")
= f0+W2kf2+Wf(f1+W2kf3)- (8.63)

Hier kann man ablesen, dafl die eo Kombinationen sich in die Indizes von f verwandeln
lassen, indem man deren Reihenfolge umkehrt, jedes e durch eine 0 und jedes o durch
eine 1 ersetzt und dann das Ergebnis als bindre Zahl liest. In der Regel werden FFT
Algorithmen so aufgebaut, dafl die f; zundchst in eine Reihenfolge gebracht werden, die
erlaubt, die Gj und Gj;° aus benachbarten Datenfeldern zu kombinieren (Bitreversal).
Einzelheiten findet man in Numerical Recipes oder im Buch Numerische Mathematik von
Schwarz. Hier sei nur kurz ein Beispiel einer FFT von 4 Werten angegeben mit den sich
jeweils ergebenden Speicherinhalten.

| N=1 | I IN=2Wy=¢ " =—1] | N=3Ws;=e¢"?=—i]|
G5 = fo Go = fo+ fa Go=fo+ fa+ (fr + f3)
G§° = [ Gi=fo— fo G1=f0—f2—i(f1—f3)
G§ = fi Go=hH+1s Go=fo+fo—(Hi+fs)
=13 Gi=fi—fs Gs = fo— fo+i(fi — fs)

Tabelle 8.2: Beispiel einer FFT fiir 4 Werte. Durch geschicktes Sortieren der Daten vor
Beginn der eigentlichen Rechnung kann man die Kombination immer lingerer Transfor-
mationen stark vereinfachen. Auflerdem ist es moglich, die Berechnung ohne zusétzliches
Datenfeld von einer Stufe zur néchsten zu fiihren.



Kapitel 9

Optimierung

9.1 Motivation

Optimierungsprobleme treten nicht nur in der Physik an vielen Stellen auf. Die sogenannte
lineare Optimierung (Suche der optimalen Lésung eines Problems, dessen Nebenbedin-
gungen durch eine grosse Anzahl linearer Ungleichungen gegeben sind) hat lange in den
Wirtschaftswissenschaften und deren Teilgebiet Operations Research eine herausragende
Rolle gespielt. Man kann hier zeigen, dafl es ausreicht, die Ecken des durch die Neben-
bedingungen in einem hochdimensionalen Raum gebildeten erlaubten Gebietes (Simplex)
systematisch nach immer besseren Losungen abzusuchen.

Eine dhnlich grundlegende Rolle fiir nichtlineare Optimierungsprobleme spielte das trave-
ling salesman Problem, bei dem die insgesamt kiirzeste Verbindung zwischen fest vorgege-
benen Orten gesucht wird. Dieses letzte Problem ist eine “schwierige” Optimierungsauf-
gabe in dem Sinne als dafl kein Algortihmus polynomialer Ausfiihrungszeit in der Anzahl
der Stadte bekannt ist, der mit Sicherheit die optimale Losung liefert.

Wer kennt dariiberhinaus nicht die einfacheren Optimierungsfragen vom Typus Gegeben
sei die Form einer Konservendose, wie lifit sich dann bei gegebenem Inhalt die Oberfiche
minimieren?, die sich durch eine Kurvendiskussion einer Funktion einer Variablen bestim-
men lassen. Relativ wenige Variablen kennzeichen auch Ausgleichsprobleme der Form
Soilyi — flz)? = min, bei denen eine vorgegebene Datengesamtheit (z;,y;) moglichst
genau durch einen durch Fitparameter vorgegebenen, ansonsten analytischen Funktions-
verlauf f(z) wiedergegeben werden soll.

Im folgenden geben wir zur weiteren Motivation eine Auflistung der Bereiche, in denen in
der Physik weitere Optmierungsprobleme auftreten:

179
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e Suche nach dem quantenmechanischen Grundzustand (Wellenfunktion mit minima-
ler Energie) eines Systems: Variationsrechnung.

e Bestimmung der Dynamik eines Systems aus Extremalprinzipien:

— Lagrange-Funktion(al) (Klassische Mechanik),
— Fermatsches Prinzip (Strahlenoptik: Lichtlaufzeit ist extremal),

— Thermodynamische Gleichgewichtszustdnde sind durch extremale freie Ener-
gien nach Gibbs oder Helmholtz gekennzeichnet, Nichtgleichgewichtsvorgéinge
zeichnen sich héufig durch maximal Entropieproduktion aus, usw.

Die aufgelisteten Probleme unterscheiden sich im wesentlichen durch die Anzahl der auf-
tretenden Freiheitsgrade. Wéahrend das Konservendosenproblem und die Kurvenanpas-
sung nur die Betrachtung einer kleinen Anzahl von Parametern erfordern, fiir die “fertige”
Algorithmen existieren (siehe z.B. im bereits mehrfach erwidhnten Numerical Recipes),
so ist die Bestimmung eines quantenmechanischen Grundzustandes ein Problem mit vie-
len Parametern, denn die unbekannte Wellenfunktion nimmt ja prinzipiell unendlich viele
Werte (einen an jedem Raumpunkt) an. Um die Probleme zu verdeutlichen, die bei derart
hochdimensionalen Systemen eine Rolle spielen, wollen wir zunéchst ein Standardmodell
der statistischen Mechanik betrachten.

9.2 Das Ising-Modell und Verwandte

Der Versuch, das Phasenverhalten eines Systemes diskreter, klassischer, magnetischer
“Spins” zu beschreiben, wurde 1924 durch Ernst Ising (geb. 10.05.1900) in seiner Doktor-
arbeit unternommen.

Stellen wir uns magnetische Doménen in einem diinnen Materialfilm vor und nehmen wir
weiterhin an, dafl die Orientierung der Domé&nen entweder aus der Ebene heraus oder in sie
hinein gerichtet ist. Wir wollen uns diese Doménen etwa wie die zwei Spinorientierungen
eines Spin-1/2 quantenmechanischen Teilchens vorstellen. Jeder “Spin” s; soll durch einen
Gitterplatz ¢ in einem 2D Gitter und durch einen Wert von +1 oder —1 entsprechend “up”
oder “down” reprisentiert sein.

Die Energie eines solchen Systems ist durch die Einstellung der Spins festgelegt. Im klassi-
schen Fall (und ndherungsweise meist auch im quantenmechanischen) wechselwirken Spins
paarweise miteinander, zum Beispiel durch magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkungen,
die das magnetische Moment eines Spins s; an einem anderen Ort 7 als ein Feld einer
Starke J;js; zur Wirkung kommen 1&8t. Durch Ausrichten in Feldrichtung des Spins
am Ort ¢ kann die Energie des Systemes um den Wert —J;;s;s; abnehmen. Positive
Kopplungen J;j bevorzugen energetisch gleichausgerichtete Spins (ferromagnetische Ord-
nung), negative konnen dagegen eine antiferromagnetische Ordnung (abwechselnd Spin
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“up” und “down”) bewirken. In magnetischen Systemen konnen beide Fille auftreten,
da die Spins héufig durch quantenmechanische Korrelationen (Pauli-Prinzip, Austausch-
wechselwirkung) gekoppelt sind.

Wir wollen wie oben angedeutet annehmen, daf sich die Energiefunktion H{s;} des Sy-
stemes schreiben 148t als die Summe aller Paar-Spin-Energien

1
H{si} = 5 E Jijsisj, si= £l (9.1)
i#]

Je nach der Wahl der J;; resultiert ein sehr unterschiedliches Systemverhalten.

In Isings urspriinglichem Modell gilt

(9.2)

7. — 1 fiir direkte Nachbarn
Y1 0 sonst

Der Grundzustand ist der Zustand minimaler Energie H. Dieser liefert bei 7' — 0 in der
Zustandssumme Z = 3 exp(—BH{s;}) den dominanten Beitrag. Hier haben wir mit
B die inverse Temperatur § = 1/kT bezeichnet und die Summation iiber die Menge {s;}
aller méglichen 2V Spinkonfigurationen asugefiihrt, wobei N die Zahl der Gitterplitze ist.
Es gibt zwei solcher Grundzustdnde, in denen jeweils ausnahmslos alle Spins nach oben
bzw. unten zeigen.

Nebenbemerkung: In der Folgezeit zeigten Experimente, dafl die Eigenschaften seines Mo-

delles in der Nihe des Para-/Ferromagnetiiberganges in 2D geeigneter war, um Fliissigkeitsverhalten
in der Nihe eines kritischen Punktes zu beschreiben als die Magnetisierungeigenschaften

eines Magneten. Trotzdem ist dieses Modell eines der wichtigsten in der statistischen
Mechanik, weil es sich aufgrund seiner Einfachheit hdufig noch als Ausgangspunkt analy-

tischer Betrachtungen eignet. Fiir Isings urspriingliches Modell gelang es Lars Onsager,

die Zustandssumme und damit alle thermodynamischen Eigenschaften in 2D analytisch

zu bestimmen.

9.2.1 Spinglaser

Sherrington und Kirkpatrick haben Spingldser betrachtet, indem sie die Kopplung J;; als
eine Zufallszahl mit
Ji € [-1,1] Vi, j (9.3)

gewdhlt haben. Das besondere bei diesem Spinmodell ist eine mogliche Entartung des
Grundzustandes. Das heifit, dal viele (bei unendlich grofien Systemen auch unendlich
viele) sehr unterschiedliche Zustinde mit grofien Abstidnden im Konfigurationsraum aber
kleinen (bzw. gar keinen) Energieunterschieden auftreten. Ein sehr vereinfachtes Spinglas
ist in der Abbildung 9.1 gezeigt,
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Abbildung 9.1: Spingléser: links ist eine mogliche Anordnung von Kopplungsstirken
Jij gezeigt, die nur néchste Nachbarn verbindet. Rechts sind die Hélfte aller moglichen
Zusténde geringster Energie gezeichnet. Die Konstruktion geschah dadurch (oben links),
dafl in der rechten unteren Ecke mit einem up-Spin begonnen wurde und dann zunichst
entgegen dem Uhrzeigersinn soviele Bindungen wie moglich befriedigt, d.h. J;;s;5; > 0
gewihlt wurde. Dies scheitert an der unteren Kopplung, die sich nicht mehr befriedigen
1a8t. Danach wurde einfach die Lage der nicht befriedigten Bindung variiert, was zu vier
energetisch gleichwertigen Zustdnden fiihrt. Zu jeder gezeigten Konfiguration existiert
auch noch diejenige mit invertierten Spins, die die gleiche Energie aufweist. In diesem
Beispiel gibt es also bereits 8 Zustande gleicher (minimaler) Energie.

In der Hochtemperaturphase zeigen Spingldsern wie auch Ferromagnete keine spontane
Magnetisierung, d.h. keine Ausrichtung der Spins iiberwiegend in eine Richtung. Sie
weisen den iiblichen Diamagnetismus auf, ggf. {iberlagert von paramagnetischen (das
ifere Magnetfeld verstirkende) Effekten. In der Tieftemperaturphase zeigen Spingliser
im Unterschied zum einfachen Isingmodel (und zu Ferromagneten) jedoch keine spontane
Magnetisierung sondern “frieren” in einem der moglichen energetisch giinstigen Zustidnde
ein. Ein Ubergang in einen anderen, energetisch ebenso giinstigen Nebenzustand wird
hiufig durch Energiebarrieren kinetisch unterdriickt, so wie das auch in amorphen Phasen
von Mischungen von Si0y mit ionischen Beimischungen auftritt, die gemeinhin als Gldser
bezeichnet werden.

Wir haben uns hier den Ising-dhnlichen Modellen so ausfiihrlich gewidmet, weil sie in

der statischen Mechanik sehr wichtig sind und daher auch Gegenstand einer Ubung sein
werden.

9.2.2 Das Handelsreisendenproblem

Ein weiteres, vielleicht anschaulicheres Beispiel ist das sogenannte traveling salesman Pro-
blem (Handelsreisendenproblem). Die Aufgabe besteht darin, daf ein Handler auf einer
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Abbildung 9.2: Handelsreisenden-Problem: Welches ist der kiirzeste Weg einer Rundreise,
die alle gezeigten Punkte genau einmal aufsucht?

Rundreise verschiedene verstreut liegende Stddte besuchen mufl und dabei den kiirzesten
Weg finden will. Die praktische Bedeutung dieser Fragestellung fiir logistische Probleme
liegt auf der Hand. Etwas abstrakter formuliert suchen wir wie in den obigen Féllen wieder
das Minimum einer reellwertigen Funktion, die hier allerdings nicht die Energie, sondern
die Lénge einer Rundreise ist. Wie im Beipiel mit den magnetischen Spins ist der Zu-
standsraum diskret: er enthélt alle N — 1-tupel mit Permutationen der Zahlen (1,..., N),
hat also (N — 1)! Elemente. Hier zdhlen wir ab 1, weil wir 0.B.d.A. den Anfangsort der
Reise nach 0 verlegt haben.

Wir wollen die Eigenschaften zusammenfassen, die uns bei den beiden geschilderten Pro-
blemen begegnet sind und die wir bei der Ermittlung eines “energetisch giinstigsten” oder
anderweitig optimalen Zustandes beriicksichtigen miissen:

e man arbeitet in einem extrem hochdimensionalen Suchraum. Wenn wir in den obi-
gen Beispielen einfach alle Zustinde absuchten, so miifiten alle 2V Moglichkeiten fiir
Spinsysteme mit Spins von 2 Zustdnden oder (N — 1)! im Handelsreisendenproblem
beriicksichtigt werden, einen Zustandsvektor mit N Elementen (den Positionen der
Spins/Stadte) zu fiillen.

e die gesuchten Minima sind u.U. sehr zahlreich und liegen energetisch nahe bei-
sammen. Selbst wenn ein eindeutiger energetisch giinstigster Zustand existiert, so
existieren moglicherweise viele Nebenminima fast gleicher Energie, die ggfs. wichtige
physikalische Information tragen.

e die Energiefunktion ist nichtlinear. Eine quadratische Energiefunktion ist zwar im
Prinzip fiir eine Optimierung geeignet (siehe auch das Beipiel der Bestimmung der
Gewichte in mehrschichtigen Netzwerken im folgenden Kapitel) und fiihrt in der
Regel auf ein Problem aus der linearen Algebra, jedoch sind in unserem Falle zudem
noch

e die Zustinde diskret, so dafl Methoden der Differentialrechung (Gradientenabstieg)
nicht anwendbar sind.
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Die einfachste Technik zur Losung des Problems ist natiirlich das Durchprobieren al-
ler moglichen N-tupel. Allerdings wichst die Anzahl dieser N-tupel wie N! und fiihrt
daher schnell zu astronomisch hohen Rechenzeitbediirfnissen fiir eine solche Strategie.
Daher bendétigen wir einen intelligenteren Algorithmus. In Ermangelung einer allgemei-
nen Losungsvorschrift, die in kiirzerer Zeit zum Erfolg fiihrt, wéhlen wir an dieser Stelle
sogenannte heuristische Verfahren, die im wesentlichen auf ein gezieltes Raten der Losung
hinauslaufen. Um solche Algorithmen zu finden, orientiert man sich h&ufig an natiirlichen
Vorgéngen. Man findet in der Literatur u.a.

1. genetische (Evolutions-)Algorithmen
2. das simulated annealing (“Simulierte Abkiihlung”)

3. Neuronale Netze (Mustererkennung im Hopfield-Modell als Bestimmung eines der
Grundzusténde eines Spinglases)

Diese Verfahren werden nun im folgenden behandelt.

9.3 Genetische Algorithmen

Hier ist die Grundidee, die Wirkungsweise der Evolution zu kopieren. Eine Gegeniiber-
stellung von Biologie und informatischem Vorgehen kann in diesem Falle so aussehen:

Biologie Informatik

Problem der “bestméglichen” Le- | konkretes  “genetisch codiertes”
bensbewéltigung Problem

“Evolutionsziel” problemspezifische, zu optimierende

Fitness-Funktion
Individuum (Phénotyp)/Genotyp | Losungsvorschlag/dessen abstrakte

Formulierung
Population Pool von Losungsvorschldgen
Mutation, Rekombination, problemspezifische zufillige

Anderungen an Individuen, Kom-
bination des Informationsgehaltes
verschiedener Individuen

Selektion Verwerfen “schlechter” Losungsvor-
schldage

Man sollte diesen Vergleich natiirlich nicht zu weit treiben, denn es gibt kein Ziel oder
keinen Zweck der Evolution (Die Natur ist kausal, aber nicht zweckbestimmt). Was die



9.3. GENETISCHE ALGORITHMEN 185

Evolution hervorbringt, wird vielmehr durch die intrinsischen Regeln der Natur selbst
bestimmt und nicht durch eine von auflen festgelegte Giitefunktion.

Im Handelsreisendenproblem auf dem Computer wird entsprechend ein Genom als eine
der moglichen Permutationen der Indizes 1...N der anzusteuernden Punkte angesehen
(hier haben wir wieder den Ausgangsort 0 der Reise festgehalten). Die Genotypen haben
dann folgende Form (hier ein Beispiel mit N = 5):

(12534)

Die Fahrtroute (der Phénotyp), der diesem Genom entspricht, wére die Rundreise
Xg 7 X1 =7 X9 — X5 — X3 — X4 — Xp.

Die Fitness-Funktion eines Phénotyps ist die Lange der Fahrtstrecke,

N-1
D lIxisn = xil]. (9.4)
i=1

Mutationen bestehen in einer punktuellen, lokalisierten Anderung des Genoms, in unserem
Falle etwa dem zufélligen Vertauschen zweier Positionen im N-Tupel. Dabei kann es
allein schon durch durch diese Vertauschung zu einer Verbesserung des Losungsvorschlages
kommen (s. Abb. 9.3), aber die eigentliche Bedeutung der Mutation zeigt sich erst in

<~

Abbildung 9.3: Durch Vertauschen (Mutation) erhilt man eine bessere Losung

Kombination mit einen Selektionsvorgang.

Eine Population bestehe etwa aus M Individuen. Selektion kann dann dadurch implemen-
tiert werden, dafl zwei zufillige Genotypen ausgewéhlt werden, deren Fitness-Funktion
berechnet wird, worauf dann (i) das schlechtere Genom verworfen, das bessere jedoch in
der Population verdoppelt wird. Damit werden die schlechten Lésungsvorschldge aussor-
tiert und die guten entsprechend vermehrt. So verbessert sich die Qualitét der Losungs-
vorschlége langsam.

Eine grofle Beschleunigung des Optimierungsprozesses kann man erreichen, wenn man
das Genom zweier Individuen miteinander kombiniert (crossover, Rekombination, sexuelle
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Fortpflanzung). Dabei sollen ganze Gensequenzen aus einem Individuum entnommen und
unter Beibehaltung mdéglichst vieler Information mit dem Genom des anderen Individuums
verschmolzen werden. In unserem Falle sei etwa das Elternpaar

B o
TN
o w
ot N

gegeben, in dem wir bereits durch senkrechte Striche zuféllig bestimmte Schnittstellen
gekennzeichnet haben.

Wir mochten hieraus zwei Nachfahren mit ausgetauschten Genen erhalten, etwa

1. Nachfahr: (. .
2. Nachfahr: (. .

INGEN
w o

Die urspriingliche Sequenz wird am besten erhalten, wenn man die Leerstellen sukzessive
mit urspriinglichem Genom auffiillt, wobei die bereits festliegende, iibernommene Sequenz
nicht erneut beriicksichtigt wird (eingeklammerte Zahlen) und die anderen “Gene” der
Reihe nach eingesetzt werden:

e 1. Nachfahr:

1. Elternteil: ( 1 (5) |
= Kind: (1

e 2. Nachfahr:

2. Elternteil: ( (3) (4) | 7 6 5 |
= Kind: ( 4 3 2

Die hinter diesem Verfahren steckende Idee ist, dafl durch diese Rekombination giinstige
globale Konstellationen zwischen 2 Individuen ausgetauscht werden konnen und nicht nur
lokale Anderungen wie bei Mutationen vorgenommen werden. Zusammenfassend 18t sich
sagen, dal Evolutionsalgorithmen Beispiele sind fiir mehrskalige Verfahren, die Manipula-
tionen auf lokalem Niveau wie die Mutation, die nur die Reihenfolge zweier anzufahrender
Stadte dndert, mit grobskaligen Manipulationen wie dem betrachteten crossover Mecha-
nismus kombiniert. Eine solche Mehrskaligkeit oder auch ein hierarchischer Aufbau ist
Kennzeichen vieler guter Algorithmen. Ein aktuelles Beispiel sind Mehrgitterverfahren
zur Losung grofler linearer Gleichungssysteme oder auch der quicksort Sortieralgorith-
mus (vgl. Ubungen in der ersten Kurshélfte).

Im Bild 9.3 zeigen wir noch als Beispiel einen Programmlauf eines genetischen Algorith-
mus fiir das Handelsreisendenproblem. Es fillt auf, daf§ auch der letzte Losungsvorschlag



9.3. GENETISCHE ALGORITHMEN 187

Abbildung 9.4: Durch Rekombination von (Teil-) Losungsvorschlagen kann man zu giinsti-
geren Losungen gelangen. Diese Darstellung ist nur schematisch, die Ziffern beziehen sich
nicht auf das Beispiel im Text

noch suboptimal ist, denn man erkennt durch niheres Betrachten leicht, dafi sich der
Losungsvorschlag mehrfach um das Bildzentrum herumwindet. Die verwendete Imple-
metierung des genetischen Algorithmus ist nicht (oder nur nach sehr langer Zeit) in der
Lage, aus diesem “Nebenminimum” zu entweichen. Aus der Entwicklung der Fitness-
Funktion mit der Zeit sieht man, wie das “beste Individuum” immer wieder Mutationen
oder crossover-Vorgiangen zum Opfer fillt, der Vorrat an guten Genen in der Population
jedoch schnell wieder das alte Niveau der Fitness Funktion erreicht.
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Abbildung 9.5: Entwicklung des “besten Individuums” einer Population von 50 und sei-
ner Fitness als Funktion der Zeit. Ein Zeitschritt wurde mit der Sequenz MCSMCSMCSSS
durchgefiihrt, wobei M fiir eine Mutation, C fiir eine Rekombination (crossover) und S fiir
ein Selektionsereignis steht. Da die Fitness mazimiert wird, wurde die negativen Lénge
der Rundreise als Zielgrofle gewéhlt.
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9.4 Simulated Annealing

Der englische Begriff annealing bedeutet aushirten, wie es etwa ein Schmied mit ei-
nem glithenden Stiick Metall durch plotzliches Abkiihlen am Ende eines Arbeitsganges
durchfiihrt.

Wie bereits oben angedeutet wurde, werden bei sinkender Temperatur die statistischen
Gewichte der in der Zustandssumme des Systems auftauchenden Grundzustéinde immer
bedeutender. Das System geht bei Abkiihlung auf 7" = 0 schliefflich in einen der Grund-
zustdnde tiber. Anschaulich statten wir dazu ein “Teilchen,” das den Systemzustand (Zu-
standsvektor) représentieren soll, mit einer bestimmten kinetischen Wirmeenergie (cha-
rakterisiert durch die Temperatur T') aus. Das Teilchen/System ist in der Lage, je nach
der Grofle von T in Nachbarzusténde zu wechseln, die energetisch nicht zu weit entfernt
liegen. Nachbarzustdnde sind dabei solche, die wir durch geeignete Variationen aus dem
Ausgangzustandsvektor erzeugen kénnen.

Abbildung 9.6: Energielandschaft: wie kann man das globale Minimum finden?

Durch Senken der Temperatur verliert das Teilchen Bewegungsenergie und gelangt tiefer
und tiefer in die vorhandenen Potentialmulden. Es hat jedoch immer eine kleine Wahr-
scheinlichkeit, aus einer solchen Mulde wieder zu entweichen. So ist es mdglich, die Mi-
nima der Energielandschaft abzusuchen und im tiefsten zu verbleiben. Wir wollen auch
diesen Vorgang genauer verstehen und beginnen bei einer stark vereinfachten Vorversion
des Simulated Annealing.

9.4.1 Hill Climbing

Diese Vorstufe ist das sogenannte hiull climbing. Dazu

e nehme man einen Ausgangszustand s aus der Gesamtheit Z(s) von Zustandsvekto-
ren, etwa ein N-tupel des Handlungsreisendenproblems oder einen beliebigen Spin-
zustand des Isingmodelles.
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e dann versuche man durch Anwendungen eines Satzes von Manipulationsvorschriften
(etwa Vertauschen zweier Positionen bzw. Umklappen eines Spins) einen neuen
Zustand s’ € G(s) mit energetisch giinstigerer Konfiguration zu erreichen. Dabei
ist G(s) die durch diese Manipulationsvorschrift definierte Nachbarschaft von s.

e Der Algorithmus endet, wenn keine giinstigere Permutation gefunden werden kann
(d.h. wenn E(s") > E(s), Vs' € G(s)).

Der Name hill climbing kommt daher, dafl sich der Zustand bei diesem Verfahren immer
zu niedrigeren Energien hin bewegt (also immer den “Hiigel hinabsteigt”). Das Problem
dieses Verfahrens sind allerdings die lokalen Minima, da es einmal in einem solchen ge-
fangen, nicht mehr “herausklettern” kann. Somit ist also nicht gewé&hrleistet, dafi die
bestmogliche Konstellation gefunden wird.

9.4.2 Stochastic Hill Climbing

Um auch globale Minima aufzufinden, miissen auch scheinbar schlechte Schritte gegen
die Abstiegsrichtung mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit zugelassen werden. Dies
geschieht im Probabilistic Hill Climbing. Dabei soll die Wahrscheinlichkeit p fiir einen
solchen Schritt abnehmen, je grofler die Verschlechterung ist. Ein Beispiel dafiir ist:

—BE()-E())  falls E(s') > E(s),
p:{ e (s") > E(s) (9.5)

1 falls E(s') < E(s).

Allerdings treten auch hier Probleme auf, denn

e ein einmal erreichtes Minimum wird auch wieder verlassen, und

e die Umgebungen G(s) miissen hinreichend grofl gewdhlt werden, um ein “Stecken-
bleiben” zu verhindern.

Beim Simulated Annealing verfolgt man daher die Strategie, langsam vom Probabilistic
Hill Climbing zum normalen Hill Climbing iberzugehen.

9.4.3 Metropolis Monte Carlo und Simulated Annealing

Es 148t sich zeigen (Metropolis, hier ohne Beweis), dafi die oben fiir das Stochastic Hill
Climbing eingefiihrten Zugregeln (9.5) im Grenzwert langer Simulationszeiten zu einer
Besuchswahrscheinlichkeit der einzelnen Zustdnde s fiihren, die der Boltzmannstatistik
in der Thermodynamik und Statistischen Physik entspricht. Der Beweis bendétigt als
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Voraussetzung, dafl unsere Manipulationsvorschrift s — s’ es erlaubt, alle Systemzustinde
zu erreichen und dafl der Zugvorschlag von s nach s’ mit gleicher Wahrscheinlichkeit wie
der Vorschlag s’ nach s gemacht wird.
p(S) — le_BE(si) (96)
‘ Z
wobei 8 = kLT die inverse Temperatur und Z der Normierungsfaktor Z = Ze*ﬁE(”) ist,
der die Summe der Besuchswahrscheinlichkeiten aller Zustinde zu 1 ergibt.

Was passiert hier fiir absinkende Temperaturen 7" — 0?7 Fiir die Besuchswahrscheinlich-
keit eines beliebigen Zustandes s; gilt

efﬁE(si)
p(si) = W (9.7)
e B_BE(si)+Zi¢j e*ﬂE(s]‘) ( . )
1
= (9.9)

1+ Z#j e B(E(s;)—E(si)) "

Falls also nur ein einziges globales Minimum s, existiert mit Ey < E; Vj # 0, dann finden

WIr 1
jim ploo) =735 = L 10
(T—0)

d.h., der Zustand sy wird mit Wahrscheinlichkeit 1 angenommen. Bei Entartung gilt in
analoger Weise fiir die energetisch gleichliegenden Zusténde s;,

(5) = — . (9.11)
S:;) = fr .
Pisi 1+ Z 1 Anzahl der Zustinde’

i#£]

also Gleichverteilung tiber die entarteten Grundzustinde.

Wir sehen daher, daf§ wir mit einer geeigneten Abkiihlstrategie auf 7' = 0, bzw. 8 — oo
die Minima finden kénnen. Leider ist nicht nur der Grenziibergang 7" — 0 zu machen,
sondern in den obigen Gleichungen ist noch der Grenziibergang versteckt, der uns iiber-
haupt die Definition der Wahrscheinlichkeit als die relative Haufigkeit des Besuchs von
s; erlaubt. Die obigen Argumentation bedingt also, dafl dem System bei jeder Tem-
peratur ausreichend Zeit zur Verfiigung steht, verschiedene Zustédnde zu besuchen. Die
Abkiihlstrategie spielt also eine wesentliche Rolle, und sie bestimmt wie gut das System
es vermeiden kann, in Nebenminima steckenzubleiben.

Wie sieht der zugehorige Algorithmus aus?

1. Wahle einen beliebigen Ausgangszustand: s < s;, und 7" > 0
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2. Suche ein s’ € G(s), so daf alle s; prinzipiell nach endlicher Zugzahl zugénglich sind

3. Setze p = e AEE)-EE) Fallsp > 1 (E(s') < E(s)) s+ s
Falls p < 1 wihle E(s’) mit Wahrscheinlichkeit p.

4. Wibhle eine neue (geringfiigig kleinere) Temperatur 7" < T oder verbleibe fiir eine
gewisse Zeit bei der alten.

Als Abkiihlungsstrategien kann man z.B. die folgenden benutzen:

1. exponentielles Abkiihlen 7" = (1 — €)T. Hier bietet sich das Abbrechen des Algo-
rithmus nach Erreichen einer minimalen Temperatur an.

2. lineares Abkiihlen 7" = (1 —en)T, wobei n die Anzahl der bisherigen Durchldufe des
Algorithmus ist. Beim linearen Abkiihlen terminiert der Algorithmus nach n = %

Versuchen.

Zum Abschlufl zeigen wir auch fiir diesen Fall die Zeitentwicklung der Weglinge des
Handelsreisendenproblems mit den gleichen Stddten wie im Abschnitt iiber genetische
Programmierung. Auch hier sieht man noch, wie der Algorithmus in einem Nebenmini-
mum gefangen bleibt und die Giite der Lésung etwa vergleichbar mit der des genetischen
Algorithmus ist.
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Abbildung 9.7: Entwicklung der Reiseldnge bei Simulated Annealing. Ein Zeitschritt ent-
spricht einem Monte-Carlo Schritt, ist also deutlich weniger aufwendig als ein Zeitschritt
in der Vergleichssimulation fiir den genetischen Algorithmus. Dies erkliart die grofleren
Zahlen an der Zeitachse der Darstellung der Lange der Route gegen die Zeit (rechts unten).
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Kapitel 10

Neuronale Netze

10.1 Einfiihrung

Neuronale Netze sind der Versuch, ein System mit einer Funktionsweise aufzubauen, die
in Teilaspekten der des menschlichen Gehirns dhnelt und auch fiir dhnliche Aufgaben
geeignet ist. Ganz allgemein gesprochen sind sie Systeme aus miteinander verbundenen,
zur Informationsverarbeitung fahigen Elementen, die Neuronen genannt werden. Diese
Bezeichnung ist der Biologie entliehen, da im Gehirn die Neuronen (Nervenzellen) die
informationsverarbeitenden Elemente sind. In einem kiinstlichen neuronalen Netz sind
diese Neuronen als physikalische oder mathematische Modelle mit mehreren Ein- und
Ausgingen realisiert, deren mathematisches Verhalten im Prinzip den biologischen Neu-
ronen entspricht. Die wichtigsten Unterschiede zu den “normalen” Computern erkennt
man, wenn man einen Vergleich zwischen den typischen Funktionsweisen von Computern
und Gehirn zieht:

| Computer | Gehirn

Arbeitsprinzip sequentiell parallel
Berechnungen digital /exakt | mit Fehlertoleranz/n&herungsweise
Datenspeicherung | lokal iiber das Netzwerk verteilt

Besonders interessant dabei ist die Moglichkeit, vom Prinzip her parallele Rechner mit
hoher Rechenleistung bauen zu kénnen.

Wir zeigen in Abb. 10.1 den Aufbau einer sogenannten Pyramidenzelle, deren Funktionsweise
fiir Neuronen typisch ist, die aber nur einen von vielen Zelltypen im Gehirn darstellt. Die
reizempfindlichen Bestandteile der Zelle sind der Zellkérper oder Soma und die Dendriten,
lange, verzweigte Fortsitze des Zellkorpers. Diese stellen sozusagen die Eingangsleitun-
gen des Neurons dar. Ein Ausgangssignal leitet die Zelle durch das Axzon ab, welches

195
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Abbildung 10.1: Struktur einer Pyramidenzelle. Dem Zellkorper (Soma) leiten Dendriten
(gestrichelt) Reize zu, wihrend Axonen (durchgezogen) den Erregungszustand vom Soma
weg an andere Nerven weiterleiten. Der Kontakt zu anderen Nerven geschieht {iber Syn-
apsen, in denen Erregungspotentiale die Auschiittung chemischer Botenstoffe bewirken.
Diese 16sen ihrerseits auf der dendritischen Seite elektrochemische Vorgidnge aus, die das
elektrochemische Potential lokal d&ndern. Diese lokale Stérung wandert im Dendriten zum
Soma, auf dem ebenfalls direkt Synapsen enden kénnen. Die Nervenzelle feuert, wenn die
“Summe” der einlaufenden Signale einen bestimmten Schwellwert tiberschreitet.

sich ebenfalls verzeigen kann und Verbindungen zu bis etwa 1000 anderen Nervenzellen
herstellt.

Die Verbindung zwischen Axon einer Zelle und Dendrit oder Soma einer anderen Zelle
wird durch Synapsen hergestellt. Je nach Typ der Synapse und Erregungszustand des
Axons werden chemische Botenstoffe ausgeschiittet, die exzitatorische oder inhibitorische
Wirkung auf die Zelle ausiiben kénnen. Diese duBert sich in einer lokalen Anderung
der elektrochemischen Eigenschaften der Zellwand, die letztlich in einer lokalen Span-
nungsidnderung resultiert, die im Dendriten propagieren kann. Bei mehreren aktiven
Synapsen addiert (exhibitorische Synapse) oder subrahiert (inhibitorische Synapse) der
Dendrit im wesentlichen die hereinkommenden Signale und leitet diese Information an
das Soma weiter. Uberschreitet dann das dortige Signal einen gewissen Schwellwert, so
feuert das Neuron und gibt iiber das Axon ein Signal aus.

Die chemischen Eigenschaften der Synapsen koénnen sich mit der Zeit abhéngig von den
Zusténden von Dendrit und Axon auf mehreren Zeitskalen &ndern (short term/long term
potentiation). Vereinfacht gesprochen, kénnen Synapsen die einlaufenden Signale gewich-
tet an den Dendriten weitergeben. Dies ermdglicht die Speicherung von Informationen im
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Netz durch die Eigenschaften der synaptischen Kontakte.

Ein solcher Lernmechanismus, dessen experimentelle Details allerdings weiterhin umstrit-
ten sind, wurde bereits 1949 durch den Psychologen Hebb in seinem Werk Organization
of Behaviour als Hypothese verwendet. Diese Hebbsche Hypothese besagt, dafl sich das
synaptische Gewicht proportional zur korrelierten Aktivitdt vor und hinter der Synapse
dndert. Das bedeutet, dafl Synpasen, die aktiv waren und damit ein Feuern des Neurons
bewirkt haben, ihre synaptischen Gewichte verstirken/erhShen.

10.2 Modellneuronen

Wihrend fiir die detaillierte Untersuchung von Einzelneuronen ein genaues Modell der
Reizleitung und des Zeitverhaltens der Neuronen nétig ist, reichen fiir den Aufbau von
Modellnetzen und der Untersuchung ihrer prinzipiellen Eigenschaften vereinfachte Neuro-
nenmodelle aus. Eine Moglichkeit ist in Abb. 10.2 gezeigt: Uber die Einginge 1, ..., &y,

Abbildung 10.2: Ein Modellneuron mit Eingéngen x;, Gewichten w; und einem Ausgang
y. Das Ausgangssignal ergibt sich nach Gewichtung der Einginge und Subtraktion eines
Schwellwertes s durch Anwendung einer nichtlinearen Aktivierungsfunktion, hier der 6
Funktion.

empfingt das Modellneuron Signale von auflen. Diese werden an das Soma weitergeleitet
und dabei mit einem Gewichtsfaktor wy, ..., wr versehen. Im Soma wird nun die Summe
iiber die Eingangssignale ¢ = Zle w;x; gebildet. Das Ausgangssignal y der Zelle wird
iiber eine nichtlineare Aktivierungsfunktion ermittelt, die z.B. die Form einer Sprungfunk-
tion y = #(o — s) haben kann. Das resultierende Signal ist dann entweder “1” (Neuron
feuert), wenn o einen bestimmten Grenzwert s iiberschritten hat, oder “0” (Neuron feu-
ert nicht), falls s nicht erreicht worden ist. Im Falle, da§ kontinuierliche Ausgangssignale
erwiinscht sind, ersetzt man die Sprungfunktion durch eine stetig verlaufende Funktion,
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wie z.B.
1

Beide Aktivierungsfunktionen sind in Abb. 10.3 gegeniibergestellt.

(10.1)

15 15
" 0(z—05)— 1/(L+exp(-(x-0.5))) ——
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Abbildung 10.3: Mégliche Aktivierungsfunktionen sind die Heaviside-Funktion (links) und
die Fermi-Funktion (rechts), hier dargestellt fiir Argumente mit einem positiven Schwel-
lenwert von 1/2.

Mit Hilfe eines einzelnen Modellneurons lassen sich logische Grundoperationen wie die
OR-Funktion oder die AND-Funktion realisieren. Thre Wahrheitstabellen sind

O
=
= O
- OO
— |
>
Z
)
)
O OO
=] =

Wir nehmen jetzt zwei Eingdnge an und wihlen als Aktivierungsfunktion die Sprung-
funktion mit Schwellwert. Dann kann die OR-Funktion durch Wahl der Gewichtsfaktoren
mit w;2 = 1 und Schwellwert s = 0.25 dargestellt werden, fiir die AND-Funktion ist
wy,2 = 0.5 und s = 0.75 eine geeignete Kombination.

Diese Neuronen, wie wir sie im folgenden weiterhin nennen werden, kénnen auf verschie-
dene Weise miteinander verschaltet werden und ergeben dann Neuronale Netzwerke mit
breit gestreuten, verschiedenen Eigenschaften und Anwendungen.

10.3 Das Perzeptron

Die einfachste Moglichkeit, ein solches Netz aufzubauen, ist das sogenannte Perzeptron,
das eigentlich nur aus /N unabhéngigen Neuronen besteht, die jeweils die gleichen L Ein-
gangssignale empfangen.
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Diese N Eingangssignale konnen z.B. die Graustufen eines digitalisierten Bildes oder
auch z.B. die Werte 0 oder 1 eines logischen Schaltkreises sein. Als Aufgabe stellen
wir dem Perzeptron, fiir eine Menge von moglichen Eingangsmustern eine Zuordnung
in Aquivalenzklassen vorzunehmen. Seien etwa die z),v = 1...p die méglichen Ein-
gangsmuster (etwa verschiedene Fotografien von verschiedenen Studenten in einem mit
N Personen besetzten Horsaal, jedes gerastert mit einer Auflésung von L Pixel) und sei
fiir jedes v bekannt, in welche von N Aquivalenzklassen (reprisentiert durch die eindeu-
tige Identitdt des dargestellten Studenten) das Muster fillt, dann soll bei Prisentation
eines Musters z(*) aus einer bestimmten Aquivalenzklasse ein bestimmtes der N Neuronen
feuern und damit die Aquivalenzklasse identifizieren.

Das Neuron 7 soll feuern, wenn
L
o= wz” >0 (10.2)

ist. Hier haben wir angenommen, dafl ein moglicher Schwellwert s der Aktivierungsfunk-
tion verschwindet. Diesen konnen wir ohne Probleme in das obige Modell einbauen, wenn
wir jedem Muster ein weiteres Signal :1:(()") = 1 zuordnen, das mit jedem der N Neuronen
iiber das Gewicht w,; = —s verbunden ist.

Es stellen sich nun zwei grundsitzliche Fragen: (i) Kann ein so spezifiziertes System

iiberhaupt die Klassifizierungsaufgabe 16sen, und (ii) falls ja, wie kann man die Gewichte
w,; ermitteln?

Die Antwort auf die erste Frage ist “manchmal.” Um das einzusehen, nehmen wir an,
dal wir Gewichte w,; auf irgeneine Weise ermittelt hdtten. Dann wird durch die Be-
ziehung Zf wy;x; = 0 eine Hyperebene in dem L-dimensionalen Raum gegeben, der die
Mustervektoren beherbergt. Damit jetzt das Neuron r alle Muster der Aquivalenzklasse
A(r) korrekt klassifiziert, mufl diese Hyperebene so liegen, daff ausschlieflich Muster aus
A(r) “oberhalb” liegen. In Abb. 10.4(a) wird diese Situation in L = 2 Dimensionen fiir
2 Aquivalenzklassen gezeigt. Der Teil (b) der Abbildung zeigt ein Beispiel, in dem keine
lineare Separierbarkeit erreicht werden kann.

Im Falle, daf} eine Klassifikation md&glich ist, kann man ein Perzeptron mit der folgenden
Lernregel dazu bringen, die Gewichtsfunktionen w; korrekt zu erlernen. Falls eine Klassi-
fizierung korrekt war, bleiben die Gewichte unveréndert, sollte sie inkorrekt gewesen sein,
so dndert man die Gewichte gemafl der sogenannten Delta-Regel an jedem Neuron r, das
eine falsche Antwort gegeben hat,

Aw,; = e(ys" — ¢, (10.3)

Die positive Zahl €, die iiblicherweise < 1 gewéhlt wird, damit bereits gelernte Gewichte
nicht zu sehr verdndert werden, heifit Lernrate. Mit dieser Regel werden die Gewichte
erhoht /erniedrigt, die aktive Eingénge mit falsch berechneten Ausgéngen verbinden. War
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(a) (b)

Abbildung 10.4: Muster in Aquivalenzklassen, die (a) linear separierbar und (b) nicht
linear speparierbar sind.

das Ist-Ausgangssignal filschlich 0, so wird das Gewicht erhoht, sonst erniedrigt. Die
obige Regel 148t sich auch vektoriell schreiben,

AW = ¢(y*! — yis)xT| (10.4)

wobei hier die Gewichte die Elemente einer Matrix geworden sind, und auf der rechten Sei-
te der Spaltenvektor mit den Differenzen von Soll- und Ist-Ausgang mit dem Zeilenvektor
bestehend aus den Eingangssignalen des prisentierten Musters multipliziert wird. Man
macht sich durch kurzes Nachdenken klar, daf} dies tatsidchlich nur eine andere Schrieb-
weise fiir die in einem Matrixschema angeordneten Gleichungen 10.3 ist.

Den Ablauf dieses Lernprozesses kann man an folgendem einfachen Beispiel erkennen, in
dem ein einzelnes Neuron die Gewichte zur Realisierung der AND-Funktion lernt. Wir
verwenden einen Schwellwert s = 0.75 und beginnen mit den falschen Gewichten w; = 1.
Einsetzen der verschiedenen Kombinationsmoglichkeiten in die Delta-Regel ergibt mit
e=0.5):

firzy =0,2o =0 — y=0= richtig
firey =1,2o=0 — y=1= falsch!

Daher wenden wir die Delta-Regel an:

w, = 1+4050—1)-0=05
wh = 14050—1)-0=1.

Mit diesen neuen w; préisentieren ein neues Eingangssignal

21 =0, 29 =1 — y =1 = falsch!
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Abbildung 10.5: Realisierung der XOR-Funktion mit Hilfe eines mehrschichtigen Net-
zes. Angedeutet sind die Gewichte, alle Schwellwerte betragen 1. Die Tabelle listet
die Zustdnde der Zwischenschicht und den Ausgangszustand fiir die 4 moglichen Aus-
gangszustiande auf. Die ersten zwei und die letzte Spalte geben die korrekten Werte der

XOR-Funktion.

und wenden wieder die Delta-Regel an,

w! = 05+05-(0—1)-0=05
w! = 1+405-(0—1)-1=0.5

Mit diesen Gewichten haben wir bereits oben gesehen, daf} sich die richtigen Ausgangssi-
gnale ergeben.

Minsky und Papert haben 1969 gezeigt, dafl dieser Lernprozefl immer konvergiert, wenn
die Eingangsvektoren linear separierbar sind und als € = 1/||x|| die inverse Norm des
prisentierten Eingangsvektors gewidhlt wird. Der Beweis findet sich in [1].

10.4 Mehrschichtige Netze

Leider ist bereits die logische XOR-Funktion (wahr genau dann, wenn beide Eingangs-
zustdnde verschieden sind) nicht linear separierbar. In solchen Fillen kénnen mehrschich-
tige Netzwerke weiterhelfen.

Auch fiir mehrschichtige Netze 148t sich eine Lernregel angeben. Das Analog zur Delta-
Regel bei den Perzeptron-Netzen ist hier die sogenannte Backpropagation-Methode. Man
nutzt hier als Aktivierungsfunktion f() eine stetig differenzierbare Funktion wie die sig-
moide Fermi-Funktion aus dem Abschnitt 10.2.

Wir ordnen der Zwischenschicht die Aktivitdten n; = f(D_, wjrzx) zu. Analog gelte
als Aktivitdt der Ausgabeschicht y; = f(3_; wijn;). Die Gewichte der beiden Schichten
wollen wir nur durch die Wahl der Indizes unterscheiden. Wir prisentieren dem Sytem
jetzt Eingabemuster x*) und erwarten die zugehérigen Antworten y®) fiir v = 1,...,p.
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Ein Ma$ fiir den dabei auftretenden Fehler ist die Summe der Fehlerquadrate

ZZ( e ))2. (10.5)

Dieser Ausdruck, der von den Gewichten der Zwischen- und Ausgabeschicht abhingt,
soll jetzt durch ein Gradientenabstiegsverfahren (Hill Climbing) minimiert werden. Dazu
dndert man alle Gewichte wj; und w;; wiederholt um

ok
8wab

Awgy = —€ (10.6)

ab. Fiir hinreichend kleine ¢ bewegt man sich dadurch entlang der steilsten Abstiegsrich-
tung von E. Die Anderung von E bei Anderung aller Gewichte geméafl dieser Regel ist

tatsdchlich negativ,
AE =—¢€) OB \’ <0 (10.7)
- ab awab T ‘

Die in (10.6) benétigten Ableitungen erhilt man durch die Anwendung der Kettenregel,
zunédchst fiir die Verbindungen von der Zwischen- zur Ausgabeschicht

!
6w = Z yi(x("))f’(z Wi )N (10.8)
i i
und in dhnlicher Weise fiir diejenigen von der Eingabe- zur Zwischenschicht,
oF  _ (v) (V) ¢ On;
= Y Y0 - u&x) O iy wy
v % 7'

Xfl(z wjk:mk:)a:k. (109)
kl

Diese Ausdriicke lassen sich vereinfachen, wenn man fiir jeden Schritt nur nur ein einziges

Muster und nicht die Summe in (10.8,10.9) verwendet. Das ist erlaubt, wenn wir sicher-

stellen, dafl alle Muster gleich hiufig présentiert werden und wenn € nicht zu grofl ist.

Verwenden wir aulerdem noch fiir die Ableitungen der Fermi-Funktion f() die Beziehung

f'0 = fO( = £()), und bezeichnen die Soll-Ist-Differenz bei Prisentation von x®) als
v), dann finden wir

Awy; = eenjyi(1 - ), (10.10)

Awjp, = (Ze ) zryi(1 — yi)wiing (1 — ny). (10.11)
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Man beachte die Ahnlichkeit der Regel (10.10) mit der Perzeptron-Delta-Regel, wenn man
die Ableitung der Aktivitdtsfunktion fiir einen Moment in € absorbiert. Wir konnen daher
auch jene Regel als Gradientenabstieg interpretieren.

Diese Lernregel ist zwar sehr allgemein, hat aber den gleichen Schonheitsfehler wie das
Hill Climbing, daf§ wir im letzten Kapitel iiber Optimierungstechniken besprochen ha-
ben. Der Erfolg héngt davon ab, bei welchen Werten der Gewichte wir starten und ob
wir ggfs. in einem lokalen Minimum steckenbleiben. Im Prinzip kénnen wir hier das
Wissen iiber Simulated Annealing anwenden, das wir uns dort erworben haben und den
Lernalgorithmus entsprechend verbessern.

10.5 Riickgekoppelte Netze

Eine besonders wichtige Rolle fiir die Mustererkennung spielen Netzwerke, deren Ausga-
bemuster auf den Eingang zuriickgekoppelt werden. Aufgabe des Netzes ist es, fiir ein
verrauschtes Eingabemuster das urspriinglich gelernte unverrauschte Pendant zu ermit-
teln.

Ein geeignetes Netz wurde 1987 von John Hopfield vorgeschlagen. Es dhnelt in seiner
Funktionsweise sehr den im vorigen Kapitel behandelten Spingldsern und es macht aus der
Not, daf diese viele Zustinde aufweisen, die energetisch niedrig liegen, aber geometrisch
sehr unterschiedlich sind, eine Tugend. Wir wollen daher jetzt die Zustdnde s; = y; = ¢; =
+1 zulassen, jeder Spin kann so mit einem Neuron identifiziert werden und ist sogleich Ein-
als auch Ausgabewert. Die Gewichte w;; zwischen den Neuronen/Spins entsprechen den
(negativen, s.u.) Ising-Kopplungskonstanten J;;. Wir fordern daher, daf§ die Kopplungen
symmetrisch sind w;; = wj;, um eine Energiefunktion aufstellen zu kénnen. In dieser
sollen Selbstwechselwirkungen (d.h. ggf. von 0 verschiedene w;;) wie im physikalischen
Falle nicht gezdhlt werden,

E=-— Z W;;SiS;. (1012)

i#]

Allerdings sind die w;; langreichweitig, d.h. daf8 jeder Spin in der Regel mit jedem anderen
verbunden ist.

Die Aktivierungsfunktion soll die Vorzeichenfunktion sign(z) sein, die positiven Argumen-
ten oder Null die +1 und den negativen Argumenten die -1 zuordnet.

Wir definieren nun eine Dynamik des Netzes. An jedem Neuron ¢ ermitteln wir die
synaptische Aktivitdt/das magnetische Feld als Summe }; w;js;. Ist dieser Wert negativ,
so soll der Spin ¢ den Wert sign(}_; w;;s;) = —1, anderenfalls den Wert +1 annehmen, sich
also in Feldrichtung stellen. Denken wir uns die Gewichte als die Kopplungskonstanten
w;; = Jij, dann entspricht das einer Energieabnahme des Systems. Diese Vorschrift
wenden wir jetzt so hiufig an, bis keine Anderung der Spin-Muster mehr eintritt, das
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System also in einen Fizpunkt der Dynamik gelaufen ist.

Es sollte klar sein, dafl es sich dabei wieder um ein Gradientenabstiegsverfahren han-
delt und wir uns damit in ein Energieminimum begeben. Wir kénnten diese Vorschrift
auch als ein Hill Climbing mit deterministischer Zugauswahl, Nullpunkts-Monte-Carlo
mit parallelem Spin-update, etc. bezeichnen.

Wie lernt nun so ein Netz? Bisher konnten wir mit iiberwachtem Lernen arbeiten, d.h.
wir kannten die Ausgabe, die das Netz zu bestimmten Eingaben produzieren mufite und
konnten die Gewichte entsprechend der Fehler des Netzes mit der Zeit modifizieren. Im
Gegensatz dazu préapariert man im Hopfield-Modell die Gewichte von Anfang an so, daf3
das Netz durch seine Dynamik in diese gelernten Muster hineinlduft. Dazu setzt man

1 14 14
Wi =37 wa )w§- ) (10.13)

wobei N die total Anzahl der Neuronen/Spins im System ist. Diese Kopplungen sind wie
oben gefordert symmetrisch.

Weiterhin stellt jedes einzelnes Muster ein Energieminimum des Modelles dar, denn jedes
gelernte Muster ist tatsichlich (fast) ein Fixpunkt,

1 v 14
S = LS
J i v
]‘ v 14
- Ly (e etapun)
J

VEp
= W 4 % Z x§”’x§”’x§“). (10.14)
JV#ER

Die letzte Zeile zeigt, dafl fiir grofle N und wenige gelernte Muster jedes dieser Muster ein
Fixpunkt ist. Die verbleibende Summe l4uft iiber N(p — 1) Summanden mit zufélligen'
Werten +1. Diese Summe hat den Mittelwert 0, aber die Varianz /N (p — 1), so daf§ die
als Rauschamplitude des zweiten Termes etwa /p — 1)/N betrigt. Das Modell verliert
seine Klassifizierungskraft, wenn diese Rauschamplitude in die Ndhe von 1 kommt, also die
Anzahl der Muster einen nennenswerten Anteil der Anzahl der Neuronen ist. Genauere
Untersuchungen zeigen, daB der kritische Ubergang bei p ~ 0.146 N stattfindet.

10.6 Weiterfiihrende Literatur

Leider konnten wir das Thema neuronale Netze hier nicht erschopfend behandeln. Nicht
angesprochen wurden die Kohonen-Netze, die uns verstehen helfen, wie es zu einer selbst-
organisierten Abbildung von externen Funktionen (Greifen, Hand, Fuf}; Schmecken, ...)

Hier setzen wir voraus, dafl die Muster selbst unkorreliert sind
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auf die GroBhirnrinde kommt. Hier ist [1| eine gut lesbare Referenz zur Vertiefung.
Hopfield-Netze lassen die Komplexitit des Themas “assoziative Speicher” nur erahnen,
und natiirlich gibt es von allen Modellen viele Spielarten, vielleicht sollten hier asymmetri-
sche Hopfield-Netze (w;; # wj;) und Netze fiir die zeitliche Mustererkennung Erwédhnung
finden. Die folgenden 2 Werke sind fiir einen Einstieg gut geeignet.

[1] Ritter, Martinetz, Schulten, Neuronale Netze, Addison-Wesley, Bonn, 1991.

[2] Christopher M. Bishop, Neural Networks for Pattern Recognition, Clarendon Press,
Oxford, 1994.
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Kapitel 11

Lineare Algebra

In diesem Kapitel werden Operationen der linearen Algebra diskutiert, wie sie immer wie-
der in alltdglichen Problemen der Physik auftreten. Als Beispiele werden zuerst Matrizen
(Tensoren) und deren Eigenschaften genauer diskutiert. Danach steht das Ldsen linea-
rer Gleichungssysteme, die Invertierung von Matrizen und das Finden von Eigenwerten
auf dem Programm. Da viele Probleme in drei Dimensionen, oder bei Rotationssymme-
trie sogar in zwei Dimensionen, formuliert sind beschridnken wir uns im Folgenden auf
dreidimensionale Beispiele.

11.1 Elementare Verfahren

11.1.1 Lineare Gleichungssysteme

Gegeben sei der allgemeine Tensor:

ti1 ti2 i3
T: t21 t22 t23 . (111)

t31 t32 t33

Gesucht ist die Losung des Gleichungssystems T - x = a, wobei a ein bekannter Vektor
und x der gesuchte Vektor ist. Da man ganze Zeilen mit einer Konstanten multiplizieren,
und dann von einer anderen Zeile subtrahieren kann ohne das Ergebniss zu verdndern,
wird diese Operation im folgenden solange ausgefiihrt, bis eine Dreiecksmatrix verbleibt,
die direkt zur Losung des Gleichungssystems fiihrt. Um die Elemente ¢;; (i > 1) zu
entfernen subtrahiert man die mit my = ¢;;/t;; multiplizierte Zeile 1 von Zeile i. Danach
verfihrt man in analoger Weise mit den Elementen #;; (i > j > 1) und erhélt schliefilich

207
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die Matrix:
tir tiz tiz| by
Q=10 g2 ga|ba] , (11.2)
0 0 gs3| b3

wobei die Elemente ¢;; aus den ¢;; durch die oben beschriebenen Operationen hervorge-
gangen sind, z.B. gga = t22 — t12 mo;. Man beachte, dafl alle Zeilenoperationen auch auf
den Vektor a angewendet wurden, woraus sich das Diagonal-Gleichungssystem Q -x =b
ergibt. Um das Gleichungssystem zu 16sen mufl man nur noch von unten beginnend die
Losungen fiir alle z; berechnen, d.h. xz3 = b3/gss, etc.

Als numerisch problematisch erweist sich dieses Verfahren, wenn der Nenner in m;; klein
oder Null wird, in welchem Fall man evtl. das Gleichungssystem umstellen mufl. Bei
groffen Matrizen besteht das Hauptproblem in der Rechenzeit, da dieses Verfahren pro-
portional zu N3 ist, wobei N die Dimension der Matrix ist.

Die Losung fiir das System

1 0 2 aq
T=[1 1 0|a (11.3)
2 0 2 as
ist
as —a
X=|a +a—as X (114)
(11—(13/2

wie man (mithsam) per Hand nachrechnen kann, oder viel einfacher durch die MAPLE
Kommandos

restart: with(linalg):

T := linalg[matrix] (3, 3, [ 1, 0, 2, 1, 1,0, 2,0,21]);
a := linalg[matrix] ( 3, 1, [ a1, a2, a3 ] );
x := eval( linsolve( T, a ) );

test := multiply( T, x );

iberpriifen kann.

11.1.2 Matrixinversion

Kennt man die Matrix T~!, fiir die gilt T - T~! = I, wobei I die Einheitsmatrix mit
Diagonalelementen gleich Eins ist, so hat man die sog. inverse Matrix gefunden. Das im
letzten Kapitel vorgestellte Verfahren 14t sich ebenfalls zur Matrixinversion verwenden,
wenn man beachtet, daf die rechte Seite nun die Einheitsmatrix ist wobei der unbekannte
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Vektor x zur gesuchten Matrix T~! wird. Die inverse der oben als Beispiel benutzten
Matrix ist

-1 0 1
T=[1 1 -1 |, (11.5)
1 0 —1/2

wie man wieder durch Berechnung, bzw. mit MAPLE findet:

1, 0, 0, 0, 1,0, 0,0, 11);
):

I

I1 := linalg[matrix] ( 3, 3, [
T_1 := eval( linsolve( T, I1 )
test := multiply( T_1, T );

Kennt man die inverse einer Matrix, so hat man nebenbei auch das zugehorige Gleichungs-
system gelost, dax =T ! - T-x=T"!.a.

11.1.3 Berechnung von Eigenwerten

Der Eigenwert einer Matrix ist der Wert A, der die Gleichungen T — AI = 0 16st. Da
das Gleichungssystem homogen ist, weiss man, dafl es nur dann Losungen gibt, wenn die
Determinante |T — AI| = 0 ist. Im Fall einer dreidimensionalen Matrix ergibt sich also
ein Polynom dritten Grades, dessen Nullstellen die Eigenwerte ); (i = 1, 2, 3) der Matrix
sind. In zwei und drei Dimensionen ist das Problem also leicht zu 16sen. In h&heren
Dimensionen mufl man allerdings oft auf numerische Methoden zuriickgreifen.

Ein relativ einfaches Naherungsverfahren besteht darin, die D dimensionale Matrix T
wiederholt (k mal) an einen zufillig gewdhlten Vektor y zu multiplizieren:

D
yip =Ty = Zﬁi)\fxi ; (11.6)
i1

wobei die x; die Eigenvektoren der Eigenwerte ); sind, d.h. T - x; = A\;x;. Man kann
den Vektor y = ZZZ Bix; in der Basis der Eigenvektoren des Tensors T darstellen und
hat so die (unbekannten) Koeffizienten ;. Nach vielen Matrixmultiplikationen wird yy
gegen den Eigenvektor yp des grofiten Eigenwerts Ap konvergieren, und das Verhéltnis
|¥k|/|yk_1| wird sich Ap nidhern. Mit dem MAPLE Arbeitsblatt:

restart: with(linalg):
T:=linalg[matrix] ( 3,3,
y:=linalg[matrix] ( 3,1,
vk:=y;

for i from 1 to 20 do
yk:=multiply( T, y ): y:=yk:

2,0,1

C ,0,1,0,1,0,2]);
[1,2,31)

I
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od:
print (yk) ;
eigenvals(T); eigenvects(T);

multipliziert man den Tensor

2 01
T=|01 0], (11.7)
1 0 2
20 mal an den zufillig gewdhlten Vektor
1
y=[2 (11.8)
3
und erhilt so den Vektor
6973568801
yo=| 2 , (1L.9)
6973568801
der durch Anschauen als der Basisvektor
1
x3=10 (11.10)
1

identifiziert werden kann.

Die Konvergenz kann allerdings sehr langsam sein, wenn das Verhéltnis der beiden gréfiten
Eigenwerte nahe bei Eins liegt. Hat man den gréfiten Eigenwert gefunden, so entfernt
man die entsprechende Komponente im Anfangsvektor y, indem man seine Projektion
auf x3 von y abzieht. Damit hat man die in Richtung von x3 zeigenden Komponenten
von y entfernt und wird beim néchsten Durchlauf nur den néchstkleineren Eigenwert mit
zugehorigem Eigenvektor finden.

11.2 Beispiele

In der klassischen Mechanik, der Kontinuumsmechanik, der Elektrodynamik und auch in
der Quantenphysik tauchen sog. Tensoren auf, deren Eigenschaften es genauer zu verste-
hen gilt.
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11.2.1 Der Trigheitstensor

Ein Beispiel fiir einen Tensor ist der Trigheitstensor eines starren Koérpers im Raum:

T=>) ma(re 1o)l—Ta ®Ta), (11.11)

hier alternativ in Indexschreibweise angegeben
tij = Z Ma[ribi; — 1ir5] (11.12)
6

wobei die Summe iiber alle Punktmassen mit Masse m, geht und bei gleichen Indizes
eine Summation iiber alle Dimensionen des Raums impliziert wird. Man findet fiir die
Ansammlung von Punktmassen r; = (1/4/2,1/2,~1/2) und ry = (—1/v/2, —1/2,1/2) mit
Massen m; = my = 1 z.B. folgenden Tragheitstensor

/2 —1/23/2 1/23/2
T=|-1/2%2 3/4 1/4 | . (11.13)
1/2%/2 1/4 3/4

Betrachtet man sich T in Glg. 11.13 genauer so stellt man verschiedene (unangenehme)
Eigenschaften fest. Der Tensor hat einen Eigenwert Null und zwei (entartete) Eigenwerte
Eins. Damit weifi man bereits, dafl das zugehérige Objekt ein lidnglicher (eindimensiona-
ler) Kérper sein mufl — ein Stab oder die Anordnung von Punktmassen auf einer Linie.
Der Eigenwert Null entspricht einer Drehung um die Léngsachse, die beiden gleichen
Eigenwerte entsprechen Drehungen um die beiden Achsen senkrecht dazu.

Durch Berechnung des zu Null gehérenden Eigenvektors erhilt man die Orientierung der
beiden Massen im Raum, also deren Ortsvektoren. In unserem Beispiel wurde der Tensor
T in Glg. 11.13 durch zweimalige Drehung des Koordinatensystems mittels der beiden
Drehmatritzen

1 0 0 cos(¢) sin(¢) 0
R,(¢)= 10 cos(¢) sin(e) R,(¢) = | —sin(¢p) cos(¢) 0] . (11.14)
0 —sin(y) cos(¥y) 0 0 1

aus dem Trigheitstensor der Punktmassen an den Orten r; = (0,1,0) und r, = (0,—1,0)
gewonnen. Die kombinierte Drehmatrix erhdlt man durch Matrixmultiplikation der bei-
den einfachen Drehungen um die z-Achse und um die z-Achse: R(v, ¢) = R,(¢¥)R.(9).

Angewendet auf einen Vektor entspricht die Operation der Drehung um ¢ um z und um
1 um z, womit z.B.
1//2 0

1/2 | =R(n/4,7/4) 1] . (11.15)
-1/2 0
Aus dem Tensor T ergibt sich also der Tensor im Eigenraum durch geeignete Drehnung
des Koordinatensystems Tr = R”(7/4, 7 /4)TR(mw/4,7/4), wobei der Superskript T das
Transponieren, d.h. den Vorzeichentausch aller Nicht-Diagonalelemente, anzeigt.
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Die MAPLE Befehle

restart: with(linalg):

matrixRz:=1linalg[matrix] (3,3, [cos(phi),sin(phi),0,-sin(phi),cos(phi),0,0,0,1]);
matrixRx:=linalg[matrix](3,3,[1,0,0,0,cos(psi),sin(psi),0,-sin(psi),cos(psi)]);
matrixR2:=multiply( matrixRx, matrixRz );

matrixM := linalg[matrix] ( 3, 1, [0, 1, 0] );
matrixM1 := multiply( matrixR2, matrixM );
evalf( subs( phi=Pi/4, psi=Pi/4, multiply( matrixR2, matrixM ) ) );

T := linalg[matrix] ( 3, 3, [1, 0, O, O, O, O, O, O, 11 );

TT:=subs( phi=Pi/4, psi=Pi/4, multiply(matrixR2, T, transpose(matrixR2)));
evalf(");

TTT:=subs( phi=Pi/4, psi=Pi/4, multiply(transpose(matrixR2), TT, matrixR2));
evalf(");

eigenvals( T ); eigenvals( TT ); eigenvals( TTT );

erlauben ein einfaches Uberpriifen dieser Aussagen und natiirlich das Probieren anderer
Trégheitstensoren.

11.2.2 Der Spannungstensor

In der Kontinuumsmechanik ist der Spannunstensor von grofler Bedeutung. Um ein
Gefiihl fiir dieses Objekt zu bekommen betrachten wir der zweidimensionalen Tensor

T = (t“ t”) , (11.16)

to1  tao

wobei wir auch vom symmetrischen Fall ¢;5 = t5; ausgehen wollen (statisches Gleichge-
wicht). Fiir den zweidimensionalen Fall, der einem dreidimensionalen System mit Rotati-
onssymmetrie in einer beliebigen Richtung entspricht, gibt es die besonders anschauliche
grafische Darstellung auf dem Mohr’schen Kreis. Die Richtigkeit 148t sich leicht durch
elementare Mathematik iiberpriifen.
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t1o

2¢ Lo

Abbildung 11.1: Mohr’scher Kreis, wobei man nach Antrag der Diagonalelemente #;; und
ta2, sowie des Nicht-Diagonalelements ¢;5 des Tensors, direkt vom Kreis die Eigenwerte t;
und t, sowie die Orientierung ¢ ablesen kann.

11.2.3 Die lineare Kette

Eine schone Aufgabe in der Physik ist die lineare Kette von Massen m, die jeweils mit
Federn der Stédrke k£ verbunden sind. Die Bewegungsgleichungen sind

mﬁl = —ku1 + kUQ (1117)
oder in Matrixschreibweise
-1 1 0
mi=Ku mitK=k[ 1 -2 1]. (11.20)
0 1 -1

Setzt man den Ansatz u =) a;X; exp(iw;t) ein ergibt sich

—m Z ajx;w; exp(iw;t) = Z a;Kx; exp(iw;t) . (11.21)
J J

Jeder Term in der Summe wird (da die exp(iw;t) linar unabhéngig voneinander sind) der
Eigenwertgleichung
Kx; = —mwix; = \jX; (11.22)

gehorchen, man muf} also wieder nur die Eigenwerte der Matrix finden, um die Losungen
zu kennen. Von den zugehorigen Eigenvektoren kann man dann direkt die Eigenschwin-
gungen ablesen. Mit MAPLE
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T := 1linalg[matrix]( 3, 3, [ 1, -1, 0, -1, 2, -1, 0, -1, 1] );
det( T );
eigenvects( T );

ergeben sich die Eigenwerte A3 =3, A2 =1 und A; =0 mit den zugehérigen Eigenvektoren
x3 = (1,—-2,1), xo = (—1,0,1) und x; = (1,1,1). Die Losung x3 entspricht also der
Schwingung der mittleren Masse gegen die dufleren, die sich gleichphasig bewegen, bei
Lésung x, ist die mittlere Masse in Ruhe und die dufleren schwingen gegenphasig. Der
Eigenwert A; =0 entspricht einer Translationsbewegung des ganzen Systems.
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Partielle Differentialgleichungen

Fast jedes physikalische Problem, bei dem Systemgréfien von Ort und Zeit abhéngen, 143t
sich in Form einer (oder eines Systems von) partiellen Differentialgleichung(en) darstel-
len. Beispiele dafiir sind die schon bekannte Diffusionsgleichung, die elektromagnetischen
Wellengleichungen, hydrodynamische Gleichungen, und die Schrodinger Gleichung aus
der Quantenmechanik. Bis auf die einfachsten Spezialfille sind solche Problemstellung-
nen nicht analytisch zu 16sen, man ist also (wieder) auf numerische Hilfsmittel angewiesen.
Man diskretisiert die partiellen Differentialgleichungen im Ort und in der Zeit und erhélt
ein — unter Umstidnden riesiges — System von Differenzengleichgungen, wie in diesem
Kapitel an einigen Beispielen gezeigt wird.

Eine Vielzahl der physikalisch relevanten partiellen Differentialgleichungen enhthalt nur
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung, und kann deshalb in folgendes grobe Typenschema
klassifiziert werden.

e Parabolische Differentialgleichungen enthalten eine erste Ableitung einer Variablen
und zweite Ableitungen der Anderen. Beispiele sind die Diffusionsgleichung und
die zeitabhingige Schrodingergleichgung, die beide eine erste Zeit- und zweite Orts-
ableitung enthalten.

e FElliptische Differentialgleichungen enthalten zweite Ableitungen aller Variablen, wo-
bei diese dasselbe Vorzeichen haben wenn man sie auf eine Seite bringt. Beispiele
hierfiir sind die Poisson Gleichung fiir ein elektrostatisches Potential und die zeitu-
nabhingige Schrodingergleichung, beide mit zwei oder mehr Ortsvariablen. Beach-
tenswert ist, dafl der stationdre Zustand einer parabolischen Differentialgleichung
eine elliptische Differentialgleichung darstellt.

e Hyperbolische Differentialgleichungen enthalten zweite Ableitungen aller Variablen
mit verschiedenen Vorzeichen. Ein Beispiel ist die Wellengleichung einer gespannten
Saite. Die Losungsverfahren hyperbolischer Differentialgleichungen beinhalten oft

215
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eine Eigenwert und Eigenmodenanalyse, da man oft weifl daf sich die Lésungen aus
Schwingungen zusammensetzen.

12.1 Elliptische partielle Differentialgleichungen

Wegen der etwas einfacheren Form elliptischer Differentialgleichugen (DGL) und da man
elliptische Differentialgleichungen erhélt wenn man z.B. die Zeitableitung zu Null setzt,
also einen zeitlich unverdnderlichen Zustand fordert, werden hier zuerst elliptische DGL
behandelt.

Insbesondere sind wir an der Losung der Gleichung

82 82
=t = S(z, 12.1

s+ 5| 6= S(@) (12.)
interessiert, wozu allerdings noch die Spezifikation von Randbedingungen nétig ist. In
einem Gleichgewichts-Wirmeleitungsproblem (Diffusion) entspricht das Feld ¢ der Tem-
peratur und S der lokalen Warmeerzeugungs- bzw. -verlustrate. Die Randbedingung soll
hier in Dirichlet-Form angegeben werden, d.h. ¢ wird am Rand eines geschlossenen Ge-
bietes fixiert (und evtl. zusitzlich an geschlossenen Kurven innerhalb des Gebiets). Eine
andere mogliche Randbedingung hétte die Neumann-Form, d.h. die Ableitung von ¢ wird
am Rand vorgegeben.

12.1.1 Diskretisierung

Im folgenden soll das quadratische Volumen der Linge L = N mit einem kartesischen
Quadratgitter von 7,5 = 0, ..., N diskretisiert werden. Mit anderen Worten wird das
System in N x N gleichgroflie Quadrate der Seitenldnge h unterteilt, bzw. man hat
N +1 x N + 1 Gitterpunkte. Nun definieren wir ¢;; = ¢(x;,y;) und S;; = S(z;,y;), mit
x; = th und y; = jh, und verwenden die Niherung fiir die zweite Ableitung aus Kapitel
6.1.2, woraus sich ergibt:

| D1y — 200 + diaj n Gij+1 — 2045 + dij1

3 3 =S . (12.2)

Verwendet man die Abkiirzung
i = biv1j — 20ij + i1 (12.3)
und die analoge Abkiirzung fiir 8]2(15,-]-, so ergibt sich aus Gleichung 12.2 die kiirzere Form:
— [87¢ij + 07 dij] = B*Sij . (12.4)

Diese Diskretisierung ist relativ einfach und intuitiv, aber manchmal leider zu ungenau.
Erfordert das Problem héhere Genauigkeit oder mehr Flexibilitédt bei der Wahl des Gitters,
so kann man andere Diskretisierungen mit einem Variationsverfahren ableiten [13.1].
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12.1.2 Randbedingungen

In der Regel werden die Randbedingungen nicht genau auf den Gitterpunkten bekannt
sein, d.h. die glatten Rinder eines realen Systems werden durch das Diskretisierungsgit-
ter nur ungenau angendhert. Dieses Problem kann durch eine Gitterverfeinerung in der
Nédhe der Rander oder durch Ableitungsdiskretisierung hoherer Ordnung umgangen wer-
den [13.1]. Der Einfachheit halber benutzen wir einfach ein quadratisches System, dessen
Réander genau mit den Randpunkten unseres Gitters iibereinstimmen. Alle Eintrige ¢;o,
®in, ¢o; und ¢y ; sind also vorgegeben. Fiir einen Punkt, z.B. (N—1,j) mit1 < j < N—1,
in der Nihe des rechten Rands ergibt sich aus Gleichung 12.4:

—[~4dNn-1j + dn—2j + BN-1j+1 + On-1j-1] = B*Sn_1j + dn (12.5)

mit allen bekannten Gréflen auf der rechten Seite. Sind die Randpunkte festgelegt, ergibt
sich somit ein lineares Gleichungssystem der Dimension (N — 1)? in den Unbekannten ¢

T-x=s, (12.6)

welches allerdings fiir zwei- oder dreidimensionale Systeme sehr schnell unhandlich grof3
werden kann.

12.1.3 Iterative Losungsverfahren

Um ein iteratives Losungsverfahren zu begriinden fithren wir die Groéfe

E = /01 dz /01 dy B(w)2 - S¢] (12.7)

ein, die in der Elektrostatik den Sinn der Gesamtenergie des Systems hat (V¢ ist der
Feldgradient und S ist die Ladungsdichte). Im Falle der Diffusionsgleichung gibt es keine
gleichermassen angenehme Analogie, man kann E nur als eine niitzliche Gréfle ansehen.
Die Variation von F durch eine kleine Anderung von ¢,

1 1
SE = /0 dx /0 dy [Vé-Vép— S54] (12.8)

kann partiell integriert werden. Da das dabei entstehende Linienintegral am Rand des
Volumens verschwindet (solange die Randbedingung erfiillt ist) bleibt im Integral ein Term
iibrig, der genau Gleichung 12.1 entspricht. Die Forderung, daf§ £ unveréndert bleibt ist
damit dquivalent zu der Aussage dafl ¢ eine Losung von Gleichung 12.2 ist. Mit anderen
Worten ist £ minimal wenn man die “richtige Losung” ¢ einsetzt. Gleichung 12.7 1483t
sich einfach diskretisieren, indem man fiir den Gradienten V¢ die Trapezregel (oder eine
bessere Ndherung) einsetzt

N-1N-1
1

E= 5 Z Z [(¢z] - qb'i—lj)2 + (¢z] - ¢ij—1)2] — h? Z Z Sijd)ij (12.9)

=1 j=1 i=1 j=1
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Bei Verwendung der Trapezregel erhdlt man so die Gleichungen 12.4 wenn man fordert

E
§¢.. =0 (12.10)
ij
Aufgel6st nach den ¢;; ergibt sich
1
by = 1 [Gis1j + Bi1j + Bij1 + Gij1 + R2Sy] (12.11)

was noch keine Losung von ¢ ergibt, aber stets zu einer Verbesserung fiihrt wenn man sie
auf alle ¢;; nacheinander (z.B. von links nach rechts und von oben nach unten) anwendet.
Man beachte, dal bei der Berechnung des nichsten Werts der vorherige iiberschrieben
wird; das Feld muf} also nicht zwischengespeichert werden. Die verallgemeinerte Form

1
¢ij = (1 —w)dy + vy [Giv1j + dic1j + dijur + Gij—1 + B°Sy] (12.12)

stellt die sog. Gauss-Seidel Iteration mit dem Gewicht w dar. Benutzt man Glg. 12.9 um
die Anderung der Energie bei einem Schritt zu berechnen (und beachtet dabei, da8 sich
nur ¢;; dndert) erhélt man einen Wert der immer positiv ist falls 0 < w < 2. Man néhert
sich also mit jedem Schritt dem Minimum der Funktion £. Welche Werte von w optimal
sind wird in der Ubung getestet.

Eine Realisierung der Gauss-Seidel Iteration findet sich in nachfolgendem Programm.

#include<iostream>
#include<fstream>
using std::cout;
using std::cin;

static const int NL=40;
static double world[NL+1] [NL+1]; // define the lattice
static double source[NL+1][NL+1]; // define the source

int main()

{
int ISTEP=200;
double w=1.5;
double h=1.0/NL;

for(int i=0; i<=NL; i++ ){
for(int j=0; j<=NL; j++ ){
world[i] [j1=0.1; // initial values
source[i] [j]1=0; // source field
}
}
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source [NL/2] [NL/2]=2.0; // source in the center
source [NL/4] [NL/4]=-1.0; // source in the center
source[3*NL/4] [3*%NL/4]=-1.0; // source in the center

for( int it=1; it<=ISTEP; it++ ){ // iteration loop
double wsum=0;
for(int i=1; i<NL; i++ ){
for(int j=1; j<NL; j++ ){ // Gauss-Seidel loop
world[i] [j1=(1.0-w)* world[i][j] +
w/4*%( world[i+1][j] + world[i-1][j]
+ world[i] [j+1] + world[i][j-1]
+ hxhxsourcel[il [j] );
wsum+=world[i] [j];
}
}

cout << it << ? ? << wsum << ’\n’;

std::ofstream outfilel("diff4.dat");
for(int i=0; i<=NL; i++ ){
for(int j=0; j<=NL; j++ ){
outfilel << world [i][j] << ’\n’;
}
outfilel << ’\n’;
}
outfilel.close();
}
return O;

}

Das Ergebnis des Programms ist in Abb. 12.1 dargestellt. Als Randbedinung wurde ¢ =
0.1 am Rand gewihlt und es wurden Quellen (S(20,20) = 2) bzw. Senken (S(10,10) =
S5(30,30) = —1) in dem ansonsten quellfreien Gitter der Grofle N = 40 angebracht.

12.2 Parabolische partielle Differentialgleichungen

Erweitert man die Diffusionsgleichung aus dem letzten Kapitel um eine Zeitableitung, so
erhilt man eine parabolische DGL

¢ [0* &
E [@ " 8_?;2] o+ 5(@y), (12.13)
die man in der einfachsten Form durch
@i (t + At) — ¢i;(t 1
. Azf i _ ﬁ(az? +07) ¢35 (t) + Sij (12.14)
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diff4.dat’

0.101 -
0.101 -

0.101
0.1008
0.1006
0.1004
0.1002

0.1
0.0998
0.0996

Abbildung 12.1: Lésung einer Diffusionsgleichung mit dem Gauss-Seidel Verfahren. Die
Randbedinungen sind im Text angegeben.

diskretisiert. Aufgelost nach den Werten von ¢ zur neuen Zeit ¢ + At hat man

¢i;(t + At) = ¢y5(t) + %(—4@7@) + Pic1j(t) + Giv1(t) + dijo1(t) + ¢ijsa(t)) + ALS;; .

(12.15)
Ein kleines Programm, mit dem man die Lésung der zweidimensionalen Diffusionsglei-
chung in Abwesehnheit von Senken (S = 0) erhilt ist hier abgedruckt. Das Programm
wurde aus dem Beispiel des letzten Abschnitts entwickelt und enthélt nun zwei Felder, da
die Berechnung des neuen Feldes diesmal das alte Feld nicht tiberschreiben darf.

#include<iostream>
#include<fstream>
using std::cout;
using std::cin;

static const int NL=40;

static double world[NL+1] [NL+1]; // define the lattice
static double mirror [NL+1] [NL+1]; // define the lattice image
static double source[NL+1][NL+1]; // define the source

int main()

{
int ISTEP=100;
double h=1.0/NL;
double dt=0.0001;
char cfile[20];
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for(int i=0; i<=NL; i++ ){
for(int j=0; j<=NL; j++ ){
world[i] [j1=0.0; // initial values
source[i] [j]1=0.0; // source field
}
}
world [NL/2] [NL/2]=NL*NL;

for( int it=1; it<=ISTEP; it++ ){ // iteration loop
double wsum=0;
for(int i=1; i<NL; i++ ){
for(int j=1; j<NL; j++ ){ // Time step ...
mirror[i] [jl=world[i] [j]1 + dt/(h*h)*

(-4xworld[i] [j]1+world[i-1] [jl+world[i+1] [j]+
world[i] [j-1]+world[i] [j+1])

+ dt*source[i] [j];
wsum+=mirror[i] [j];
}
}

for(int i=1; i<NL; i++ ){

for(int j=1; j<NL; j++ ){ // Exchange o0ld and new image

world[i] [jl=mirror[i] [j];
}

cout << it << 7 ? << wysum << ’ 7

sprintf ( cfile, "difft_%4.4d", it );
cout << cfile << ’\n’;
std::ofstream outfilel( cfile );
for(int i=0; i<=NL; i++ ){
for(int j=0; j<=NL; j++ ){
outfilel << world [i][j] << ’\n’;

}
outfilel << ’\n’;
}
outfilel.close();
}
return O;

3
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In Abb. 12.2 ist die zeitabhéngige Losung fiir vier Zeitpunkte dargestellt. Diese Problem
eignet sich gut zum Test des Programms, da die Summe aller ¢;; erhalten bleiben sollte.
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Wéhlt man den Zeitschritt zu grof (oder hat man einen Fehler einprogrammiert) so wird
die Summe in der Regel nicht erhalten bleiben. In Abb. 12.2 stellt man fest, dafl die
Losung (die bei t = 0 nur in der Mitte den Wert @gg20 = 2000 hatte) mit der Zeit immer
weiter auseinanderlduft und gleichzeitig flacher wird.

“difft_0010"

“difft_0040"

“difft_0070" “difft_0100"

Abbildung 12.2: Zeitabhéngige Losung der Diffusionsgleichung nach 10, 40, 70 und 100
Schritten. Man beachte die verschiedenen vertikalen Achsenskalierungen.

Verwendet man die gleichen Quellen und Senken sowie die gleichen Randbedingungen
®Rang = 0.1 wie im vorigen Abschnitt, erhdlt man nach ca. 10000 Zeitschritten genau
dieselbe stationédre Losung wie durch die Gauss-Seidel Iteration. Zusdtzlich hat man nun
allerdings auch die zeitliche Anndherung an das Gleichgewicht erhalten. Weiterhin sei
bemerkt, dafl diese Losung auch durch direkte Monte-Carlo Simulation erhalten werden
kann. ¢ ist dann die Wahrscheinlichkeit zur Zeit ¢ ein Teilchen am Ort (z,y) zu finden.

Das hier beschriebene Losungsverfahren ist allerdings sehr einfach und ungenau. Bei kom-
plizierteren Fragestellungen ist man auf genauere Verfahren angewiesen, die komplizierter
zu implementieren sind. Trotzdem kann man mit diesem einfachen Verfahren bereits in-
teresante physikalsiche Probleme bearbeiten. Bei einem vereinfachten Katalysator kann
man annehmen, dafl zwei Spezies A und B (z.B. Sauerstoff und Kohlenmonoxid) auf der
Oberfliche diffundieren. Bei Kontakt reagieren A und B zu AB Molekiilen (Kohlendioxid)



12.2. PARABOLISCHE PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 223
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Abbildung 12.3: Losung einer zeitabhingigen Diffusionsgleichung fiir zwei Spezies mit
Erzeugungsrate Q4p und Reaktionswahrscheinlichkeit K45 = 10%.

und verschwinden vom System. Man 16st dann die Diffusionsgleichung fiir beide Spezies
und fiithrt auBlerdem noch Zufuhr- und Reaktionsterme ein.

0 0?2 0?2
% = [@ + 8—312] da+Qa(t) — Kapdads , (12.16)
0 02 02
%5 _ [@ . a—yz] b4+ Qult) — Kanbads (12.17)

Die Felder ¢4 und ¢p stehen dabei fiir die Dichte der einzelnen Spezies und der Quell-
Term Q(t) wird mit Zufallszahlen beschickt. Der Reaktionsterm héingt von der Dichte
beider Spezies an einem Ort ab und hat die Form K, p¢4¢p, wobei K4p die Reaktions-
rate ist. Beide Teilchenarten haben die gleichen Eigenschaften und existieren Anfangs
zufillig verteilt auf dem Gitter. Die Losung des resultierenden Gleichungssystems ist in
Abb. 12.3 fiir verschiedene Erzeugungsraten ()sp dargestellt. Man stellt Oszillationen
des Systems fest, deren Periode mit zunehmender Zufuhrrate stark abnimmt. Obwohl die
Zufuhr im Mittel fiir beide Spezies gleich ist kann eine Spezies liber die andere siegen.
Wenn z.B. von Spezies A viele Exemplare auf dem Gitter sind wihrend nur wenige von
Spezies B existieren, so werden all frisch zugefiihrten Teilchen von Spezies B sofort mit A
reagieren und wieder verschwinden. Deshalb kann bei schwacher Zufuhr die Ubermacht
einer Spezies lange vorhalten. Diese Fragestellung ist Gegenstand aktueller Forschung
(allerdings sind in realistischen Systemen viel mehr verschiedene Spezies vorhanden) und
wird neben den in diesem Kapitel vorgestellten Methoden auch direkt mit Monte-Carlo
Simulationen aus Kapitel 5 untersucht.



224 KAPITEL 12. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
12.3 Hyperbolische partielle Differentialgleichungen

Eine hyperbolische Gleichung ist die Wellengleichung der lineare Kette des letzten Kapi-
tels. Der Unterschied im Vorzeichen der zweiten Ableitungen fiihrt zu komplexen Losun-
gen bei Ansetzen einer Exponentialfunktion, also zu Schwingungen [13.2]. Die Gleichung

0u(z,t) _ 2 0?*u(z, t)
ot? 0z?

kann wie gehabt mit dem Zeitschritt At und der Gitterkonstante h diskretisiert werden
zu

(12.18)

1 2
A [u(z,t + At) — 2u(z,t) + u(z,t — At)] = % [u(z + h,t) — 2u(z,t) + u(z — h,t)] .

(12.19)
Aufgel6st nach der gesuchten Grofie u(z,t + At) ergibt sich

u(z,t + At) = 2[1 — blu(z, t) + blu(z + h,t) + u(z — h,t)] — u(z,t — At),  (12.20)

wobei b = (cAt/h)? dimensionslos ist. Diese Gleichung erinnert stark an das Verlet
Integrationsschema aus Kapitel 3.2.1. Mit diesem Verfahren kann man nun die Dynamik
einer Kette aneinandergekoppelter Massen untersuchen.

12.4 Weiterfithrende Literatur

Das Gebiet der partiellen Differentialgleichungen ist bei weitem zu umfangreich um im
Rahmen dieser Vorlesung auch nur anndhernd erfafit werden zu kénnen. Die hier vor-
gestellten Methoden stellen nur die Spitze des Eisbergs dar. Fiir tiefergehende Studien
seien besonders die Biicher [13.1] und [13.2] empfohlen.

[13.1] S. E. Koonin and D. C. Meredith, Computational Physics, Addison-Wesley Publis-
hing Company, Reading, Massachusetts, 1990.

[13.2] H. Gould and J. Tobochnik, An Introduction to Computer Simulation Methods,
Addison-Wesley Publishing Company, 1996.



Kapitel 13

Anwendungsbeispiele

Im Rahmen dieser Vorlesung wurden bereits Anwendungsbeispiele aus den Bereichen

Astronomie (Himmelsmechanik),

Biologie (Populationsdynamik, Wachstum, neuronale Netze),

Informationstechnik (Signalverarbeitung, neuronale Netze) und

Logistik (Handelsreisenden-Problem)

vorgestellt. In diesem letzten Kapitel soll die Vorlesung mit weiteren Fragestellungen aus
anderen Fachgebieten abgerundet werden.

13.1 Soziologie

Eine im Zusammenhang mit Menschen mefibare Grofle ist die Meinung (so diffus dieser
Begriff auch scheinen mag). Meinung kann z.B. durch Meinungsumfragen relativ genau
“gemessen” werden und die Qualitdt einer reprisentativen Meinungsumfrage, beispiels-
weise bei Wahlen, ist oft erstaunlich gut.

Am Beispiel der einfachen Frage nach pro + und contra — zu einem bestimmten Thema
soll die Dynamik der Meinungen genauer untersucht werden. Die Wahrscheinlichkeit ei-
ne Person zu finden, die dafiir bzw. dagegen ist sei n, bzw. n_, wobei n, +n_ = 1.
Allerdings sind die Meinungen nicht binédr: jemand kann nur knapp iiberzeugt sein, oder
ein fanatischer Anhédnger der einen Seite. Die Meinung zur Frage kann durch verschie-
dene Prozesse oder Aktionen positiv oder negativ beeinfluit werden, was entsprechende

225
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Anderung der GroBen ny und n_ zur Folge hat. Objektive Information, oder subjektive
Quasi-Information wie Werbung, werden den Zustand in eine Richtung verschieben, und
soziale Interaktion mit Personen der gleichen (oder der anderen) Meinung kann einen
dhnlichen Effekt haben.

Um den Prozess zu modellieren kann man die sog. Master-Gleichung aus Kapitel 5.5
verwenden:

An(z,t) = —n(z, t)[W_ + Wi] +n(z — L, ))Wy + n@w + 1,6)W_ (13.1)
(13.2)

wobei W_ (W) die Wahrscheinlichkeit ist daf jemand innerhalb einer Zeitspanne At
seine Meinung von seinem Standpunkt etwas von pro in Richtung contra (contra zu pro)
wechselt. Die Summen n, =Y oo n(z) und n_ = Y, °, quantifizieren dann das Wahl-

ergebnis zur Zeit ¢, wobei ng Stimmenthaltungen vorkommen kénnen. Das eigentliche
Problem ist die Wahl der Ubergangswahrscheinlichkeiten W_ und W,.

Nehmen wir an, dafl die Lobby der +-Gruppe mehr Werbung betreibt als die Anhénger der
Meinung —. Diese Informationen werden zu einer Drift w zu Gunsten von n, im Term W,
fiihren, und gleichzeitig mit umgekehrtem Vorzeichen im Term W_ auftauchen. Weiterhin
sollte soziale Interaktion zu einer Verstirkung der globalen Meinung fiihren, wenn man
viel mehr Anhénger der einen Fraktion trifft kann dies zu einem Meinungswechsel fiithren,
der durch die Groée ¢ = (ny — n_) im Term W, quantifiziert wird.

Um der Verschiedenheit der einzelnen Individuen Rechnung zu tragen mufl man nun eine
Wahrscheinlichkeit einfithren, daf8 jemand iiberhaupt gewillt ist seine Meinung zu &ndern.
Bei einer leichtglaubigen oder unentschiedenen Person wird bereits ein schwacher Versuch
zu einem Umschwung fiihren, wihrend eine “sture” Person kaum jemals die Meinung
dndert. Um das Problem einfach zu halten nehmen wir unabhingige Individuen, also eine
exponentiell abfallende “Sturheit” an, womit

W, =w+oexp (g — Iq| i ) (13.3)

max

ist, mit der typischen Toleranz 6 und der Rate o. Die Exponentialfunktion fihrt dazu,
dafl die Anderungsrate kleiner wird, wenn n, grofer wird. Entsprechend ergibt sich

W_=—w+oexp (—% + |q| i ) (13.4)

xmaa:

Z

mit dem umgekehrten Effekt. Der Term |g| ——— wurde eingefiihrt um zu beriicksichtigen,
dafl extreme Meinungen nur bis zu einem gewissen Grad z,,,, auftreten kénnen.

In Abb. 13.1 sind der Einflufl des Parameters w und auch die Zufalligkeit des Meinungs-
bildungsprozesses dargestellt.
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Abbildung 13.1: (Links) Werbung w fiihrt zu einer Polarisierung (und zu einer Fokussie-
rung) der Meinungen. (Rechts) Verschidene, zuféllige Faktoren kénnen zu einer entgegen-
gesetzten Polarisierung der Meinungen fiihren.

Diese Ergebnisse wurden mit folgendem C+-+ Programm erstellt.

#include<iostream>
#include<fstream>
#include<cmath>
using std::cout;

int main()

{

const int nstep=50, nwalk=9870, nloop=101;
// double w=0, sigma=.5, theta=1.e5;
double w=.1, sigma=.5, theta=1.e6;

int xn[2*nstep+1];

int xdist[nwalk+1];

int p=RAND_MAX;

// srand(129456) ;
// srand(123456);
srand (129456) ;

for(int i=0; i<2+*nstep+l; i++ ){ // set fields to zero
xn[i]=0;

3

int ipos, q=0;
for(int i=0; i<nwalk; i++ ){ // set fields to zero
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ipos=nstep +int((double(rand())/p-0.5)*4);
xdist[i]=ipos;
xn[ipos]++;

3

double time=0.;
double ww, wp, wm;
int iww;

for( int iloop=1; iloop<=nloop; iloop++ ){
for( int iw=1; iw<=nwalk; iw++ ){
iww=int (double(rand())/p*nwalk);
wp= w+sigmakexp((+double(q))/theta
- abs(q)*double(xdist [iww] -nstep)/nwalk/nstep) ;
wm=-w+sigma*exp((-double(q))/theta
+ abs(qg)*double(xdist [iww] -nstep)/nwalk/nstep) ;
ww=wp/ (wp+wm) ;
time+=1./(wp+wm) ;
if( double(rand())/p > ww ){
if ( xdist[iww]>0 ){
xn[xdist [iww]]-=1;
xdist [iww]-=1;
xn[xdist[iww]]+=1;

q-=1;
}
}
elseq{
if ( xdist[iww]<2*nstep ){
xn[xdist [iww]]-=1;
xdist[iww]+=1;
xn[xdist [iww]]+=1;
q+=1;
}
}
}
cout << time << 7 7 <K g << 7 2K 7KK "\

std::ofstream outfilel("dens.dat");
for(int i=0; i<=2*nstep; i++ ){
outfilel << iloop << ’ ? << i << ? ? << xn[i] << ’\n’;
}
outfilel.close();

3

return O;

3



13.2. OKONOMIE UND WIRTSCHAFT 9229
13.2 Okonomie und Wirtschaft

Ein vereinfachtes Beispiel aus der Wirtschaftstheorie betrifft die Berechnung des zukiinf-
tigen Gewinns. Die jahrliche Produktion sei x mit einem Anfangswert z,. Interessiert
man sich fiir die jahrliche Anderung der Produktion #, so muf man Investitionen, Ra-
tionalisierung und Marktsédttigung beriicksichtigen. Die Neuinvestitionen I héngen nicht
von x ab, da auch, oder vor allem bei niedriger Produktion investiert werden muf}. Ratio-
nalisierung fiihrt zu einer Produktionssteigerung proportional zur Produktion, ergibt also
eine Anderung Rz. SchlieSlich kann der Markt nur eine bestimmte Menge an Produktion
auffangen, so dafl die Produktion zuriickgenommen werden mufl wenn die Marktkapazitit
erreicht wird, was durch einen Term —Cz3 beschrieben werden kann.

1

0.5

15 b gttt b b b b e o

b i

-0.5 05 k- |
_1 1 1 1 1 O 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 1.5 2

Abbildung 13.2: Lésung einer Produktivitdts-Entwicklungsgleichung fiir R = 1, C' = 12
und verschiedene K =-1, 0, 1 (Links) und R = 2, C = 5 und verschiedene K =0, 5, 15
(Rechts).

Insgesamt erhilt man so die Differentialgleichung
=1+ Rz —Cx®, (13.5)

die man mit einem der Standardverfahren aus Kapitel 3 numerisch 16sen kann. Ebensogut
erfiillt das MAPLE script

restart;
del:=diff (T(t),t)=(K+R*T(t)-C*T(t)*%*3);
K:=0: R:=1: C:=12: Tnuml:=dsolve( {del, T(0)=1}, T(t), type=numeric );
writeto(xxx);
for tt from O by 25 to 2500 do
lprint( evalf(tt/1000,4), evalf(rhs(Tnumi(tt/1000)[2]1),8) ):
od;
writeto(terminal):

vV V V VvV V

2.5
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diesen Zweck und erzeugt die Datei xxx mit den Ergebnissen. Mit dieser einfachen Glei-
chung kann man nun versuchen die Produktion beziiglich des Aufwands I + R zu opti-
mieren und Entscheidungsregeln fiir die Koeffizienten K und R einfiihren. In Abb. 13.2
wird fiir einen Fall negative Produktion erreicht (Zusammenbruch), wihrend sich in den
anderen Fillen ein positives Gleichgewicht einstellt.

13.3 Parallele Anwendung verschiedener Methoden

13.3.1 Mean-Field Kontinuumsbeschreibung

Ein hiufig auftretendes Problem ist die Beschreibung von zwei (oder mehr) gekoppel-
ten Systemen. In diesem Beispiel wird ein getriebenes Gas beschrieben, bei dem sowohl
Rotations- als auch Translationsfreiheitsgrade angeregt sind. Die Translationsfreiheits-
grade gehorchen der Differentialgleichung

T
?97 = —AT?? 4+ BT'?R + FT’sin(t/t,) , (13.6)

wahrend die Zeitentwicklung der Rotationsfreiheitsgrade durch

%—f = BT%? — CT'?R (13.7)

beschrieben werden. Zur physikalischen Bedeutung der Parameter A, B und C sei auf den
nichsten Abschnitt bzw. [SL et al. Phys. Rev. E 58, 3416-3425, 1998] verwiesen. Mit

den Parametern A = B =C =5/49, F = 0.2, 6 =0, t; = 5, sowie den Anfangswerten
T(0) = R(0) = 1 ergibt sich das in Abb. 13.3 (Links) dargestellte Verhalten.

T T T |_|_ T T T T T T T !r T
+ +
25 R x 7] R X
+# , r E
i e Rk
2F o+ roe + *%& - -
+ +
XL R . X X
X X M % X + X
15+ * x L% T + % + 5 T
+ X X+ X + % M X
+>Z< + X >Z< 4 X+ X + 4
+ X PR N w + X%
1 + 0 F Lo + -
+ + +
+ o+ J; + T ++
e e k.
05 B
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Abbildung 13.3: Translations- und Rotationsenergie in einem periodisch getriebenen, ela-
stischen Gas (Links) und in einem ungetriebenen inelastischen Gas (Rechts).
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Die Anregung fiihrt zu einer Oszillation der Translationsenergie, die sich zeitverzogert
auch auf die Rotationsenergie tibertrdgt. Schaltet man die Anregung ab F' = 0 und ak-
tiviert einen Energieverlust der Translationsenergie A = 9.41/49, mit B = C = 5/49, so
ergibt sich das in Abb. 13.3 (Rechts) dargestellte Verhalten. Da die Translationsenergie
standig dissipiert wird nimmt die Energie stetig ab, die Rotationsenergie stellt sich aller-
dings auf einem héheren Niveau ein. Das Verhéltnis der beiden Energien ist nicht gleich,
es gilt also nicht das Equipartitionsprinzip.

Zur Losung des gekoppelten Gleichungssystems wurde wieder MAPLE verwendet

> A:=(1-r_n*x*2)/4 + eta/2*(1-eta);
> B:=eta**2/2/q;

> C:=eta/2/qx(1-eta/q);

> gamma_1:=A-B*x2/C;

> eta:=qx(1+r_t)/(2xq+2);

> r_n:=0.8;

. r
delta:=0; f_

941/4900
5/49
5/49
> del:=diff (T(t),t)=(-AxT(t)**(3/2)+B+T(t)**x(1/2)*R(t))
+F*T(t)**delta *(sin(t/5));
> de2:=diff (R(t),t)=(B*T(t)**(3/2)-C*T(t)**(1/2)*R(t));

> Tnum2(5) ;
[t = 5, T(t) = .335720336830467481, R(t) = .283818365163101605]

> writeto(xxx);

for tt from O by 1 to 100 do

lprint( tt, evalf(rhs(Tnum2(tt)[2]1),8) ,

evalf (rhs (Tnum2(tt) [3]),8) ):
od;
writeto(terminal):
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13.3.2 Exakte, Diskrete Losung des Problems

Alternativ kann das Problem des dissipativen, getriebenen Gases mit Rotationsfreiheits-
graden natiirlich auch direkt mit Hilfe der Molekulardynamik behandelt werden. Unter
der Annahme dafl Stofle wesentlich kiirzer andauern als die Zeit zwischen den Stofien,
kann man die Geschwindigkeit der Teilchen nach dem Stofl durch die Materialparameter
und die Geschwindigkeiten vor dem Stoff ausdriicken. Mit der Teilchenmasse m, dem
Radius @ und dem Trigheitsmoment I = gma® mit ¢ = 2/5 sind kugelférmige Teilchen
spezifiziert. Die Materialparameter r und § beschreiben dann den Energieverlust beim
StoB. » = 1 und 8 = 1 bedeutet elastisch mit Ankopplung der Rotation, § = —1 ver-
meidet die Ankopplung des Rotationsfreiheitsgrads. Alle Werte r < 1 oder —1 < 8 < 1
fiihren zu Energieverlust. Die Geschwindigkeiten v und die Winkelgeschwindigkeiten w
nach einem Stof} sind

147 q(1+ 3
v, = v,— 5 ’%—%(’W#—’UT), (13.8)

1 1
v, = v, + ;rvn %(vt+vr) : (13.9)
1+8 .,
w;‘ = Wy —+ m[’r X ('Ut + 'Ur)] und (1310)
1+p6
R e A P . 13.11
w), w —I—a(2q+2)[rx(vt+v)], ( )

wobei p und v die Stofpartner identifiziert. Die Relativgeschwindigkeit wurde dabei in
einen Normal- (v,), einen Tangential- (v;) und einen Drehanteil (v,) aufgeteilt, und 7
bezeichnet den Einheitsnormalenvektor am Teilchenkontakt.

Die Parameter A, B und C aus den Gleichungen 13.6 und 13.7 haben die Bedeutung von
Translations- (A) und Rotationsenergieverlust (C') bzw. quantifizieren die Kopplung (B)
der beiden Freiheitsgrade. In einem zweidimensionalen System kann man zeigen dafl

A = 1_4T2+g(1—n), (13.12)

B = 20 (13.13)
_ M(y_N

¢ = 2 (1 q) (13.14)

n = q(1+8)/(2¢+2) (13.15)

ist, wie im MAPLE Programm des letzten Abschnitts bereits eingesetzt wurde. Zur Physik
sei zu bemerken, dafl die Zeit in den Zeitentwicklungsgleichungen mit einer typischen
Kollisionsrate skaliert wurde, die von Systemparametern wie z.B. der Dichte abhéngt.

Fiithrt man nun unterschiedliche Simulationen mit “beliebigen” Parametern durch, so wird
man feststellen, dal die Losung der diskreten Simulation in vielen Fallen ezakt mit der
theoretischen Vorhersage iibereinstimmt, siehe Abb. 13.4.
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Abbildung 13.4: (Links) Translationsenergie 7' als Function der skalierten Zeit A7 mit
T < t. Verschiedene Symbole gehoren zu unterschiedlichen Simulationen mit N = 99856
Teilchen und Dichte p = 0.25 (large), N = 198, p = 0.25 (small) und N = 198, p = 0.01
(dilute). Als Materialparameter wurden r» = 0.99 und die in der Figur angegebenen
Werte fiir 5 verwendet. Die Linien geben die numerische Losung von 7' der Gleichungen
13.6 und 13.7 an. (Rechts) Skalierte Rotationsenergie RA/(2B) als Function von Ar.
Die Simulationen sind aus Abb. 13.4 entnommen, und die Linien geben die numerische
Lésung von RA/(2B) an.

Beobachtet man insbesondere die groflen Simulationen genauer, so stellt man fiir gréfie-
re Zeiten Abweichungen zwischen Simulation und Theorie fest. Dies kommt daher, daf§
bei der Herleitung der Gleichungen 13.6 und 13.7 die Homogenitit des Systems ange-
nommen wurde. In den Simulationen ergeben sich allerdings Situationen, in denen diese
Annahme falsch wird. In Abb. 13.5 sind Momentaufnahmen einer typischen Simulation
dargestellt. Es entwickeln sich aus dem homogenen Anfangszustand Fluktuationen der
Dichte, sog. Cluster von Teilchen entstehen. In diesem Fall wird die einfache theoretische
Beschreibung ungiiltig und man miifite detailliertere Betrachtungen anstellen.

Mit diesem letzten Beispiel einer Anwendung verschiedener Methoden auf eine Fragestel-
lung wurde nochmals die Bedeutung des Computers fiir die Physik klar. Interessante,
komplexe Probleme sind in verschiedenen Niveaus der Modellierung haufig nur mit Hilfe
des Computers zu behandeln.



234 KAPITEL 13. ANWENDUNGSBEISPIELE

t=0.640s, C/N = 39

5258
o

6.6 s, C/N =

Abbildung 13.5: Momentaufnahmen einer Simulation mit N = 79524 Teilchen in einem
System der Lénge L = 1000 a mit einer Dichte p = 0.25. Materialparameter waren r = 0.8
und § = —1. Die Farbskala gibt die maximale (rot), mittlere (griin) oder minmale Energie
einzelner Teilchen an.



Kapitel 14

Computeralgebra mit Maple

14.1 Einfiihrung

Gute Einfiihrungen in Maple sind André Heck, Introduction to Maple, Springer Verlag
sowie Michael Kofler, Maple V Release 4, Einfiihrung und Leitfaden fiir den Praktiker,
Addison Wesley. Weiterhin gibt es einige brauchbare Kurzeinfithrungen, die auf dem
Internet verfiigbar sind. Als Startpunkt der Suche empfiehlt sich www.maplesoft.com,
ein Rechner, der von den Maple-Entwicklern unterhalten wird.

Maple ist eines der am weitesten entwickelten Computeralgebra-Programme. Es bietet
einen weiten Vorrat an Symbolmanipulationsroutinen, numerischen Algorithmen, flexiblen
Daten- und Kontrollstrukturen fiir die Programmierung, grafische Ausgabemdoglichkeiten
und die Moglichkeit der Protokollierung der Sitzungen in sogenannten Arbeitsblédttern
(worksheets).

Ganz dhnliche Funktionalitdt wie Maple bieten Mathematica und Macsyma, andere weit-
verbreitete Computeralgebra-Programme, die nicht auf bestimmte Problemklassen spe-
zialisiert sind. Es sollte noch REDUCE erwédhnt werden, das weiterhin gepflegt wird und
als LISP Quellcode verfiigbar ist. REDUCE ist wie Macsyma ein “Veteran” und stammt
bereits aus den 60’er Jahren. Die auf LISP beruhenden Programme haben den Ruf,
mit Systemresourcen nicht sehr sparsam umzugehen, was insbesondere bei umfangreichen
symbolischen Operationen Probleme machen kann.

Die “modernen” Systeme wie Mathematica und Maple setzen auf einem algorithmischen
Kern aus C Routinen auf, in dem die Grundfunktionalitdt implementiert ist. Diese Syste-
me sind durch benutzerdefinierte Routinen erweiterbar, die entweder zur Laufzeit interpre-
tiert werden oder in einem kompakten, schnell lesbaren internen Zwischencode vorliegen.

Der Hauptvorteil der Computeralgebra liegt darin, daff bei symbolischer Manipulation

235
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keine Information verlorengeht. Falls Arithmetik erforderlich ist, so wird diese mit belie-
biger, bzw. bei numerischen Rechnungen mit einer vorher festgelegten (fast) beliebigen
Genaugkeit ausgefithrt. Der Hauptnachteil besteht in dem gegeniiber rein numerischen,
hardwareorientierten Ansitzen sehr groflen Bedarf an Speicherplatz und Rechenzeit.

Der folgende Text beabsichtigt nur, in die Grundideen von Maple einzufiihren, die hdufig
auch Entsprechungen in den Konzepten der anderen Programme haben, die sich dann
ebenfalls leicht erlernen lassen sollten. Komplexere Aufgabenstellungen sollten mit einem
der eingangs erwdhnten Biichern und der im Programmpaket enthaltenen interaktiven
Hilfefunktionalitét erschlieBbar werden.

14.2 Eingabe

Maple arbeitet zeilenorientiert. Es gibt daher sowohl eine kommandoorientierte Version,
die sich durch maple aufrufen 148t, als auch eine Version mit grafischer Benutzerober-
flache, die unter UNIX als xmaple startet. Deren wesentlicher Vorteil ist eine bessere
Editierbarkeit der Kommandos und natiirlich die viel besseren Mdglichkeiten, Grafiken
darzustellen. Der rein algorithmische Kern ist bei beiden Versionen gleich. Die aktuelle
Maple Version ist V, Release 5. Die folgenden Beispiele sind mit Release 3 und 4 gerechnet
worden.

Die Eingabesyntax ist dhnelt denen vieler prozeduraler Programmiersprachen mit den
iiblichen Operatoren, Assoziativitits-, Kommutativitits und Prdzedenzregeln.

Im interaktiven Betrieb wertet Maple alle Eingaben hinter dem Prompt > aus, sobald
sie durch ein Semikolon ; oder einen Doppelpunkt : beendet werden. Der Doppelpunkt
unterdriickt dabei die Ausgabe des berechneten Ergebnisses. Maple fiihrt Rechnungen
soweit moglich, symbolisch aus, und geht erst dann zu numerischen Rechnungen {iber,
wenn (i) es mit evalf (evaluate by floating point computation) dazu aufgefordert wird,
oder (ii) der zu berechnende Ausdruck eine bereits numerisch ermittelte Zahl enthélt,
wozu ein Punkt in der Zahldarstellung ausreicht. Kommentare werden durch # eingeleitet
und enden am Zeilenende.

> restart;
> 3 /7 + 5/8;

99

96
> # mit " Dbezieht man sich auf das jeweils letzte Ergebnis,
> # zweil "" bezeichnen das vorletzte Ergebnis, usw.

> evalf(");
1.053571429
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> evalf("",25);
1.053571428571428571428571

14.3 Hilfe, Dokumentation online

Eines der wichtigsten Hilfsmittel zum Umgang mit Maple ist die interaktiv verfiigbare
Hilfe. Man erreicht sie im Kommandozeilenmodus durch Voranstellen eines Fragezeichens
vor die Funktion, fiir die Hilfe benétigt wird, z.B. 7exp. Ein Index 148t sich iiber 7index
erreichen.

In Fenstersystemen gibt es zusétzlich leistungsfihige Suchmechanismen, die in der Regel
erlauben, die benétigte Funktionalitét in kurzer Zeit aufzufinden (Topic Search, Full Text
Search).

14.4 Variablen, Zuweisung und Auswertung

Jedes sinnvolle Objekt kann in Maple mit einen Namen verbunden werden Die Re-
prasentation eines solchen Objektes im Speicher beinhaltet den Typ, Speicherbereich fiir
die interne Darstellung der Zeichenkette sowie einen Zeiger, der auf einen eventuellen
“Wert” zeigt. In Abb. (14.1) ist als Beipiel die interne Darstellung eines polynomialen
Ausdrucks gezeigt. Ein bisher unbekannter Name in einem Ausdruck dient als Variable
in dem Sinne, da} Maple versucht, Operationen so durchzufiihren, daf fiir alle méglichen
Einsetzungen korrekte Ergebnisse resultieren.

Dieser Wert kann jetzt ein beliebiger anderer Name, eine Zahl, eine Funktionsvorschrift
oder ein anderer Maple-Datentyp sein. Ein Wert wird in einer Zuweisung festgelegt, die
entweder durch den Operator := oder funktional durch assign() durchgefiihrt wird. Zur
internen Reprisentation wird ein Objekt angelegt, dafl der linken Seite entspricht und
dann im Namensobjekt ein Zeiger auf diese Struktur eingetragen.

Achtung: Das Symbol = alleine trennt linke und rechte Seite einer mathematisch aufzu-
fassenden Gleichung, die selbst wieder ein Objekt darstellt, das zugewiesen werden kann.
Der auf der linken Seite einer Zuweisung stehende Ausdruck wird dabei von Maple vor
der Zuweisung zunéchst soweit moglich ausgewertet. Um eine Auswertung zu verhindern,
benutzt den linksgerichteten Akzent > oder evaln(); um eine Auswertung zu erzwingen,
stellt Maple eval() bereit.

Bei der Auswertung eines Ausdruckes folgt Maple dabei soweit wie moglich den Zeigern,
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Abbildung 14.1: Interne Reprisentation des Ausdrucks 2(1 + z) + 2? durch einen ge-
richteten, nichtzyklischen Graph (DAG) im Maple Kern. Summen werden aufgelost in
Summanden und die dazugehorigen Koeffizienten, sofern diese Konstanten sind. So steht
beispielsweise SUM ->(1+x) ->2 ->x"2 ->1 (doppelt umrahmt) fiir eine Summe mit den
Bestandteilen (1 + z) und z? mit den Koeffizienten 2 und 1. Ein Produkt wird wiederum
in Ausdriicke und Wiederholungsfaktoren zerlegt, die jetzt als Exponenten zu interpretie-
ren sind. Nur wenn diese Exponenten keine Konstanten sind (was in der Abbildung nicht
der Fall ist), ist es nétig, auf eine Struktur “Potenz” zuriickzugreifen.

die die verschiedenen Objekte miteinander verkniipfen. Falls sich dabei schleifenférmige
Abhédngigkeiten ergeben, so wird dies in neueren Versionen als Fehler erkannt und fiihrt
in dlteren Systemen zum Absturz.

\Y

restart;
# Ein Ausdruck wird mit einem Namen belegt
expression:= sin(x) + 3*x"3 +1/x;

Vv Vv

expression = sin(x )+ 32> + =
x

\Y

# wir ersetzen x durch y (keine Ausgabe) und werten neu aus
X := y: expression;

\

. 1
Sln(y)+3y3+§

\Y

# subs() erlaubt das (temporaere) Ersetzen, hier von y
subs( y=Pi, expression ) ;

\

1
sin(7) 437 + -
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> # eval erzwingt die Auswertung des neuen Ausdrucks
> eval( subs(y=Pi, expression ));
1
3m’ + =
™
> # alternativ haetten wir auch y den Wert Pi zuweisen koennen
>y := Pi; expression;
Yyi=m
1
3wt + =
T
> # Beispiel f'"ur eine fehlerhafte, rueckbezuegliche Def.
>a :=b: b :=’a:
> # Fehler in revision 3: Stack overflow: pid 26029, proc mapleV,
> # Fehler in revision 4: too many levels of recursion
> b;
Selbstkontrolle:
Warum miissen wir nach der Zuweisung x := y im obigen Beispiel im Ausdruck expres-

sion die Variable y substituieren und nicht x?

Wie hitte Maple’s Antwort auf die Eingabe a := b: b := a: b; gelautet?

Zu welchem Ausdruck wird subs( 1=3, x"1 + y ); ausgewertet? Beriicksichtigen Sie
dabei die interne Darstellung!

Wir haben oben gesehen, dafl Maple einige Namen bereits von sich aus belegt: dazu
gehoren die Namen interner Funktionen und Prozeduren wie eval() und subs() sowie
die Konstanten Pi und E. Vorsicht ist geboten bei Namen, die griechischen Buchstaben
entsprechen; der Name pi wird von Maple zwar als m wiedergegeben, aber intern existiert
keinerlei Verkniipfung zur Konstanten Pi. Die Konstante gamma ist die Euler-Mascheroni-
Konstante 0.57721. ...

Maple verwendet I, um die komplexe Einheit /—1 zu bezeichnen. Maple wertet Aus-
driicke normalerweise nur dann aus, wenn die nétigen Umformungen auch iiber den kom-
plexen Zahlen giiltig sind. Das Ergebnis wird aber, auch wenn es komplex ist, nicht
immer als komplexe Zahl dargestellt, sondern bleibt hiufig als Ausdruck stehen. Um eine
Zerlegung in Real- und Imaginérteil zu erreichen, benutzt man evalc.

> restart;
> exp( I *x Pi +2 );

o(I7+2)

> evalc(");
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> arcsin(2);

arcsin( 2)

> evalc(");

%w—]ln(2+\/§)

14.5 Eingebaute Funktionen und Prozeduren

An einem Beispiel sollen der Umfang und die Leistungsfihigkeit der Routinen demon-
striert werden, die Maple bereitstellt. Wir werden nicht auf die Syntax aller folgenden
Funktionen eingehen; Einzelheiten lassen sich am besten der online Hilfe entnehmen.

Maple kennt die Eigenschaften (Differenzierbarkeit, Wertebereich, Verzweigunsschnitte,
spezielle Werte) einer riesigen Menge eingebauter Funktionen, die von den iiblichen al-
gebraischen und trigonometrischen Funktionen iiber unstetige Vertreter wie der Heaviside-
oder der §-“Funktion” bis hin zu Exoten wie Lamberts W-Funktion mit W (z)xexp(W (z))
x reichen.

Dariiberhinaus gibt es viele Funktionen fiir die Manipulation von Ausdriicken, von denen
wir oben bereits subs kennengelernt haben. Maple unterscheidet die Typen procedure als
dem Namen einer Funktion/Prozedur und function, den man erhilt, wenn ein bekannter
oder nicht bekannter Name mit einer Argumentliste in runden Klammern versehen wird.

Hier gehen wir durch eine kurze Kurvendiskussion, um einen kurzen Eindruck von der
Breite moglicher Operationen zu gewinnen.

> f:= arctan( (2*xx"2-1) / (2*xx"2+1));

222 -1
= arctan(s———
f:=arc an(2m2+1)
> raw_df := diff(f,x);
i 2z22-1)x
rawdf e 2EFL (22741
o (222 —1)2
(222 +1)2
> df:=simplify( raw_df );
df =4 i

424 +1
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F:= int( df, x);
F := arctan(2 2?)
# Berechnung der Minima und Maxima (allg. unter Nebenbedingungen)

\

vV V.V V V

readlib(extrema) :

extrema( £, {}, x, ’s’ ), s;

{3 {lz=0})

zeroes:=solve( f=0, x );

1 1
zeroes 1= 2 \/_, —5\/5

# Probe: Einsetzen der Nullstellen, map wendet Funktion
# auf Elemente einer Liste an
map( y->subs(x=y,f), [zeroes] );

[arctan(0), arctan(0)]

# Taylorreihe um x=0 und infinity
series( f, x=0, 15);
1 8 32 128
——a+22”— -2+ =20 - — 2"+ 0"
4 3 3 7 (=)
series(f,x=infinity);
1 11 1
Sr— = +0(=
4 2 z? (:1:6)
# Liste aus 2 Graphen die dann gemeinsam mit verschiedenen Parametern
# dargestellt werden
f_plot := plot(f, x=-infinity..infinity,linestyle=0,thickness=2 ):
df _plot:= plot(df,x=-infinity..infinity,linestyle=4 ):
plots[display] (\{f_plot, df_plot\},title=‘function and derivative‘);

function and derivative
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Ausdriicke, Funktionen und Prozeduren

Wir haben oben Beispiele von Anweisungszeilen der Form
> f = x72 + akx + 1;

f=a+azx+1

gesehen. Hier wurde f ein Ausdruck mit Variablen zugewiesen. Maple zeichnet kei-

ne Variable in besonderer Form aus, so dafl vielen Operationen noch mitgeteilt werden
mufl, beziiglich welcher Variablen sie arbeiten sollen, so wir wir das oben am Beispiel
der Integration und Differentiation gesehen haben. Ein Problem ist, dafl die als Unbe-
kannte benutzte Variable (sagen wir z) nachtriglich an einen Wert oder einen anderen
Variablennamen gebunden werden kann (vgl. Abschnitt Zuweisungen), was interessante
Effekte hervorruft:

> diff(f,x);
2z +a

> x:=2: diff(f, x);
Error, wrong number (or type) of parameters in function diff

> x:= a: diff(f,x);
4a

Das liegt letztlich natiirlich daran, dal Maple zundchst auswertet und dann erst die
gewiinschte Operation durchfithrt. Mit einer “echten” Funktion erhalten wir die Frei-
heit, den fiir das Argument verwendeten Parameter frei zu wéhlen. Maple nutzt da-
bei zwei dquivalente Schreibweisen, eine mittels eines Pfeiloperators, die andere mittels
Schliisselwort proc.

> f:= x->x72;

f =z — x?
> £(y), £(4);
y?, 16
> # ein Fehler, der haeufig auch passiert, bevor f definiert ist
> # Bedeutung: ein spezieller Wert von f wird errinnert
> £(4):=17: £(4);
> }

17
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> # op erlaubt, Komponenten eines Ausdrucks zu selektieren
> # op( 0, eval(f) ) O=Funktionsname; ..; 4=remember table
> op( 4 , eval(f) );

table(]
4=17

# Zeilenumbruch innerhalb von Prozeduren: SHIFT+RETURN
# Typueberpuefung von Argumenten optional, auch Liste moeglich
fibo := proc(n::nonneg)
Zeilenumbruch SHIFT+ENTER
if n > 1 then fibo(n-1) + fibo(n-2)
else 1
fi;
end;

vV VVVYVYVVYV

fibo := proc(n::nonneg)if 1 < nthenfibo(n — 1) + fibo(n — 2) else 1 fiend

> fibo(3), time(fibo(20)); op( 4, eval(fibo));
3,4.339
> # option remember:
> # Funktion erinnert nun automatisch bereits berechnete Werte
> fibo := proc(n::nonneg) option remember;
> if n > 1 then fibo(n-1) + fibo(n-2)
> else 1
> fi;
> end;

fibo :=
proc(n::nonneg) optionremember; if 1 < nthenfibo(n — 1) + fibo(n — 2) else 1 fiend

> fibo(3), time(fibo(3000));
3,1.329

Die Tiefen von Maple lassen sich durch Studium des Maple Programmcodes der Maple-
Prozeduren ergriinden. Diese erhélt man nach dem Aufruf interface( verboseproc=3 )
mit print ( Prozedurname ). Unter anderem 148t sich so auch der Differentiationsoperator
D entweihen. ..
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Wo Maple sonst einen Ausdruck erwartet, kann auch eine Prozedur mit entsprechen-
den Argumentvariablen stehen. Die Wahl des Namens dieser Variable kann jetzt aber
natiirlich eine andere sein als bei der Definition der Prozedur. Wie im Beispiel gesehen,
mufl man darauf achten, niemals einen Audruck der Form f£(x) := x~2 zur Funktions-
vereinbarung zu verwenden. Wie wir oben gesehen haben, merkt sich Maple dann nur,
was f zuriickliefern soll, wenn das Argument gerade ’x’ ist.

Mit Hilfe der Funktion unapply ist es moglich, Variablen eines Ausdrucks als formale
Argumentparameter zu kennzeichen und somit einen Ausdruck in eine echte Funktion
umzuwandeln.

> expression := x"2 + b *x + c:
> f := unapply(expression, x);

f=zx—oz+br+c

14.6 Verzogerung der Auswertung, Numerik

Eine Moglichkeit, die Auswertung von Ausdriicken zu unterdriicken, haben wir bereits
kennengelernt. Selbst wenn der Name x auf ein anderes Objekt verweist, kann man sich
mit linksgerichteten Akzenten auf ’x’ selbst beziehen, x wird nicht ausgewertet.

Eine weitere Moglichkeit, die Auswertung zu verhindern, ist die Verwendung inerter Pro-
zeduren. Diese beginnen mit Groflbuchstaben, schreiben sich aber sonst wie ihre fleiflige-
ren Geschwister: Int, Limit, Sum, Diff, etc. So ist beispielsweise die inerte Funktion
Int notwendig, um eine numerische Integration der Originalfunktion zu bewirken. An-
sonsten versucht Maple das Integral zundchst analytisch auszuwerten und erst dann den
entstehenden Ausdruck numerisch zu berechnen. Im folgenden Beispiel ist eine Funkti-
on gezeigt, deren uneigentliches Integral Maple in Release 4 falsch zu 0 auswertet. Man
muf} daher die analytische Auswertung unterdriicken, um noch ein (richtiges) numerisches
Resultat zu bekommen.

\

# diese Funktion ist > O fuer alle x, daher ist das
# Integral ueber R auch groesser als 0
> f = x> 1/(x"4+x+1);

\Y

1

=T
fi=z i+ z+1

\

# maple ist leider anderer Meinung
int(f(x), x=-infinity..infinity);

0

\
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> # daher wollen wir die Integration numerisch durchfuehren
> Int(f(x), x=-infinity..infinity);

o 1
[ —
Tt tr+1

> # mit 30 Stellen Genauigkeit
> evalf (", 30 );

2.68354824425647647957447074409

14.7 Objektattribute

Maple scheint bei bestimmten einfachen Umformungen zu versagen. So weigert es sich
etwa, sqrt(a*a) zu a zu vereinfachen. Nun ist diese Vereinfachung tatséchlich nur dann
gliltig, wenn a eine positive reelle Zahl ist. In allen anderen Féllen mufl die Mehrdeutigkeit
der Wurzelfunktion beachtet werden. Dieses Problem tritt ganz allgemein auf bei ana-
lytisch fortsetzbaren Funktionen, die ggfs. mehrdeutige Wertebereiche aufweisen. Solche
Funktionen fiihren Maples Integrationsroutinen héufig bei komplexen Kurventintegralen
in die Irre.

Als eine teilweise Losung des Problems erlaubt Maple es daher, mit Hilfe der assume Pro-
zedur eine Variable mit einer Eigenschaft (property) auszustatten. Dabei sind bestimm-
te Schliisselworte wie real, positive, negative, nonneg, integer, imaginary aber
auch Intervallangaben zuléssig: z.B. sind assume( a, nonneg ) und assume( a>= 0)
gleichbedeutend.

> sqrt(a*a);

Va2

Y

# Eine mit speziellen Eigenschaften versehene Zahl ist durch
# ein nachgestelltes ~ gekennzeichnet
assume( a>= 0); sqrt(a~2);

Vv Vv

a

> # Manchmal ist es eine gute Idee, Maple nach seinen Vorurteilen
> # zu fragen:
> about (a);
Originally a, renamed a\symbol{126}:
is assumed to be: RealRange(0,infinity)

Maple ist in der Lage, mit diesen Eigenschaften zu “rechnen.” Schrinkt man etwa a
darauf ein, eine reelle Zahl zu sein, dann kann Maple deduzieren, dafl dann exp(a) eine
positive reelle Zahl ist. Damit kann es den Ausdruck sqrt( (exp(a))~2 ) zu exp(a)
vereinfachen.
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14.8 Weitere Datenstrukturen

Maple gibt in Féllen, in denen mehrere Antworten richtig sind, hiufig als Ergebnis eine
Folge zuriick. Dies ist eine durch Kommata getrennte Aufzdhlung von Ausdriicken, die
weder in eckigen noch geschwungenen Klammern steht. Z.B. bekommen wir eine Folge,
wenn wir nach den Nullstellen eines Polynoms fragen. Folgen konnen auch explizit gene-
riert werden. Z.B. erzeugt seq(i~2, i=0..9) die Sequenz der ersten 10 Quadratzahlen
0,1,4...81.

Listen

Im unteren Beispiel berechen wir mit allvalues eine Sequenz von Nullstellen einer Funk-
tion, die wir mit eckigen Klammern [] umgeben, wodurch eine geordnete Liste entsteht,
die wir dann mit map weiterverarbeiten. map entnimmt jedes Element aus der Liste, und
formt mit den Ergebnissen der Anwendung der als erstes Argument spezifizierten Funktion
eine neue Liste, unter Beibehaltung der Reihenfolge.

> # Maple scheint zu dumm, um Nullstellen zu ermitteln
> f:= x~4-x-1: solvel f=0, x);

RootOf( _Z*— _Z —1)

> # wir koennen aber noch hartnaeckiger nachfragen,
> # gleichzeitig verpacken wir die Nullstellen in eine Liste []
> zeroes := [ evalf( allvalues( ") , 20) 1;
zeroes := [—.72449195900051561159,
—.24812606280262193189 — 1.0339820609759677567 I,
—.24812606280262193189 + 1.0339820609759677567 I,
1.2207440846057594754]
> # Zur Probe Einsetzen in f, Berechnen der Funktionswerte
> map( y-> evalf( subs( x=y, f) ) , zeroes );

[0,0,0,0]

Listen kénnen beliebig ineinander verschachtelt werden und beliebige Datentypen als Ele-
mente enthalten. Maple-intern sind Listen lineare Felder von Zeigern auf ihre Elemente.
Die Anzahl der Elemente wird durch nops ermittelt, der direkte Zugriff auf Elemente
erfolgt durch einen in eckigen Klammern angegebenen Index. Das erste Element der Liste
trigt im Gegensatz zu C aber in Ubereinstimmung mit z.B. FORTRAN den Index 1.
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Mengen

Mengen (sets) werden in Maple durch geschweifte Klammern angedeutet. Sie unterschei-
den sich in ihrem Verhalten von Listen dadurch, dafl Maple automatisch gleiche Elemente
eliminiert und gleichzeitig die Erhaltung der Reihenfolge nicht garantiert ist. Mengen
werden hiufig als Eingabeparameter von Prozeduren verwendet, wenn mehrere Variablen-
namen oder Gleichungen iibergeben werden miissen, bei denen es ja auf die Reihenfolge
nicht ankommt. Eine solche Anwendung haben wir bereits am Ende des Beispieles in
Abschnitt 14.5 gesehen, als wir eine Grafik mit mehreren Kurven generiert haben.

Tabellen und Felder

Tabellen sind Zuordnungsvorschriften, die einem Element eines Schliisseldatentyps einen
“Wert” zuordnen. Wir haben Tabellen bei der Diskussion der remember Option von
Prozeduren kennengelernt. Intern sind Tabellen als Hash tables organisiert, d.h. dafl die
Position des gesuchten Elementes i.w. durch eine Indexfunktion ermittelt wird und so ein
sehr schneller Zugriff unabhingig von der Elementposition erfolgen kann.

> table( [seq(i=2%i,i=0..1) 1 );

table ([

> al[1];

Felder verhalten sich wie mehrdimensionale Tabellen mit speziellen Vereinbarungen fiir
die zulédssigen Indizes, die frei wiahlbare, aber liickenlose Bereiche von ganzen Zahlen sein
miissen. Nicht alle Feldelemente miissen definiert werden. Das Feld kann zusétzliche Ei-
genschaften aufweisen, wie sparse, tridiagonal, identity, diagonal, symmetric,
antisymmetric, die Maple erlauben, die Werte speichereffizient abzulegen. Diese Eigen-
schaften sind letztlich Indizierungsfunktionen, die man als Benutzer auch selbst definieren
kann.
> a:= array( symmetric, 0..1, 0..1, [ (0,0) =7, (0,1) = exp(3) 1 );
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a:= rray(symmetm’c, 0..1,0..1, [

,0) =

ja)
—_

bl

—
(=)

1’ ap,
)

—

(0
(0, 1)
(1, 0)
(1,1)

Y

> al[1,0];

14.9 Lineare Algebra

Der Einsatz von Feldern liegt insbesondere in der linearen Algebra, in der mit Matrizen
umgegangen werden mufl. Matrizen sind spezielle Felder, deren Indexbereiche immer mit
1 beginnen. Das Paket zu Aufgabenstellungen aus der linearen Algebra stellt die Funktion
matrix zur Verfiigung, mit deren Hilfe sich Matrizen leicht erzeugen lassen, wenn man
eine Funktion angeben kann, die die Eintrage berechnet. Ansonsten kann die Angabe der
Werte auch iiber geschachtelte Listen erfolgen.

Die Auswertung von Ausdriicken die Matrizenaddition oder -multiplikation verwenden,
geschieht mit evalm. Bei der Matrizenmultiplikation mufl beachtet werden, dafl das Sym-
bol * in Maple fiir eine kommutative Multiplikationsoperation reserviert ist. Um die
Nichtkommutativitdt von Matrizenmultiplikationen anzudeuten, wird der Operator &*
verwendet.

Die Vielfalt der moglichen Operationen sieht man der Ausgabe von Maple beim Laden

der Bibliothek durch die Anweisung with(linalg); an.
> restart:
> a:= array( symmetric, 0..1, 0..1, [ (0,0)=7,
> (0,1) = exp(5) 1 );

a:= array(symmetric, 0..1,0..1, [

(0,0) =
(0,
(1
(1

)

—

(=)

6
y 6
ay,

)
)
)

—

Y

> with ( linalg );
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace
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[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol,
addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatriz, charmat,
charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyinto,
crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals,
etgenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal, exponential, extend,
ffoausselim, fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim, gaussjord, geneqns, genmatriz,
grad, hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, thermite, indexfunc, innerprod,
intbasis, inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs,
linsolve, matadd, matriz, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norm, normalize,
nullspace, orthog, permanent, pivot, potential, randmatriz, randvector, rank, ratform,
row, rowdim, rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stack, submatriz,
subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose,
vandermonde, vecpotent, vectdim, vector, wronskian]

> # matrix und eine anonyme Funktion zur Erzeugung von b

> br=matrix( 2, 2, (i,j) -> 2*%i +j ):

> # Maple merkt, dass a nicht den passenden Indexbereich besitzt
> evalm( a &% b );

a &x*

# wir wandeln a also mittels Listenschreibweise in eine Matrix um
c := matrix( 2,2, [ seq( seq( ali,jl,i=0..1),j=0..1) 1 );

vV Vv

\

# das Ergebnis von evalm ist eine Matrix
mproduct:= evalm ( ¢ &* b );

\

21 +5¢€° 28 + 6¢€°
mproduct :=

3e°+5a1; 4e°+6ap

# die wir als solche weiterverarbeiten k\"onnen
eigenvals( mproduct );

21 9 1
S5 +3a+ 5 V441 + 37865+ 308 ay,1 + 73 (¢5)? + 108 ¢ ay 1 + 364112,
21 9 1
S Bayy — 5 (/41437865 +308ay,1 + T3 (¢7)2 + 108 P ay, + 36 a1

Vv Vv
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14.10 Grafik

Ein Beispiel fiir Grafik mit Maple haben wir bereits in Abschnitt 14.5 gesehen, als wir
einen Funktionsverlauf grafisch dargestellt haben. plot ist in der Lage zweidimensionale
Graphen, die entweder in expliziter Form (y-Wert als Formel oder Funktion, = variiert)
oder in parametrischer Form (z und y als Funktionen einer weiteren Variable, des Kurven-
parameters) vorgegeben sind. Uber optionale Parameter wie color, style, thickness
laBt sich die Ausgabe beeinflussen. Im Beispiel zeigen wir den Vergleich einer Bessel-

Funktion mit einem abklingenden Sinus, sowie die Manipulationen, die erforderlich sind,
um eine Punktwolke darzustellen.

> restart:

> plot( \{BesselJ(0,x), sin(x)/x\}, x=-20..20);

> # eine Liste von einzelnen Datenpunktenl, die plot leider nur
> # zu parallelen Linien ueberredet

> 1st:= [seq( i"2, i=0..9 ) ]1: plot ( 1st );
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80+

60+

401

20+

-10 -5 0 5 10

> # um Punktmengen darzustellen, muessen wir
> # (x,y) Paare erzeugen
> pairs := \{ seq( [ i, lst[i+1] 1, i=0..9 )\};

pairs := {[0, 0], [1, 1], [2, 4], [3, 9], [4, 16], [5, 25], [6, 36], [7, 49], [8, 64], [9, 81]}

> plot ( pairs );

80+

60+

a0+

20+

Im letzten Kommando hétten wir mit dem optionalen Argument style=point Einzel-
punkte ausgeben kénnen. Auch dreidimensionale Darstellungen sind in grosser Vielfalt
moglich. Wir verweisen dazu auf Maple’s online Hilfefunktion.
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14.11 Ein- und Ausgabe, Zusammenarbeit mit ande-
ren Programmen

Neben der Moglichkeit, die Arbeitsblitter extern abzulegen und bei Bedarf wieder zu
laden, kann Maple auch Daten aus externen Daten in interne Datenstrukturen einlesen
und dann bearbeiten. Fiir geeignet formatierte Daten gibt es dazu die Funktion readdata,
die als erstes Argument den Namen einer Datei, als zweites die Anzahl der zu lesenden
Datenspalten erwartet. Die Funktion erzeugt eine Liste von Listen, die sich zur Anzeige
mit plot eignet.

Nehmen wir an, die Datei data enthalte den folgenden Inhalt,

w N =
o ;N
©O© N W

dann erzeugt readdata( ‘data‘, 3 ) die Liste
> 1st := readdata( ‘data‘, 3 );

Ist :=[[1., 2., 3], [2., 5., 7], [3., 5.2, 9.]]

Diese kann mit
> writedata ( ‘datal‘, 1lst );

wieder in eine Datei datal zuriickgeschrieben werden. Man beachte, dal Maple Zeichen-
ketten wie Dateinamen durch die Benutzung von Rechtsakzenten ¢ identifiziert. Maple
sucht dann nicht nach Variablen, die es auswerten konnte.

Um die manchmal komplexen Ausdriicke, die als Ergebnis einer Sitzung mit Maple ent-
stehen konnen auch in externen numerischen Rechnungen nutzen zu kénnen, gibt es Rou-
tinen, die Ausdriicke in syntaktisch korrekte Formen externer Programmiersprachen brin-
gen konnen, hier am Beispiel einer im Hinblick auf numerische Auswertungen optimierten
Losung eines Polynoms dritten Grades:

> restart:

> polyeqn := x"3 - axx =1;
3

polyeqn :=z° —azx =1
> sols := solve ( polyeqn, x );
1 1/3 a 1 1/3 a 1 1 1/3 a
Is .= — %1% + 2 —— 1Y - STVB(= %1V — 2 ,
sols 6% + 1175 12% %11/3-1-2 \/_(6% %11/3)

1 1/3 a 1 1 1/3 a
—— %1% — — S IV3(Z%1Y? -2
12 %11/3 2 (6 %11/3)

%1 :=108 +12v—12a3 + 81
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> # erste Loesung nehmen
> soll := sols[1]:
> # Funktion zur Umwandlung in C nachladen
> readlib( C);
> # und Programmcode erzeugen
> C( soll, ‘optimized‘);
proc() ... end

tl = axa;

t4 = sqrt(-12.0%t1*a+81.0);

t6 = pow(108.0+12.0%t4,1.0/3.0);

t9 = t6/6+2.0%a/t6;
> # Dbzw gleich in eine Datei schrieben
> C( soll, ‘optimized‘, filename = ‘file.c‘);

14.12 Weiteres

Damit haben wir unseren Schnelldurchgang durch Maple beendet und haben eine grosse
Menge von Funktionalitdt noch nicht besprochen. Hierzu gehoren viele zahlentheoreti-
sche Funktionen, die Interna der Integrations- und Differntiationsroutinen, Auswertung
von Reihen und Grenzwertbildung, Maples verschiedene Méglichkeiten, Ausdriicke zu ver-
einfachen, zu faktorisieren, nach Vorfaktoren zu ordnen, die Loser fiir gewéhnliche und
partielle Differentialgleichungen, sowie die Méglichkeiten der linearen Algebra und nicht
zuletzt auch der 3D Grafik.

Vieles 1488t sich durch die bereits mehrfach empfohlene online Hilfe finden, fiir weitere
Interna miissen wir auf die Literatur verweisen.



