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Vorwort vVorwortEin sehr gro�er Teil der gesamten im Kosmos be�ndli
hen Materie liegt imgasf�ormigen Zustand vor. Auf Grund auftretender Gravitations- und damit ver-bundener Zentrifugalkr�afte resultieren Gas
�usse, wie sie z.B. in Akkretionss
hei-ben in Doppelsternsystemen oder in den di�erenziell rotierenden S
hi
hten allerSterne vorkommen. Eine sol
he Gasdynamik ist physikalis
h nur mit den Glei-
hungen der Hydrodynamik zu bes
hreiben, bei deren Anwendung man versu
htist, das in den Glei
hungen auftretende Ges
hwindigkeitsfeld zu l�osen. Dazu wur-den viele numeris
he Methoden entwi
kelt, u.a. sei hier die Methode der SmoothedParti
le Hydrodynami
s (SPH ) erw�ahnt, wel
he nat�urli
h imstande ist, hydro-dynamis
he (makroskopis
he) Parameter einzubinden und damit makroskopis
heE�ekte zu ber�u
ksi
htigen. Demgegen�uber steht die in dieser Arbeit verwende-te Methode der Molekulardynamik, wel
he explizit die Trajektorien der in denSimulationen das Gas oder das granulare Material aufbauenden Teil
hen nume-ris
h bere
hnet. Die MD-Methoden stellen insofern zur SPH keine Konkurrenzdar, als sie nur die Bewegung diskreter Teil
hen betra
htet. Gro�er Vorteil ge-gen�uber der SPH ist zweifellos die M�ogli
hkeit der Ber�u
ksi
htigung dissipativerSto�vorg�ange.Im Allgemeinen stellt diese Arbeit mehr eine generelle Untersu
hung von s
hei-ben- und ringf�ormigen Aggregaten von diskreten Teil
hen dar als eine expliziteAnalyse von Akkretions- oder Staubs
heiben. Mit Hilfe molekulardynamis
herMethoden werden einerseits die gefundenen Eigens
haften von sol
hen ringf�ormi-gen Teil
hensystemen diskutiert und analysiert, andererseits ein �Ubergang vomdiskretenN -Teil
hen-System (MD-Simulation) zum kontinuierli
hen Medium (Hy-drodynamik) versu
ht, indem die Simulationsergebnisse mit speziellen L�osungender hydrodynamis
hen Grundglei
hungen vergli
hen werden, wobei im Rahmender Auswertungen wi
htige Teil
hengr�o�en �uber viele Teil
hen in hinrei
hendkleinen Volumenelementen gemittelt werden. Deshalb wird in einem ersten Ka-pitel eine Einf�uhrung in die Theorie der Hydrodynamik und ihrer grundlegendenGlei
hungen gegeben, wel
he in sp�ateren Kapiteln im Speziellen untersu
ht und�uberpr�uft werden. Das zweite Kapitel handelt von der in dieser Arbeit verwen-deten Simulationsmethode und die damit verbundenen physikalis
hen Approxi-mationen, ferner werden erste Ergebnisse pr�asentiert. Das dritte Kapitel zeigtdann die zu Grunde gelegten Annahmen der kinetis
hen Theorie und es werdendie f�ur die Simulationen relevanten Parameter wie Zeits
hritt und Dissipationdiskutiert und ihre Werte hinsi
htli
h der Optimierung des Programmlaufes undder physikalis
hen Erfordernisse geeignet gew�ahlt. Im Rahmen allgemeiner Un-tersu
hungen ringf�ormiger Systeme des vierten Kapitels wurde mehr die N�ahe zuplanetaris
hen Ringen gesu
ht, um bessere Verglei
hsm�ogli
hkeiten mit anderentheoretis
hen Arbeiten zu haben. Es wird dort vor allem das Hauptaugenmerk aufdie Temperaturverteilung in den Systemen gelegt. Kapitel f�unf und se
hs widmen



vi Vorwortsi
h auss
hlie�li
h der �Uberpr�ufung der Navier-Stokes-Glei
hung, wel
he in geeig-neter Form die radiale wie au
h die vertikale Dynamik der Ringe und S
heibenbes
hreibt. Letztendli
h wird no
h kurz der Ein
uss eines weiteren Gravitations-potenzials in Form eines umlaufenden Mondes auf den Ring untersu
ht.Im Gro�en und Ganzen soll diese Arbeit verdeutli
hen, dass ni
ht nur granu-lare Medien, aus denen planetaris
he Ringe bestehen, sondern au
h gasf�ormigeMaterieansammlungen dur
h die mikroskopis
he Natur der Molekulardynamikbes
hrieben werden k�onnen.



Vorwort vii

Eine supermassive Staubs
heibe im Zentrum der GalaxieNGC 4261, aufgenommen am 4. Dezember 1995 mit derWFPC2 des Hubble Spa
e Teles
ope.

Saturn, wie er von der WFPC2 am 1. Dezember 1994 vomHubble Spa
e Teles
ope aufgenommen wurde. Sein Ringsystemzeigt deutli
h die dunkle Cassini-Spalte.
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1. Grundlagen der Hydrodynamik
F�ur die Bes
hreibung der Bewegung eines Kontinuums denkt man es si
h inin�nitesimale Volumina zerlegt, wel
he aus dem Sto� bestehen, der das ganzeKontinuum aufbaut. Die Bewegung der Volumenelemente und ihre We
hselwir-kung untereinander ist im Folgenden von Interesse. Hinrei
hend viele Atome oderMolek�ule im Falle von Gasen, Fl�ussigkeiten oder gar Plasmen wie z.B. ionisierteSternmaterie in Akkretionss
heiben sollen ein sol
hes Volumenelement aufbauen,ihre Existenz aber in der Hydrodyamik, die ja eine makroskopis
he Theorie ist,ni
ht weiter bea
htet werden. Die in Abs
hnitt 2.3 eingef�uhrten Pseudoteil
hensind ni
ht mit diesen Volumenelementen zu verwe
hseln, sondern glei
hzustellenmit den erw�ahnten atomaren Teil
hen.Sol
he makroskopis
hen Volumenelemente i seien nun zu einer Referenzzeit t = t0an den Orten �i = (�i1; �i2; �i3)T (das sind die sog. materiellen Koordinaten, da sieden Ort eines Volumenelementes markieren) bez�ugli
h eines festen Koordinaten-systems. Jedes Volumenelement nimmt zur Referenzzeit einen anderen Ort einund wird daher dur
h seine materiellen Koordinaten eindeutig identi�ziert. F�urZeiten t > t0 bewegen sie si
h von ihren urspr�ungli
hen Orten weg und �ndensi
h f�ur irgendein t an den aktuellen Ortenxi = xi ��i; t� (1.1)wieder (das sind die sog. r�aumli
hen Koordinaten, da sie kein Volumenelement,sondern einen festen Punkt im Raum, der von den Volumenelementen passiertwerden kann, kennzei
hnen), nat�urli
h vereinbarungsgem�a� mit xi ��i; t0� = �ials Anfangsbedingung. Die Abh�angigkeit des aktuellen Ortes xi des Volumenele-ments vom Ausgangsort �i stellt n�amli
h ein Anfangswertproblem dar: ist ne-ben dem Ausgangsort no
h die Beziehung (1.1) bekannt, so kann man f�ur jedenZeitpunkt t den aktuellen Ort bestimmen. Gl. (1.1) stellt also die Bahnen derVolumenelemente im Raum dar, deren Bestimmung z.B. eines der obersten Zieleder klassis
hen Me
hanik ist.



2 1.1 Die materielle und r�aumli
he Betra
htungsweise1.1. Die materielle und r�aumli
heBetra
htungsweiseWenn si
h nun ein Kontinuum dur
h den Raum bewegt, so werden si
h i.A.wi
htige Gr�o�en mit der Zeit �andern. Um die zeitli
he �Anderung einer Gr�o�e An�aher zu untersu
hen, hat man zwei M�ogli
hkeiten:� entweder man setzt das Koordinatensystem des Beoba
hters in das Volu-menelement i und beoba
htet die zeitli
he �Anderung der an das Volumen-element gehefteten, zu untersu
henden Gr�o�e A (dann ist A = A(�i; t),worin die materiellen Koordinaten konstant sind und t die Variable ist! Lagrange's
hes Bild),� oder man betra
htet einen festen Punkt xi des Raumes und beoba
htet diesi
h an diesem Ort auf Grund der passierenden Volumenelemente �andernde,zu untersu
hende Gr�o�e (dann ist A = A (xi; t), worin die r�aumli
hen Ko-ordinaten ein konstanter Parameter und t die Variable sind ! Euler's
hesBild).Die Gr�o�e A kann z.B. ein skalares Di
hte- oder Temperaturfeld, ein vektoriellesGes
hwindigkeits- oder Bes
hleunigungsfeld v bzw. a oder au
h ein tensoriellesSpannungsfeld T sein.Das Euler's
he Bild impliziert, dass vers
hiedene Volumenelemente jeweils zuunters
hiedli
hen Zeitpunkten einen festen r�aumli
hen Ort passieren, da ein kon-stantes r�aumli
hes Koordinatentripel und eine variable Zeit gem�a� Gl. (1.1) au
heinen variablen Satz materieller Koordinaten (d.h. vers
hiedene Volumenelemen-te) zur Folge hat.1.2. Die materielle Ableitung und dieBes
hleunigung eines VolumenelementsDie totale Zeitableitung einer Gr�o�e A(�i; t) im Lagrange's
hen Bild istDADt = ��A�t ��i=�i0 + �A��i1 ����t=t0 ��i1�t + �A��i2 ����t=t0 ��i2�t + �A��i3 ����t=t0 ��i3�t= ��A�t ��i=�i0 : (1.2)Hierin vers
hwinden die ��i��t (mit � = 1; 2; 3 f�ur die drei Raumdimensionen x; y; z),da ja ein bestimmtes Volumenelement i betra
htet wird und deshalb seine mate-riellen Koordinaten zeitli
h konstant bleiben. Die totale Zeitableitung derselben



Grundlagen der Hydrodynamik 3Gr�o�e im Euler's
hen Bild, also A = A(xi(�i; t); t), istDADt = ��A�t �xi=xi0 + �A�xi1 ����t=t0 �xi1�t + �A�xi2 ����t=t0 �xi2�t + �A�xi3 ����t=t0 �xi3�t : (1.3)Da diese totalen Zeitableitungen hinsi
htli
h eines dur
h seine materiellen Koor-dinaten eindeutig identi�zierten Volumenelements zu bilden sind, nennt man sieau
h die materiellen oder substanziellen Zeitableitungen D=Dt, wie sie z.B. au
hin der Navier-Stokes-Glei
hung (im Folgenden abgek�urzt als NSG ges
hrieben)vorkommen.Da in Gl. (1.3) die zeitabh�angigen r�aumli
hen Koordinaten xi die Trajektorieeines Volumenelements �i repr�asentieren, sind dievi� = dxi�dt (1.4)die Ges
hwindigkeitskomponenten des Volumenelements am Ort xi(t). Damitkann Gl. (1.3) vektoriell au
h alsDADt = �A�t + v � (rA) = �A�t + (v �r)A (1.5)ges
hrieben werden, wobei der Punkt das Skalarprodukt zwis
hen Tensoren be-liebiger Stufe kennzei
hnet. F�ur vektorielle Gr�o�en, wie z.B. das in der NSGvorkommende Ges
hwindigkeitsfeld v, gilt �ahnli
hDvDt = �v�t + (v �r) v ; (1.6)wobei f�ur den in der Ges
hwindigkeit ni
ht-linearen Term zus�atzli
h(v �r)v = (rv) � v = (rd v)T � v (1.7)gilt. W�ahrend rv einen Vektorgradienten darstellt (wel
her f�ur die S
hervis-kosit�at in Kapitel 3.2.3 wi
htig wird), bezei
hnet der Index "d\ ein dyadis
hesProdukt.Gl. (1.6) ist bereits die Bes
hleunigung eines materiellen Volumenelements imEuler's
hen Bild, d.h. es ist in Gl. (1.3) die allgemeine Gr�o�e A dur
h die Vek-torkomponenten v� ersetzt worden. Zur Bes
hleunigung im Lagrange's
hen Bildkommt man, wenn man Gl. (1.2) zu Grunde legt.Zusammenfassend sei no
hmals erw�ahnt, dass man in der Lagrange's
hen Dar-stellungsweise einem Volumenelement �i auf seiner Bahn folgt und si
h damitspeziell sein Ortsvektor xi(�i; t) wie au
h die zu beoba
htende Gr�o�e A(�i; t) zeit-li
h �andern. Demgegen�uber su
ht man si
h in der Euler's
hen Darstellung einenfesten Raumpunkt xi aus, wobei dieser dur
h vers
hiedene Volumenelemente zuvers
hiedenen Zeitpunkten besetzt wird und man der zu beoba
htenden Gr�o�eeine zeitli
he �Anderung unterstellen kann.



4 1.3 Die Massenbilanzglei
hung1.3. Die Massenbilanzglei
hungF�ur das Folgende sei no
hmals erw�ahnt, dass der bisher eingef�uhrte Begri� ei-nes Volumenelements im hydrodynamis
hen Sinn einen Berei
h im Kontinuumrepr�asentiert, der ein endli
h gro�es Volumen einnimmt, wel
hes viele Punktteil-
hen (Atome, Molek�ule, Pseudoteil
hen) beinhaltet.Die Masse eines Volumenelements mit Volumen �V (und Ober
�a
he �F ) istM = Z�V � dV : (1.8)Hier ist � die Massendi
hte des Volumenelements. Tritt mit der Zeit Materie ausder Ober
�a
he aus, so kann man eine Massenstromdi
hte (oder Impulsstrom-di
hte) �v = nmv = j mit v als Ges
hwindigkeit, n als Anzahldi
hte und mals die Masse der str�omenden Punktteil
hen (analog zur elektris
hen Stromdi
h-te nev in der Elektrodynamik) de�nieren, wel
he positiv ist, wenn Masse ausdem Volumenelement austritt und negativ, wenn Masse in das Volumenelementhinein
ie�t. F�ur die zeitli
he Massen�anderung gilt danndM1dt = Z�F �v � dF : (1.9)Andererseits wird au
h eine zeitli
he Massen�anderung des Volumenelements ein-treten, wenn si
h dessen Di
hte innerhalb �V zeitli
h �andert:dM2dt = � Z�V ���t dV ; (1.10)worin das negative Vorzei
hen den Umstand ausdr�u
kt, dass ein Einstr�omen vonMasse eine Di
htezunahme innerhalb �V verursa
ht. Die Bilanzierung der Gln.(1.9) und (1.10) und dana
h die Anwendung des Gauss's
hen Integralsatzes aufdas Ober
�a
henintegral tr�agt dem Umstand Re
hnung, dass im Inneren einesVolumenelementes die Di
hte zeitli
h zu- bzw. abnimmt, wenn Masse in das Vo-lumen ein- bzw. herausstr�omt:dM1 = Z�V r � (�v) dV = � Z�V ���t dV = dM2 (1.11)bzw. ���t +r � (�v) = 0 : (1.12)Gl. (1.12) ist die sogenannte Kontinuit�atsglei
hung, wel
he die Massenbilanz in-nerhalb eines Volumenelements zum Ausdru
k bringt.



Grundlagen der Hydrodynamik 51.4. Die Impulsbilanzglei
hungen1.4.1. ... f�ur ideale, reibungsfreie KontinuaDie Bewegungsglei
hung f�ur Volumenelemente in obigem Sinne entspri
ht demzweiten Newton's
hen Axiom der Klassis
hen Me
hanik und wurde f�ur die Hy-drodynamik von L. Euler aufgestellt. Zu dieser Euler's
hen Glei
hung gelangtman, wenn man ein Volumenelement im Kontinuum genauer betra
htet. Auf dasbetra
htete Volumenelement wirken im idealen Kontinuum zwei Kr�afte, einerseitseine externe Kraft (ein Beispiel hierf�ur ist das auf den Saturn-Ring wirkende Zen-tralpotenzial des Planeten), ausgedr�u
kt dur
hF V = Z�V �f dV ; (1.13)wobei hier das Produkt �f die sogenannte Volumenkraftdi
hte ist. Andererseits�uben die umgebenden Volumenelemente dur
h ihre Bewegung auf das betra
hteteVolumenelement Kr�afte aus, die allgemein dur
hF p = I�F T 0 � dF (1.14)bes
hrieben werden k�onnen, worin T 0 den allgemeinen Spannungstensor, wie erim n�a
hsten Kapitel eingef�uhrt wird, darstellt. F�ur reibungsfreie Medien ist T 0isotrop, weshalb T 0 = �p1 gilt. Damit ist dannF p = � I�F p dF = � I�F pn dF ; (1.15)wenn p den Dru
k bezei
hnet. Das negative Vorzei
hen impliziert eine Kompres-sion des Volumenelementes, wobei die Kraft dur
h den Dru
k parallel zu derNormalen n eines Fl�a
henelementes dF in Ri
htung Volumeninneres weist. Diein�nitesimale Masse des Volumenelementes ist dm = �dV und in Anlehnungan das zweite Newton's
he Gesetz folgt mit der dur
h diese Kr�afte verursa
htenBes
hleunigung dvdt des Volumenelements�dvdt dV = �f dV � pn dF ; (1.16)oder in integraler Form, wenn das Ober
�a
henintegral in ein Volumenintegralumgewandelt und das Teil
henvolumen �V hinrei
hend klein gew�ahlt wird, da-mit die Bes
hleunigung im gesamten Teil
henvolumen als konstant angenommen



6 1.4 Die Impulsbilanzglei
hungenwerden kann, Z�V �dvdt dV = Z�V �f dV � Z�F pn dF| {z }� R�V rp dV : (1.17)
Die Bes
hleunigung entspri
ht der totalen Zeitableitung des Ges
hwindigkeits-feldes v(x; t) und ist die materielle Zeitableitung im Euler's
hen Bild. Gl. (1.17)geht damit �uber in die gesu
hte Euler-Glei
hung f�ur ideale, reibungsfreie Medien:�h�v�t + (v � r) vi = �f �rp : (1.18)1.4.2. ... f�ur z�ahe KontinuaW�ahrend die Euler's
he Glei
hung reibungsfreie Kontinua bes
hreibt und rever-sible Impuls�ubertragungen ber�u
ksi
htigt, die nur mit der me
hanis
hen Bewe-gung der Volumenelemente und den von der Umgebung auf das betra
htete Ele-ment ausge�ubten Dru
kkr�aften zusammenh�angen, kommen bei realen Kontinuano
h irreversible Impuls�anderungen auf Grund (energiedissipierender) innererReibungskr�afte hinzu, was in der NSG in Form eines tensoriellen Spannungs-feldes als Zusatzglied zum Ausdru
k kommt und diese damit zur Bes
hreibungz�aher Medien bem�a
htigt.Wel
her Art das Zusatzglied ist, mit dem die Euler-Glei
hung in die NS-Glei
hung�ubergeht, wird nun mittels der zeitli
hen �Anderung der auf ein Teil
hen �ubertra-genen reversiblen Impulsdi
hte gezeigt. Diese lautet in Indexs
hreibweise 1�(�vi)�t = ��vi�t + vi���t : (1.19)Setzt man hierin f�ur die partiellen Ableitungen die Euler- (Gl. (1.18)) bzw. dieKontinuit�atsglei
hung (Gl. (1.12)) in Indexs
hreibweise ein, so folgt mit der Be-ziehung � �p�xi = �Æik �p�xk der Zusammenhang zwis
hen reversibler Impulsdi
h-te�anderung und �Anderung der reversiblen Impulsstromdi
hte�(�vi)�t = � ��xk (Æikp+ �vkvi) + �fi = � ��xk�ik + �fi ; (1.20)wobei hier �ik der Tensor der Impulsstromdi
hte ist, der o�ensi
htli
h sym-metris
h ist (ein Vertaus
hen der Indizes �andert die Gestalt ni
ht, d.h. es ist1In der sog. Indexs
hreibweise wird die vektorielle vermieden; die Indizes repr�asentieren Vek-torkomponenten und unterliegen der Einstein's
hen Summenkonvention, na
h der in einemTerm wiederholt auftretende Indizes ho
hsummiert und als stumme Indizes bezei
hnet wer-den.



Grundlagen der Hydrodynamik 7� = �T �! �ik = �ki).Die Ber�u
ksi
htigung z�aher Medien gelingt dur
h Hinzuf�ugen des negativen vis-kosen (z�ahen) Spannungstensors und es folgt dann der Tensor der gesamten (re-versiblen und irreversiblen) Impulsstromdi
hte�ik = pÆik + �vkvi � Tik = �T 0ik + �vkvi : (1.21)T 0ik ist hier der Spannungstensor. Damit folgt dann aus Gl. (1.20)��t (�vi) = ��vi�t + vi���t = � ��t (Æikp+ �vkvi � Tik) + �fi ; (1.22)und damit na
h Umformung und unter Verwendung der Kontinuit�atsglei
hungdie Navier-Stokes-Glei
hung in Komponentens
hreibweise� ��vi�t + �vk ��vk� vi� = � ��xk (pÆik � Tik) + �fi (1.23)bzw. in vektorieller S
hreibweise� ��v�t + (v � r) v� = �rp+r � T + �f =r � T 0 + �f ; (1.24)wobei r � T die Divergenz des viskosen Spannungstensors darstellt.1.4.3. Spannungstensor und viskoser SpannungstensorBetra
htet wird nun die auf das Teil
hen von seiner Umgebung �ubertrageneImpulsstromdi
hte auf Grund von Dru
k- und Reibungse�ekten, d.h. der Span-nungstensor T 0 = �p1 + T : (1.25)Bez�ugli
h der Tangential
�a
he mit Normalenvektor n an einem bestimmten Punktx an der Volumenelementober
�a
he wirken nun Spannungen von Betrag undRi
htung, die dur
h den Spannungstensor in Gl. (1.25) bestimmt werden. DieSpannungskomponenten lassen si
h dur
hti(xi; t; ni) = Tij(xi; t) nj (1.26)bere
hnen.W�ahlt man den Punkt so, dass die anliegende Tangential
�a
he parallel zu einerKoordinaten
�a
he eines orthogonalen Koordinatensystems ist, so ist der Norma-lenvektor ein Basiseinheitsvektor des Koordinatensystems, was speziell zuti(ej) = Tij (1.27)



8 1.4 Die Impulsbilanzglei
hungenals Komponenten des Spannungstensors f�uhrt, der damit glei
h der i-ten Spaltedes Spannungstensors ist. Dann gilt die in Abb. 1.1 gezeigte Nomenklatur derIndizierung.Komponenten mit i = k nennt man Normalspannungen, sol
he mit i 6= k Tan-gential- oder S
herspannungen. Negative Normalspannungen hei�en Kompressi-onsspannungen, positive Normalspannungen bezei
hnet man als Dehnungsspan-nungen.Da der Spannungstensor T 0 symmetris
h ist, l�asst si
h f�ur ihn stets ein Koor-dinatensystem �nden, dessen A
hsen parallel zu den zueinander orthogonalenTensoreigenvektoren sind. In diesem orthogonalen Koordinatensystem hat derTensor Diagonalform, d.h. die S
herspannungen sind Null und Normalspannun-gen sind seine Eigenwerte. Ein sol
her Tensor w�urde an Ebenen, die parallel zuden drei Koordinaten
�a
hen sind, zu Spannungsvektoren f�uhren, die parallel zuden entspre
henden Basisvektoren orientiert sind. Das bedeutet, dass der Tensoran Ebenen, deren Normalen die Tensoreigenvektoren darstellen, die Eigenwert-glei
hung T � n � �1 � n = T � n � t � 1 = 0 erf�ullt. Demgegen�uber erzeugt indiesem Koordinatensystem der Tensor an allen anderen Ebenen geneigte Span-nungsvektoren.
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Abbildung 1.1.: Zur Indizierung der Tensorkomponenten: der erste Index gibt dieRi
htung an, in der die Spannungskomponente wirkt, der zweite denNormalenvektor der Ebene, an der sie wirkt.



Grundlagen der Hydrodynamik 91.4.4. Die Form des viskosen SpannungstensorsDie genaue Form des viskosen Spannungstensors aus Gl. (1.25) l�asst si
h ausSymmetrie�uberlegungen ableiten [8℄, worauf hier ni
ht n�aher eingegangen werdensoll. Sie lautet in Komponentens
hreibweiseTik = �� �vi�xk + �vk�xi � 23Æik �vl�xl�+ �Æik �vl�xl ; (1.28)womit die NSG �ubergeht in�DviDt = � �p�xi + ��xk ��� �vi�xk + �vk�xi � 23Æik �vl�xl� + �Æik �vl�xl �+ �fi : (1.29)�; � hei�en Z�ahigkeitskoeÆzienten, ersteren nennt man speziell die dynamis
heViskosit�at (ni
ht zu verwe
hseln mit der Sto�viskosit�at aus Kapitel 3.1), letzte-ren die Volumenviskosit�at, wel
he dur
h Volumen�anderung zustande kommt. Umden Spannungstensor zu erhalten, addiert man an Gl. (1.28) einfa
h den Term�pÆik. Er enth�alt also in seinen Diagonalelementen i = k zu den viskosen Ten-sorkomponenten no
h den Kompressionsdru
k �p.Zur Vereinfa
hung der NSG kann man die r�aumli
he �Anderung der Z�ahigkeits-koeÆzienten als klein ansehen, sie also vor die Di�erenziationssymbole ziehen.Wieder mit Ber�u
ksi
htigung der Beziehung � �p�xi = �Æik �p�xk folgt dann�DviDt = � �p�xi + � �2vi�xk2 + �� + 13�� �2vl�xi�xl : (1.30)Betra
htet man inkompressible Medien (darunter fallen viele Fl�ussigkeiten), dannist r � v = 0 und es vers
hwindet der letzte Term und der dritte Term in derKlammer der re
hten Seite von Gl. (1.28). Damit vereinfa
ht si
h der Spannungs-tensor in Komponentens
hreibweise zuT 0ik = �pÆik + �� �vi�xk + �vk�xi� = �pÆik + 2�Dik ; (1.31)wobei Dik = 12 � �vi�xk + �vk�vi � den sogenannten Deformationstensor bezei
hnet.Diese Vereinfa
hung f�ur inkompressible Medien ist f�ur astrophysikalis
he Beispielei.A. ni
ht zu ma
hen, da es si
h im Falle von Akkretionss
heiben um kompressi-ble Gase, im Falle von Planetenringen um ein kompressibles, granulares Materialhandelt. Es k�onnen daher im Laufe der zeitli
hen Entwi
klung dur
haus Verdi
h-tungen auftreten (! Kapitel 7), wel
he r � v 6= 0 erzwingen.
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2. Die Bewegung der Teil
hen und ihreSimulation
Im Universum treten vielfa
h (n�aherungsweise) kugelsymmetris
he Gravitations-potenziale auf, die man auf Grund ihrer Symmetrie Zentralpotenziale nennt, undum die si
h kleinere Massen in Orbits bewegen. Wi
htige Beispiele sol
her spezi-eller Umlaufbahnen sind die Planetenbahnen in unserem Sonnensystem, die Kep-lerbahnen des Ringmaterials in Planetenringen, die Bewegung der Gasmassen inAkkretionss
heiben oder die di�erenzielle Rotation der Zentralgebiete rotierenderGalaxien. Die auf sol
hen Bahnen laufenden K�orper bes
hreiben mehr oder we-niger ausgepr�agte Ellipsenbahnen, auf denen sie si
h haupts�a
hli
h mit der no
hzu bespre
henden Keplerges
hwindigkeit bewegen. N�aheres zu der Physik dieserBewegungen �ndet si
h in dem sp�ateren Abs
hnitt 2.2.Da die Kraftgesetze, denen die Teil
hen unterliegen, bekannt sind und an ver-s
hiedenen Zeitpunkten die auf sie wirkenden Kr�afte und die daraus resultie-renden Orte bere
hnet werden k�onnen, ist eine Simulationsmethode erforderli
h,die die Newton's
hen Bewegungsglei
hungen aller Teil
hen zu jedem Zeitpunktau�ntegrieren kann. Die in dieser Arbeit verwendete Simulationsmethode ist dieMolekulardynamik, auf die im folgenden Abs
hnitt 2.1 n�aher eingegangen wird.Ferner wird in Abs
hnitt 2.3 no
h auf verwendete notwendige physikalis
he Ap-proximationen eingegangen, ohne die die numeris
hen molekulardynamis
hen Si-mulationen wesentli
h zeitintensiver gewesen w�aren.2.1. MolekulardynamikSimulierte Akkretionss
heiben oder planetaris
he Ringe bestehen aus Pseudo-teil
hen, die im Falle von Akkretionss
heiben Volumenelementen entspre
hen (s.Kapitel 1), die mit Gas und im Falle von Planetenringen mit Festk�orpern gef�ulltsind. Auf sie wirkt dann die Gravitationskraft des Zentralk�orpers. In den Si-mulationen wird die Eigengravitation der S
heibe verna
hl�assigt, was si
herli
hbei Planetenringen und stellaren Akkretionss
heiben gere
htfertigt ist. Dagegenw�urde die molekulardynamis
he Simulation von massiven Akkretionss
heiben,wie sie in Zentren vieler Galaxien anzutre�en sind, die Implementierung einesEigengravitationspotenzials, was auf die Teil
hen selbst zur�u
kwirkt, erfordern.
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h unten).



14 2.1 MolekulardynamikSeine Implementierung w�urde im Rahmen sogenannter Tree-Codes ges
hehen,was allerdings �uber das Ziel dieser Arbeit hinaus gehen w�urde. Es werden alsoim Folgenden ring- bzw. s
heibenf�ormige Teil
henaggregate mit gegen�uber derZentralmasse verna
hl�assigbarer Masse untersu
ht. Beispiele f�ur molekulardyna-mis
he Simulationen zeigen die Abbn. 2.1 und 2.2, wel
he einerseits die Verteilungder Pseudoteil
hen auf der x; y-Ebene, andererseits ihre von r abh�angige axialeVerteilung demonstrieren. In diesen Beispielen sieht man die zeitli
he Entwi
klungeines dissipationsfreien wie au
h eines stark dissipativen Ringes. Das stabilisie-rende Verhalten des dissipativen Ringes resultiert aus der sehr dissipativen Naturder Teil
henst�o�e (s. Abs
hnitt 3.1.2).In den molekulardynamis
hen Simulationen werden die Bewegungsglei
hungender Form F i(t) = mid2ri(t)dt2 = F kolli (t)�r��
i(t) + �mi (t)� (2.1)numeris
h integriert, wobei F kolli (t) =Xj 6=i F ji(t)die dur
h den simultanen Sto� von N � 1 Teil
hen hervorgerufene Kraft auf dasTeil
hen i ist. Bei Eigengravitation m�usste man alle N � 1 Teil
hen im Systember�u
ksi
htigen, w�ahrend bei den in dieser Arbeit verwendeten kurzrei
hweitigenWe
hselwirkungen wei
her Teil
hen Mehr-Teil
hen-St�o�e aber eher selten die Re-gel sind. W�ahrend die Kollisionskr�afte nur endli
he Zeiten wirken, nehmen diePotenziale �
i(t) = �GmiM
ri;
(t)und �mi (t) = � nXm=1 GmiMmri;m(t)auf das Teil
hen i permanent Ein
uss. Ersteres gibt die Kraft dur
h die Zentral-masse, letzteres dur
h eventuell vorhandene Begleiter wieder (bei Planetenringenk�onnten z.B. n Monde die Ursa
he dieses St�orterms sein { s. Kapitel 7).In den Simulationen wird die wahre kontinuierli
he Zeit diskretisiert, d.h. in soge-nannte Zeits
hritte �t aufgeteilt, und f�ur jeden dieser Zeits
hritte die momentanauf das Teil
hen i wirkenden Kr�afte dur
h Gl. (2.1) bere
hnet. F�ur die Zeitdis-kretisierung und die Bere
hnung der neuen Teil
henorte wurde der Verlet's
heIntegrationsalgorithmus in der Formri(t +�t) = 2ri(t)� ri(t��t) + �ri(t)�t2 (2.2)
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hen und ihre Simulation 15verwendet, wona
h aus der Kenntnis der alten Teil
henorte ri(t � �t), der ak-tuellen Teil
henorte ri(t) und der aktuell einwirkenden Kr�afte �ri(t) = F i(t)=midie neuen Orte (des n�a
hsten Zeitintervalls) bere
hnet werden k�onnen. Dana
hk�onnen dann nat�urli
h au
h no
h die aktuellen Ges
hwindigkeiten_ri(t) = �ri(t+�t)� ri(t��t)�=2�t (2.3)bestimmt werden, da die Kenntnis des neuen Ortes bereits vorhanden ist. DenVerlet-Algorithmus (2.2) kann man dur
h eine Taylor-Entwi
klung der Funkti-on ri(t) bis zur zweiten Ordnung in �t um den Zeitpunkt t sowohl mit demS
hritt �t als au
h mit ��t gewinnen, indem man dana
h die beiden Taylor-Entwi
klungen miteinander addiert. Dadur
h heben si
h dann die Terme ersterund dritter Ordnung auf.Die Vorteile des Verlet's
hen Algorithmus gegen�uber anderen Integrationsalgo-rithmen liegen in dem geringen Spei
herbedarf, da bis zu dem Zeits
hritt, in demdie Bere
hnung von ri(t + �t) erfolgt, nur die alten und aktuellen Orte gespei-
hert werden m�ussen. Ferner sollte �t ni
ht zu gro� gew�ahlt werden, da sonst dieImpuls- und Energieerhaltung ni
ht mehr gew�ahrleistet sind.Na
hteile ergeben si
h zum Einen dur
h die Verna
hl�assigung von Termen h�oher-er als die 3. Ordnung in �t bei den Taylor-Entwi
klungen, andererseits dur
hdie auftretende Subtraktion einer kleinen Zahl �ri(t)�t2 von einer viel gr�o�eren2ri(t)� ri(t��t), wodur
h numeris
he Ungenauigkeiten auftreten k�onnen.2.2. Bewegung im ZentralpotenzialZentralfelder �uben auf in ihrer N�ahe be�ndli
he K�orper Zentralkr�afte aus, wel
hedur
h einen Ri
htungsvektor ausgezei
hnet sind, der entweder in Ri
htung desZentralk�orpers oder von diesem weg orientiert ist. In dieser Arbeit handelt essi
h um Teil
henbewegungen in einem attraktiven Zentralpotenzial, dessen Zen-tralkraft die Form F (r) = f(r) r (2.4)mit f(r) = �GmM
=r3 < 0 besitzt. G, m und M
 bezei
hnen die Gravitati-onskonstante, die Masse des umlaufenden K�orpers und die des Zentralk�orpers.Wie in jedem Lehrbu
h der klassis
hen Me
hanik gezeigt, z.B. [7℄, liefern dieNewton's
hen Glei
hungen f�ur Potenziale dieser Art f�ur die Bahnform des um-laufenden Teil
hens in Polarkoordinaten r; �r(�) = k1 + �e

 
os(�) ; (2.5)



16 2.2 Bewegung im Zentralpotenzial�e

 Gesamtenergie E Kegels
hnitt Beispiel> 0 > 0 Hyperbel Streutheorie= 1 = 0 Parabel Kometenbahnen< 1 < 0 Ellipse Planeten- undKometenbahnen= 0 = �mredG2m2M2
 =2L2 < 0 Kreis -Tabelle 2.1.: Unters
hiedli
he numeris
he Exzentrizit�aten �e

 bedingen unters
hiedli-
he Bahnformen und unters
hiedli
he Gesamtenergien E.was der Glei
hung eines allgemeinen Kegels
hnittes entspri
ht. Hierin bedeutenk = L2=GM
m2 der Abstand vom Zentralk�orper zum Punkt r(� = �=2) (s.Abb. 2.3) mit L = mjr � vj als den Betrag des Teil
henbahndrehimpulses und�e

 = (1 + 2Ek=GmM
)1=2 die numeris
he Exzentrizit�at der Bahn mit E als dieGesamtenergie des Teil
hens.Je na
h dem, wel
hen Betrags �e

 ist, spezi�ziert man den Kegels
hnitt genauer.F�ur gebundene Bahnen, d.h. f�ur Ellipsenbahnen, gilt f�ur die Gesamtenergie einesTeil
hens E = �GmM
=2a < 0 (a ist die gro�e Halba
hse) { s. Abb. 2.4 { unddamit �e

 < 1 (s. Tab. 2.1). Diese hei�en au
h Keplerbahnen, wenn M
 � m ist,was in Hinsi
ht auf die Planetenbahnen im Sonnensystem das 1. Kepler's
heGesetz zum Ausdru
k bringt. Die gro�e Halba
hse wird damit nur dur
h dieGesamtenergie bestimmt, w�ahrend die kleine Halba
hse b = �L2=2Em sowohldur
h die Gesamtenergie als au
h dur
h den Drehimpuls beein
usst wird.
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r

a e= ecc a
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ε
c
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Abbildung 2.3.: Zur Verans
hauli
hung einer Kepler-Bahn. Die Zentralmasse be�ndetsi
h immer in einem der beiden Ellipsenbrennpunkte. Die Simulatio-nen z.B. zeigen (s. Abbn. 4.15 bis 4.18), dass si
h die meisten Teil
henauf nahezu kreisf�ormigen Bahnen bewegen mit 0 < �e

 < 0:1.



Die Bewegung der Teil
hen und ihre Simulation 17Bei Drehimpulserhaltung, d.h. bleibt der Bahndrehimpuls des Teil
hens �uber einePeriode konstant, bewegt si
h das Teil
hen auf einer Ebene, auf der L senkre
htsteht. Dann �uberstrei
ht der Radiusvektor r des Massenpunktes m in glei
henZeiten glei
he Fl�a
hen. Dann ist im an M
 n�a
hstgelegenen Punkt (Perizentrum)v� am gr�o�ten, im anM
 entferntestgelegenen Punkt (Apozentrum) am kleinsten.Dies besagt wiederum in Hinbli
k auf das Sonnensystem das 2. Kepler's
he Ge-setz. Abb. 2.3 zeigt die einzelnen eine Ellipse bes
hreibenden Gr�o�en, u.a. au
hdie Exzentrizit�at e = �e

 a, wel
he den Abstand zwis
hen Ellipsenbrennpunktund -s
hwerpunkt bes
hreibt. F�ur den Extremfall einer Ellipse, einem Kreis mitRadius r, sind �e

 = e = 0 und a = b = r, d.h. Brenn- und S
hwerpunkt fallenzusammen.J. Kepler formulierte im fr�uhen 17. Jahrhundert dann au
h das 3. Kepler's
heGesetz anhand von langj�ahrigen Planetenbeoba
htungen, was die Konstanz desQuotienten aus der Umlaufszeit eines Planeten der Masse m in zweiter Potenzzu seiner gro�en Halba
hse in dritter Potenz deutli
h ma
htT 2a3 = 4�2G (M
 +m) � 4�2GM
 = 
onst: (2.6)Aus diesem Gesetz kann man au
h den Betrag der Tangentialges
hwindigkeit desauf einer Keplerbahn laufenden Teil
hens ableiten,v� =rGM
r e� ; (2.7)die au
h die Keplerges
hwindigkeit des Teil
hens genannt wird. Zu ihr gelangt
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-2.040   10Abbildung 2.4.: Alle Simulationen zeigen, dass die Gesamtenergie E [M�R2�s�2℄ allerTeil
hen negativ ist (d.h. es handelt si
h um Keplerbahnen). Hier istsie f�ur Simulationen unters
hiedli
her K�uhlrate (N�aheres zur K�uhlungs. Kapitel 4.1) �uber die Zeit t [TKep℄ aufgetragen.



18 2.2 Bewegung im Zentralpotenzialman, wenn man f�ur die Umlaufdauer T = 2�r=v� und f�ur angen�aherte Kreis-bahnen (wie sie die Planeten bes
hreiben) r � a setzt. Man bea
hte, dass dieKeplerges
hwindigkeit eine zeitli
h gemittelte Gr�o�e pro Umlauf ist, die wahreTangentialges
hwindigkeit jedo
h zu unters
hiedli
hen Zeitpunkten (wenn au
hnur minimal) davon abwei
ht. Sie ist vom Betrage her die gr�o�te Ges
hwindig-keitskomponente, d.h. insbesondere f�ur den radialen Berei
h r = 0:151 R� gilthv�i � hvri � hvzi � 0. Dies ist verst�andli
h, wenn man bedenkt, dass si
h mitder Zeit genauso viele Teil
hen sowohl in positive als au
h in negative r- undz-Ri
htung bewegen, und daher die Annahme hvri � hvzi � 0 dur
haus bere
h-tigt ist. Dieses Verh�altnis der mittleren Ges
hwindigkeitskomponenten zueinandersollte au
h dur
h die Auswertungen der Simulationen zu Tage treten. Das genaueVorgehen zur Bestimmung der mittleren Ges
hwindigkeitskomponenten ist in An-hang E genau erkl�art und in den Abbn. 2.5 bis 2.7 gezeigt. Man sieht, dass diehvri- und hvzi-Komponente zu kleineren Radien hin im Allgemeinen gr�o�ere Wer-te annimmt als zu gr�o�eren. Das beruht auf den E�ekt der zu kleineren Radienhin zunehmenden Heizrate (N�aheres dazu ist im Kapitel 4.4 na
hzulesen). Dem-gegen�uber zeigt hv�i den aus der Theorie folgenden 1=pr-Verlauf.Generell kann man dur
h Vorgabe der drei momentanen Orts- und Ges
hwin-digkeitskomponenten eines Teil
hens mit bekannter Masse alle hier eingef�uhrtenGr�o�en, d.h. insbesondere die Bahnform, bestimmen (wie in Abs
hnitt 4.4 zurweiteren Analyse der Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten ges
hehen).
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20 2.3 Physikalis
he Vereinfa
hungenIn der Realit�at ver�andern si
h die r�aumli
hen Lagen der Ellipsenbahnen der ein-zelnen Planeten des Sonnensystems mit der Zeit, so dass si
h das Perihel (al-so der sonnenn�a
hste Punkt der Bahn) dreht. Diese Ver�anderung ist auf eineSt�orung des Gravitationspotenzials des betra
hteten Planeten dur
h die anderenPlaneten zur�u
kzuf�uhren, wel
he si
h in der Funktion f(r) dur
h einen additivenTerm der Form 
=r3 �au�ert. Mit diesem Term bekommt man keinen Kegels
hnittin der Form von Gl. (2.5), sondern eine sogenannte Rosettenbahn, wel
he einePeriheldrehung bedingt. Allerdings zeigt der sonnenn�a
hste Planet Merkur ei-ne gr�o�ere j�ahrli
he Periheldrehung als die Newton's
he Gravitationstheorie aufGrund dieses Terms voraussagt. Eine Erkl�arung daf�ur liefert die Allgemeine Re-lativit�atstheorie, wel
he dur
h diesen St�orterm eine gr�o�ere Anziehungskraft aufden Planeten bewirkt und damit ein gr�o�erer Winkel als � = 2� von Perihel zuPerihel dur
hlaufen wird. Dieser E�ekt f�allt nat�urli
h mit der Entfernung vonder Sonne ab (s
hw�a
her werdende Raumkr�ummung dur
h die Sonne), weshalber bei Merkur am deutli
hsten auftritt und dadur
h au
h erst bekannt wurde.2.3. Physikalis
he Vereinfa
hungenUm den Zeitaufwand numeris
her Re
hnungen gering zu halten, kann man physi-kalis
he Probleme niemals exakt naturgetreu erfassen, sondern muss immer N�ahe-rungen oder Vereinfa
hungen beliebiger Art in Kauf nehmen, die dann in derTat die wahren Verh�altnisse nur no
h bes
hr�ankt wiedergeben k�onnen. Nat�urli
hmuss man zusehen, dass die Natur dadur
h ni
ht zu ober
�a
hli
h bes
hriebenwird. Vereinfa
hungen dieser Art sind z.B. die verna
hl�assigte Eigengravitationdes Ringes, obwohl dieser im Falle des Saturn eine Masse von etwa 10�12 M�besitzt oder die Annahme von Ringteil
hen glei
hen Radius' und glei
her Mate-riedi
hte, obwohl dies f�ur Planetenringe nat�urli
h ni
ht der Fall sein kann. Aufdie folgenden drei Vereinfa
hungen, die glei
hfalls das Ziel einer Minimierung desRe
henzeitaufwandes haben, soll nun n�aher eingegangen werden.2.3.1. Das Konzept der Pseudoteil
henDa heutige Gro�re
hner ni
ht in der Lage sind, die Trajektorien aller z.B. ineinem planetaris
hen Ring vorkommenden Teil
hen numeris
h zu behandeln, be-steht hinsi
htli
h des Re
henzeitaufwandes auf den f�ur diese Arbeit zug�angli-
hen Workstations die wohl gr�o�te Vereinfa
hung der Simulationen darin, dassnur einige 103 Teil
hen numeris
h behandelt werden (vorwiegend N = 9108).Diese Teil
hen werden dann als sogenannte Pseudoteil
hen aufgefasst, da jedesf�ur si
h eine Ansammlung vieler realer Teil
hen darstellt. Demgegen�uber werdenin Kapitel 1 Volumenelemente betra
htet, wel
he na
h der Theorie hinrei
hend
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hen Pseudoteil
hen beinhalten. D.h., man hat si
h drei"Teil
henarten\ vorzustellen:� reale Teil
hen (wie sie in der Natur vorkommen)� mikroskopis
he Pseudoteil
hen (wie sie in der Simulation behandelt werden)� Volumenelemente (wie sie in der Hydrodynamik zu Grunde gelegt werden)Will man bei der Teil
henerzeugung (s. Anhang D) die immense Teil
henzahl ver-kleinern, so muss man die Radien der Pseudoteil
hen vergr�o�ern. Dabei sollte ihreMassendi
hte entspre
hend herab gesetzt werden, damit die gesamte Ringmassekonstant bleibt.2.3.2. Die Methode der Linked CellsHierbei handelt es si
h um eine Vereinfa
hung der Sto��uberpr�ufung zwis
hen denRingteil
hen, die im Verglei
h zu anderen Methoden f�ur gro�e Teil
henzahlen, wie

φ

e

e

rAbbildung 2.8.: Die r; �- bzw. x; y-Ebene des Systems, wel
hes man si
h in qua-derf�ormige Linked Cells eingeteilt denken kann. Da bei Ringstruk-turen si
h die meisten Pseudoteil
hen in einer Ebene be�nden, wurdeauf eine Unterteilung der z-A
hse in glei
her Weise wie die hier ge-zeigte verzi
htet. Die eingezei
hneten Grund
�a
hen der Quader habeneine Fl�a
he von 0:0015�0:0015 R�, w�ahrend der mittlere Ringradiusbei etwa 0.15 R� liegt (Figur ni
ht ma�stabsgetreu).
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hungensie im Rahmen dieser Arbeit angestrebt wurden, hinsi
htli
h des Re
henaufwan-des am besten geeignet ist. Da es hinsi
htli
h der Programmierung wesentli
h ein-fa
her ist, ein Teil
hen i auf Sto� mit allen anderen Teil
hen zu �uberpr�ufen, aberder Re
henaufwand hierf�ur mitN2 anw�a
hst, bietet die Methode der Linked Cellseinen Zuwa
hs in der Re
henzeit linear mit N an (N sei die Gesamtteil
henzahl).Wenn in der Simulation alle z Zeits
hritte ein Teil
hen i nur mit Teil
hen derunmittelbaren Na
hbars
haft (andere Teil
hen in derselben und in den angren-zenden Zellen) auf Sto� �uberpr�uft wird, muss zu dem entspre
henden Zeitpunktdie Na
hbars
haft bekannt, d.h. eine Auswahl getro�en worden sein, wel
he derbena
hbarten Teil
hen St�o�e mit i ma
hen k�onnen. Diese Kenntnis von der Na
h-bars
haft �andert si
h dann in einem Zeitintervall t+ z�t ni
ht mehr, obwohl dieNa
hbars
haft si
h von Zeits
hritt zu Zeits
hritt �andert. Deshalb darf die Ak-tualisierung ni
ht zu selten vorgenommen werden. Es muss die Gr�o�e der LinkedCells so gro� gew�ahlt werden, dass si
h die Teil
hen auf Grund ihrer Ges
hwindig-keiten innerhalb der z Zeits
hritte ni
ht oder ni
ht weit aus den Zellen bewegen.Im Programm-Code wurde die Zellgr�o�e unter Ber�u
ksi
htigung der im Systemauftretenden Teil
henges
hwindigkeiten und eines optimalen Re
henzeitaufwan-des gew�ahlt. Bei einer Kantenl�ange von 0:0015 R� und einer mittleren Kepler-ges
hwindigkeit von etwa 2:7 � 10�5 R�/s in der Ringmitte brau
ht ein Teil
henim Mittel etwa 55 Zeits
hritte, um eine Zelle zu dur
hqueren. Der verwendeteAktualisierungszeits
hritt betr�agt z = 25 Zeits
hritte, liegt also unterhalb derakzeptablen Grenze. Ein zu gro� gew�ahltes z w�urde sporadis
he Teil
hen�uber-lapps erm�ogli
hen, wel
he zu unrealistis
hen Spr�ungen der kinetis
hen Energief�uhren. Dies ist also au
h ein Kriterium f�ur die Wahl von z. Da sol
he Spr�ungeni
ht beoba
htet wurden, kann man daher au
h davon ausgehen, dass bei denProgramml�aufen z und die Zellgr�o�e g�unstig gew�ahlt wurden.2.3.3. Die �au�ere WandEine weitere Vereinfa
hung des Problems ist die Implementierung einer �au�erenWand, an der Teil
hen, sobald sie sie ber�uhren, vollkommen elastis
h re
ektiertwerden, wobei nat�urli
h die Impuls- und Energieerhaltung gew�ahrleistet bleibensollen. Mit der Einf�uhrung dieser Wand wird das e�ektive Simulationsvolumenverkleinert und die Simulation in der Weise verk�urzt, dass dur
h St�o�e so starkabgelenkte Teil
hen aus dem Teil
henverband austreten und dur
h Sto� mit der�au�eren Wand in das Simulationsvolumen zur�u
k gelenkt, �uber
�ussige Simulati-onszeit damit eingespart und dadur
h s
hneller ein angestrebtes Systemglei
hge-wi
ht errei
ht werden kann. Das Prinzip der �au�eren Wand besteht darin, dassdasselbe Teil
hen, wel
hes wenige Zeits
hritte zuvor re
ektiert wurde, einem an-deren Teil
hen entspri
ht, das vor l�angerer Zeit an anderer Stelle aus dem Simu-lationsvolumen ausgetreten ist und zuf�allig hier wieder eintritt (s. Abb. 2.9).Bei niedriger Teil
hendi
hte ist diese Annahme insofern gere
htfertigt, als man
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Teilchen 2

Wand

Teilchen 1

Abbildung 2.9.: Zur Verans
hauli
hung des Prinzips einer �au�eren Wand. Teil
hen 1tritt aus dem Simulationsvolumen aus, ein anderes Teil
hen 2 trittgenau an demselben Ort wieder ein und ersetzt dann im weiterenVerlauf der Bahn Teil
hen 1.nur einen kleinen Fehler in Kauf nimmt. F�ur hohe Di
hten sollte die Annahme aufGrund einer gr�o�eren Anzahl von St�o�en mit der Wand ebenfalls gere
htfertigtsein, m�usste allerdings no
h �uberpr�uft werden.
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3. Grundlagen der kinetis
hen TheorieIn dieser Arbeit werden die dreidimensionalen s
heiben- oder ringf�ormigen Sy-steme als Ansammlungen diskreter Teil
hen betra
htet, auf die dann gewisseAspekte der Kontinuumstheorie angewendet werden (s. Kapitel 5 und 6), umeinen �Ubergang von der diskreten zur kontinuierli
hen Bes
hreibung zu bewerk-stelligen. Im Folgenden jedo
h wird die diskrete Natur der Teil
hen ein wenigunter dem f�ur diese Arbeit relevanten Aspekt der kinetis
hen Theorie betra
htet.
3.1. Das Wei
he-Kugel-GasIm Gegensatz zu dem Harte-Kugel-Gas, wel
hes zeitli
h in�nitesimal kurze Kol-lisionen (= Ereignisse) zwis
hen den harten Teil
hen erf�ahrt und daher am be-sten mit ereignis-getriebenen Methoden zu simulieren ist (sie bere
hnen nur diedur
h die Kollision bedingten Teil
henges
hwindigkeiten und setzen zwis
hen denSt�o�en eine glei
hf�ormige Bewegung voraus), sind bei einem Wei
hen-Kugel-Gas(WKG) die St�o�e zeitli
h endli
he Vorg�ange, innerhalb derer die Teil
hen �uberlap-pen, weshalb f�ur dieses Teil
henmodell zeits
hritt-gesteuertemolekulardynamis
heMethoden zur Simulation geeignet sind (hier werden die Teil
henorte und -ge-s
hwindigkeiten sowohl w�ahrend als au
h zwis
hen den St�o�en numeris
h bere
h-net ! Abs
hnitt 2.3).Bei der Molekulardynamik werden die momentan wirkenden Kr�afte dazu benutzt,den neuen Ort des Teil
hens (2. Newton's
hes Axiom) zu bere
hnen. Die R�u
k-stellkr�afte w�ahrend der Kollisionen sollen f�ur den elastis
hen Sto� proportionalmit dem Teil
hen�uberlapp anwa
hsen (Hooke's
hes Gesetz), f�ur den inelastis
henSto� no
h zus�atzli
h dur
h ein D�ampfungsglied erg�anzt werden [13℄, wel
hes 
ha-rakteristis
h f�ur den Inelastizit�atsgrad des Sto�es sein soll.Sto�en zwei Teil
hen, s. Abb. 3.1, dann werden sie, abh�angig von den R�u
kstell-kr�aften, bis zu einem gewissen Grade �uberlappen. Der Betrag des �Uberlapps wirdim Folgenden dur
h Æ(t) = d� �r1(t)� r2(t)� � n̂ (3.1)repr�asentiert, wobei d = R1+R2 = 2R dem Dur
hmesser der Teil
hen entspri
ht,wobei alle Teil
hen denselben Radius R besitzen, und n̂ = (r1 � r2) =jr1 � r2j



26 3.1 Das Wei
he-Kugel-Gas
t

r

x

y

1
2r

r12

n
^

Abbildung 3.1.: Verans
hauli
hung der f�ur einen Teil
hensto� relevanten Gr�o�en. r12ist senkre
ht zur Ebene t, die den Kontaktpunkt beinhaltet. WeitereErl�auterungen hierzu s. Text.der Normaleneinheitsvektor ist, der parallel zur Verbindungslinie der beiden Teil-
henzentren und vereinbarungsgem�a� in Ri
htung Teil
hen 1 orientiert ist. Manerkennt damit, dass f�ur Zeitpunkte t, an denen Æ(t) > 0 ist, �Uberlapp und andenen Æ(t) < 0 bzw. Æ(t) = 0 ist, kein �Uberlapp herrs
ht. Die erste und zwei-te Zeitableitung der �Uberlappfunktion ergeben die �Uberlappges
hwindigkeit und-bes
hleunigung. Die �Uberlappbes
hleunigung geht jeweils in die Bewegungsglei-
hungen der beiden Teil
hen ein, wobei man bea
hten muss, dass auf Grundder Impulserhaltung die Kr�afte auf beide Teil
hen diametral entgegen wirken(und damit ein negatives Vorzei
hen bei einer der beiden Bewegungsglei
hungeneingeht). Setzt man die beiden Bewegungsglei
hungen in die Glei
hung f�ur die�Uberlappbes
hleunigung ein, so folgt die Bewegungsglei
hung f�ur den �Uberlappz.B. f�ur das Teil
hen 2: F (n)2 (t) = mred�Æ(t) : (3.2)Hier ist F (n)2 (t) = F 2(t) � n̂ die Kraftkomponente parallel zu n̂ (ihr entgegengeri
htet ist dann F 1(t)) und mred = m1m2= (m1 +m2) = m=2 die reduzierteMasse f�ur Teil
hen glei
her Masse. Ersetzt man die Sto�kraft dur
h dieHooke's
heR�u
kstellkraft mit einem D�ampfungsglied, dann folgt die Bewegungsglei
hung f�urdie Zeit w�ahrend eines Sto�esmred�Æ(t) = ��n _Æ(t)� kÆ(t) ; (3.3)wel
he der gew�ohnli
hen Di�erenzialglei
hung eines harmonis
h ged�ampften Os-zillators entspri
ht, wenn !20 = k=mred die Eigenfrequenz des unged�ampften
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hwingers und 2�n = �n=mred das D�ampfungsglied sind. Wegen den Einheits-bezei
hnungen werden �n als e�ektive Viskosit�at (ni
ht zu verwe
hseln mit derdynamis
hen Viskosit�at des Kapitels 1) und �n als Sto�viskosit�at bezei
hnet. khat die Bedeutung einer Federkonstante (die hier verwendeten Einheiten sind inAnhang C bespro
hen). Die L�osung von Gl. (3.3) lautetÆ(t) = v0! exp (��nt) sin (!t) : (3.4)v0 ist die Teil
henrelativges
hwindigkeit unmittelbar vor dem Sto� (was sp�aterno
h der zu bespre
henden Ges
hwindigkeitsdispersion entspri
ht) und! =q!20 � �2n (3.5)die Eigenfrequenz des ged�ampften harmonis
hen Oszillators. Im Allgemeinen wirddie Sto�viskosit�at vorgegeben, und es muss auf �n < !0 gea
htet werden. Gl. (3.4)ist eine periodis
he Funktion, die bei t = 0 und beit = �! � t
 (3.6)einen Nulldur
hgang hat. t
 entspri
ht dann der Dauer eines Kontaktes [13℄.3.1.1. Elastis
he und inelastis
he St�o�eAus Gr�unden der Impulserhaltung folgen aus dem Impuls�ubertrag bei einem ela-stis
hen Sto� zweier glei
h gro�er Teil
hen glei
her Masse f�ur die Ges
hwindig-keiten der beiden Teil
hen f�ur die Zeit t � t
v01(t) = v1(t) + �v12(t) � n̂�n̂ (3.7)v02(t) = v2(t)� �v12(t) � n̂�n̂ ; (3.8)wobei v12(t) = v1(t) � v2(t) der Relativges
hwindigkeitsvektor und v12(t) � n̂= v(n)12 die Relativges
hwindigkeit in Normalenri
htung ist. Da si
h f�ur vollkom-men elastis
he St�o�e v12 im Vorzei
hen umkehrt, gilt f�ur die Di�erenz der Rela-tivges
hwindigkeitsvektoren vor und na
h dem Sto� v0(n)12 � v(n)12 = �2v(n)12 . EineInelastizit�at kann man in diese Sto�gesetze einbauen, indem man einfa
h an-nimmt, dass aus der Normalenges
hwindigkeit eines Teil
hens na
h dem Sto�v0(n)12 = _Æ ��!� = �v(n)12 exp�� �n�! � (3.9)f�ur den Quotienten aus der Ges
hwindigkeit vor und na
h dem Sto��v0(n)12v(n)12 = exp �� �n�! � � �n (3.10)



28 3.1 Das Wei
he-Kugel-Gasfolgt, wenn �n den normalen RestitutionskoeÆzienten darstellt. Er ist ein Ma�daf�ur, wieviel kinetis
he Energie der normalen Ges
hwindigkeitskomponentendur
h einen Sto� dissipiert wird. Ein tangentialer RestitutionskoeÆzient �t w�urdeau
h ben�otigt werden, wenn man neben der normalen Energiedissipation au
heine tangentiale zulie�e, d.h. wenn die Teil
henober
�a
he rauh w�are und dadur
hkinetis
he Energie tangentialer Ges
hwindigkeitskomponenten dissipiert w�urde.Da jedo
h keine rauhen Teil
henober
�a
hen ber�u
ksi
htigt werden, soll daraufni
ht weiter eingegangen werden. Dann kann es im Folgenden au
h keine Ver-we
hselungen zwis
hen Normal- und Tangentialri
htung geben, weshalb der In-dex n weg gelassen werden kann (�n ! �; �n ! �; �n ! �). Verwe
hselungen mitder kinematis
hen und dynamis
hen Viskosit�at �; � wird es in sp�ateren Kapitelnni
ht geben, da ein gemeinsames Auftreten ni
ht erfolgt.Mit dem RestitutionskoeÆzienten aus Gl. (3.10) folgen f�ur die Ges
hwindigkeitenna
h einem inelastis
hen Sto�v01(t) = v1(t)� 12 (1 + �)�v12(t) � n̂�n̂ (3.11)v02(t) = v2(t) + 12 (1 + �)�v12(t) � n̂�n̂ : (3.12)3.1.2. Energieverlust bei einem inelastis
hen Sto�Wenn f�ur eine Simulation eine von Null vers
hiedene Sto�viskosit�at gew�ahlt wird,so bes
hert dies dem System eine Abk�uhlung. Die kinetis
he Energie der normalenGes
hwindigkeitskomponenten, die bei einem inelastis
hen Sto� verloren geht, istvom Betrage �Ekin = E 0kin � Ekin (3.13)= 12m�v021 + v022�� 12m�v21 + v22�= :::= �14 �1� �2�m (v12 � n̂)2 :Wie in Abs
hnitt 4.1 gezeigt, wird dieser Energiebetrag bei jedem Sto� demSystem entzogen, d.h. eine K�uhlung ist die Folge.3.1.3. Die Wahl des Zeits
hrittes und der FederkonstanteZur rasanteren Entwi
klung eines Simulationslaufes ist man geneigt, den Zeit-s
hritt �t bez�ugli
h einer systemtypis
hen Zeitskala (wie z.B. der Keplerperiode)gro� zu w�ahlen. Die Gr�o�e des Zeits
hrittes bestimmt, wie im Folgenden gezeigt,die Wahl von k und �. Die Theorie des WKG gibt eine bestimmte Kollisionsdauer
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 f�ur einen Sto� vor. Zur numeris
hen Integration muss die Kollisionsdauer einVielfa
hes des Zeits
hrittes betragen, t
 = z�t, um no
h eine hinrei
hend hoheGenauigkeit des Sto�vorganges zu erzielen. Auf der si
heren Seite be�ndet mansi
h, wenn man gro�z�ugig z = 40:::100 w�ahlt (f�ur die Simulationen war immerz = 60). Wird n�amli
h �t hinsi
htli
h der im System auftretenden Sto�ges
hwin-digkeiten zu gro� gew�ahlt, dann kann es einerseits zu numeris
hen Ungenauig-keiten kommen, andererseits kann es dur
haus sein, dass zwei sto�ende Teil
henw�ahrend der Zeitspanne von einem Zeits
hritt einen Weg zur�u
klegen, der gr�o�erist als ein Teil
hendur
hmesser. Bei gegebenem k w�urde dies den Energieerhal-tungssatz verletzen, da ihre Zentren n�aher kommen k�onnen als k erlaubt. Daherw�urden dann gr�o�ere kinetis
he Energien resultieren als physikalis
h sinnvoll undman h�atte dann bei jedem Sto� eine Quelle kinetis
her Energie.Will man diesen Umstand vermeiden und trotzdem �t gro� w�ahlen, so mussgem�a� Gl. (3.5) die Eigenfrequenz ! des ged�ampften harmonis
hen Oszillatorsentspre
hend gesenkt werden. Da nun ! von k und � abh�angt, m�ussen dieseentspre
hend gew�ahlt werden: d.h. letztendli
h f�uhrt die Wahl von �t zur Be-stimmung von k bei vorgegebenem �, denn aus Gl. (3.5) erh�alt man f�ur dieFederkonstante k = m2 � �2z2�t2 + �2nm2� : (3.14)Um nun f�ur eine gr�o�ere Kollisionsdauer aber den normalen RestitutionskoeÆzi-enten � konstant zu lassen (man m�o
hte ja nur die Simulation bes
hleunigen, diePhysik jedo
h beibehalten), muss � entspre
hend Gl. (3.10) um denselben Faktorgesenkt werden wie t
 erh�oht wird. Aus Gl. (3.14) kann man ersehen, dass dieDiskriminante von Gl. (3.5) immer positiv, d.h. 2mk � �2n erf�ullt ist.Wenn man nun no
h bei den auftretenden Kollisionen f�ur t = t
=2 = �=2! einenmaximalen �Uberlapp Æmax = (v(n)12 =!) exp(���=2!) der Teil
hen von pmax % desRadius' zul�asst, so kann aus der L�osung (3.4) die zugeordnete maximale Relativ-ges
hwindigkeit zu Beginn des Sto�es erre
hnet werdenv(n);max12 = vmax12 � n̂ = Rpmax100 �z�t exp�12�z�t� : (3.15)Diese Glei
hung gibt nun f�ur eine gegebene e�ektive Sto�viskosit�at und Kollisi-onsdauer eine bestimmte Relativges
hwindigkeit an, wel
he vereinbarungsgem�a�ni
ht �ubers
hritten werden sollte. D.h. die si
h im System einstellende Tempe-ratur (s. Abs
hnitt 4) sollte Relativges
hwindigkeiten bedingen, die immer unterdieser Grenze liegen. Treten h�ohere auf, dann wird es gr�o�ere �Uberlappungenals die erw�uns
hte geben. Z.B. ist in Anlehnung an die Realit�at eine Grenze vonpmax = 10 % in den Simulationen gew�ahlt, da gr�o�ere �Uberlappungen ni
ht derRealit�at entspre
hen, denn ein �Uberlapp von z.B. weit mehr als 10 % zwis
henFestk�orpern wird si
herli
h zu einem Zerfall in Fragmente f�uhren, was in den hier



30 3.2 Wi
htige kinetis
he Gr�o�en f�ur diskrete N -Teil
hen-Systemevorgestellten Simulationen ni
ht ber�u
ksi
htigt wird. Die Simulationen zeigen je-do
h Relativges
hwindigkeiten, die mindestens um einen Faktor 10 unter dieserGrenze liegen, bei stark dissipativen Simulationen ist der Faktor no
h viel h�oher.3.2. Wi
htige kinetis
he Gr�o�en f�ur diskreteN-Teil
hen-Systeme3.2.1. Die optis
he TiefeObwohl diese Gr�o�e ni
ht direkt in das Gebiet der kinetis
hen Theorie f�allt,stellt sie do
h ein Ma� f�ur die Di
hte des diskreten N -Teil
hen-Systems dar. Dieoptis
he Tiefe � = ��R2m = N�R2�A (3.16)projiziert die Gesamtzahl N aller in einem Teilring be�ndli
hen Teil
henquer-s
hnitts
�a
hen �R2 auf dessen Grund
�a
he �A, was in Abb. 3.2 zur Verans
hau-

2πRAbbildung 3.2.: Zur Verans
hauli
hung der Bere
hnung der optis
hen Tiefe � . DieSumme der Quers
hnitt
�a
hen aller Teil
hen innerhalb eines Teilrin-ges werden auf die Grund
�a
he des Teilringes projiziert.li
hung gezeigt ist. � ist hier die aus der Simulation zu gewinnende Fl�a
hendi
htedes entspre
henden Teilringes (Projektion der Massen aller Teil
hen des Teilringesauf seine Grund
�a
he). Die optis
he Tiefe der Ringe nimmt beim Zer
ie�en, wieAbb. 3.3 zeigt, mit der Zeit nat�urli
h ab, was eine Verringerung ihrer �ortli
henTeil
henzahldi
hten bedeutet. Die Simulation f�ur den Fall mit � = 1:00 zeigtein zeitli
h st�arkeres Abfallen der optis
hen Tiefe als der sehr dissipative Fall
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Abbildung 3.3.: Die optis
he Tiefe � �uber die Zeit [TKep℄ aufgetragen f�ur zwei unter-s
hiedli
h dissipative Systeme � = 1:00 und � = 0:42. Ihr zeitli
herVerlauf ist f�ur die Ringmitte bei r = 0:151 R� dargestellt.� = 0:42, d.h. er zer
ie�t s
hneller. Beide Simulationen haben eine anf�angli
heoptis
he Tiefe von � � 0:3.3.2.2. Mittlere freie Wegl�ange und KollisionsfrequenzEine wi
htige Bes
hreibungsgr�o�e f�ur ein Gas ist z.B. die mittlere freie Wegl�angeeines Teil
hens im System. Das ist der Weg, den ein Teil
hen zwis
hen zwei St�o�enzur�u
klegt, gemittelt �uber viele St�o�e. Da die St�o�e umso h�au�ger werden, jedi
hter das System ist, kann die mittlere freie Wegl�ange im Ring �uber den radialenOrt unters
hiedli
he Werte annehmen. Si
herli
h ist der klassis
he Ausdru
k� = 14�R2n (3.17)ein geeignetes Ma� f�ur die mittlere freie Wegl�ange f�ur Gase mit ni
ht allzu ho-her optis
her Tiefe. Diesen Ausdru
k kann man lei
ht ableiten, wenn man f�ur dieTeil
henzahldi
hte n = N=V ein Volumen annimmt, wel
hes Zylinderform besitzt(L�ange L, Grund
�a
he �(2R)2 = doppelte Teil
hen
�a
he) und in dem si
h das be-tra
htete Teil
hen �uber die gesamte L�ange bewegen kann, ohne dass es ein anderesTeil
hen st�o�t (per de�nitionem ist dann L = �). D.h. aus n = N=V = 1=4�R2�
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Abbildung 3.4.: Mittlere freie Wegl�ange � [R�℄, bere
hnet na
h Gl. (3.17), f�ur zweiunters
hiedli
h dissipative Systeme, aufgetragen �uber die Zeit [TKep℄im Auswertungsvolumen 0:147 R� < r < 0:153 R�, �0:0005 R� <z < 0:0005 R�.folgt Gl. (3.17). Eine genauere Bere
hnung der mittleren freien Wegl�ange f�ur Teil-
hen in Gasen ist von Enskog dur
hgef�uhrt worden, auf die jedo
h hier ni
ht n�ahereingegangen werden soll. N�aheres dazu (in 2D-Form) ist in [18℄ na
hzulesen.Einen auf dieser klassis
h bestimmten mittleren freien Wegl�ange basierenden Aus-dru
k f�ur die Kollisionsfrequenz pro Teil
hen stellt!
 = vT� (3.18)dar, wel
her nat�urli
h anw�a
hst, wenn die Relativges
hwindigkeit vT gr�o�er und /oder die mittlere freie Wegl�ange des Teil
hens kleiner wird. Die Gr�o�en (3.17) und(3.18) kann man aus den Simulationen bestimmen (s. Anhang E), wenn man hin-rei
hend kleine Volumina auswertet, in denen eine homogene Teil
henzahldi
hte(n = 
onst:) angenommen werden kann. D.h. die R�ander des Teil
henaggregatsd�urfen ni
ht innerhalb des Auswertungsvolumens liegen, da dort der Teil
hen-konzentrationsgradient sehr gro� ist und die Ergebnisse verf�als
hen wird. Bei derre
hneris
hen Bestimmung von !
 na
h Gl. (3.18) ist also ein Auswertungsvo-lumen zu Grunde gelegt worden, wel
hes einem Teilring um r = 0:151 R� mithinrei
hend kleiner axialer H�ohe entspri
ht. Damit wird si
her gestellt, dass dieVerteilung der Teil
hen in diesem Auswertungsvolumen so weit wie m�ogli
h ho-mogen ist. Die Abbn. 3.4 und 3.5 zeigen die klassis
he mittlere freie Wegl�ange
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Abbildung 3.5.: Kollisionsfrequenz pro Teil
hen !
 [s�1℄, bere
hnet na
h Gl. (3.18),f�ur zwei unters
hiedli
h dissipative Systeme, aufgetragen �uber die Zeit[TKep℄ im Auswertungsvolumen 0:147 R� < r < 0:153 R�, �0:0005R� < z < 0:0005 R�.und die daraus bestimmte Kollisionsfrequenz pro Teil
hen f�ur das Auswertungs-volumen 0:147 R� < r < 0:153 R�, �0:0005 R� < z < 0:0005 R�. Die mittlerefreie Wegl�ange nimmt nat�urli
h f�ur � = 1 mit der Zeit zu, da der Ring von An-fang an no
h ni
ht im Glei
hgewi
ht ist und seine mittlere Teil
henzahldi
hteabnimmt. F�ur den dissipativen Fall � = 0:42 bleibt sie ungef�ahr konstant, wasdarauf s
hlie�en l�asst, dass der Ring kaum (radial und vertikal) zer
ie�t (dazu inden Kapiteln 5 und 6 mehr). Die Kollisionsfrequenz pro Teil
hen nimmt f�ur dendissipationsfreien Fall permanent ab, da na
h Gl. (3.18) � st�arker zunimmt alsvT (wie sp�ater in Kapitel 4 no
h zu sehen sein wird, nehmen f�ur dissipationsfreieund s
hwa
h dissipative Systeme die Temperatur und damit die Relativges
hwin-digkeiten mit der Zeit zu). Glei
hes gilt f�ur den dissipativen Fall.Abb. 3.6 zeigt f�ur das dissipationsfreie System die experimentelle �Uberpr�ufungaller momentanen Kollisionen im gesamten System, w�ahrend si
h Abb. 3.7 nurauf das besagte Auswertungsvolumen bes
hr�ankt und damit nat�urli
h wenigerKollisionen pro Zeits
hritt zeigt. F�ur den dissipationslosen Fall ist ab dem Zeit-punkt t = 4 TKep alle 103 s die Gesamtzahl Ci aller �Uberlappungen in dem jeweilsaktuellen Zeits
hritt detektiert worden (bei einer Simulationszeit von 105 s sinddas M = 360 Momentaufnahmen) und ausgegeben. Wenn PiCi mit i = 1:::360die Summe aller ausgegebenen Werte bezei
hnet, ergibt (1=M)PiCi den �uber
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tAbbildung 3.6.: Die aus der Simulation mit � = 1:00 folgende Anzahl aller pro Zeit-s
hritt statt�ndenden Kollisionen im gesamten Ring mit N = 9108,aufgetragen �uber die Zeit t [TKep℄.
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tAbbildung 3.7.: Die aus der Simulation mit � = 1:00 folgende Anzahl aller proZeits
hritt statt�ndenden Kollisionen im Auswertungsvolumen 0:147R� < r < 0:153 R�, �0:0005 R� < z < 0:0005 R�, aufgetragen �uberdie Zeit t [TKep℄.
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hen Theorie 35alle Momentaufnahmen gemittelten Wert der �Uberlappungen pro Zeits
hritt, d.h.einen repr�asentativen Wert. Diesen dur
h die allgemeine Kollisionsdauer t
 geteilt,ergibt die Kollisionsfrequenz aller Teil
hen im gesamten System. Ein Faktor 2 istzudem no
h vonn�oten, da pro Teil
henkontakt 2 Teil
hen bei einem Sto� beteiligtsind. Die Kollisionsfrequenz pro Teil
hen ergibt si
h, wenn man den so erhaltenenWert dur
h die Anzahl der im System be�ndli
hen Teil
hen dividiert. Da si
h dieTeil
henzahl mit der Zeit f�ur das ausges
hnittene Volumen �andert, gilt f�ur dieKollisionsfrequenz pro Teil
henf
 = 2t
� 1M MXi=1 CiNi� : (3.19)Damit folgt f�ur � = 1:00 f�ur das besagte Volumen eine Kollisionsfrequenz proTeil
hen f
 � 4:75 � 10�5 s�1, was in etwa in derselben Gr�o�enordnung liegt, wiedie in Abb. (3.5) gezeigte Kollisionsfrequenz (pro Teil
hen). Damit ist zumindesteine n�aherungsweise �Ubereinstimmung von Theorie mit der Simulation gelungen.3.2.3. Die S
herviskosit�atBe�ndet si
h ein Gas im Glei
hgewi
htszustand (d.h. die das Gas bes
hreibendethermodynamis
he Gr�o�en wie Temperatur, Di
hte und mittlere Ges
hwindig-keit sind zeitli
h konstant), dann werden die Ges
hwindigkeiten der einzelnenTeil
hen Maxwell-Boltzmann-verteilt sein. Stellt si
h aus irgendeinem Grunde lo-kal ein Ni
ht-Glei
hgewi
ht im System ein, dann versu
ht das System, diesesNi
ht-Glei
hgewi
ht dur
h den Transport bestimmter Gr�o�en auszuglei
hen unddamit einen energetis
h g�unstigeren Zustand anzustreben. Transportierte Gr�o�enk�onnen Teil
hen (= Di�usion), Impuls (= innere Reibung dur
h St�o�e) oder Ener-gie (= W�armeleitung) sein. In den im Rahmen dieser Arbeit untersu
hten Syste-men ist der E�ekt der inneren Reibung ein sehr wi
htiger, weshalb hier nur aufihn eingegangen werden soll. Auf Grund unters
hiedli
her Keplerges
hwindigkei-ten werden bena
hbarte Teil
hens
hi
hten eine di�erenzielle Rotation �uber dengesamten Ring bedingen, was zu inneren Reibungen zwis
hen diesen S
hi
htenf�uhrt und damit in Bezug auf die bereits bespro
hene Hydrodynamik sogenann-te Nebendiagonalelemente im viskosen Spannungstensor auftreten l�asst. DieseS
herspannungen sind letztendli
h der Grund f�ur einen radialen Transport vonImpuls: innere s
hnellere S
hi
hten werden abgebremst, w�ahrend bena
hbarte�au�ere S
hi
hten einen Zuwa
hs des azimutalen Impulses erfahren, d.h. die azi-mutale Impulskomponente wird radial transportiert.Der Proportionalit�atsfaktor zwis
hen Spannungskraft pro Fl�a
heneinheit und demGes
hwindigkeitsgradienten entspri
ht der dynamis
hen Viskosit�at �, wie sie be-



36 3.2 Wi
htige kinetis
he Gr�o�en f�ur diskrete N -Teil
hen-Systemereits in Kapitel 1.4.2 eingef�uhrt wurde:Txy = ��vx�y : (3.20)Dies ist die kartesis
he Darstellung des relevanten Nebendiagonalelements desviskosen Spannungstensors (s. Abb. 3.8), andererseits aber au
h eine Kompo-nente des in Abs
hnitt 1.2 eingef�uhrten Ges
hwindigkeitsgradienten, w�ahrend inAnhang A die f�ur die betra
hteten Systeme geeignete zylindris
he Form zu �ndenist. Wie z.B. in [1℄ na
hzulesen, liefert die Transporttheorie f�ur die Proportiona-

x

y

v  (y)x

Abbildung 3.8.: Verans
hauli
hung der wirkenden S
herspannungen. Die obereS
hi
ht bewegt si
h langsamer in x-Ri
htung als die untere. Folgli
htreten Spannungskr�afte parallel zur x-Ri
htung auf.lit�atskonstante � � mnvT� = �vT� ; (3.21)wenn man Systeme mit moderater Di
hte betra
htet. Mit der Form (3.17) f�ur diemittlere freie Wegl�ange � erweist si
h die dynamis
he Viskosit�at als di
hteunab-h�angig: � � vT : (3.22)F�ur die kinematis
he Viskosit�at ergibt si
h damit dann� = �=� � vT=� : (3.23)



4. Die Rolle der Temperatur im System
4.1. Die Energie im SystemWie bereits erw�ahnt, besitzen Akkretionss
heiben eine andere Geometrie als pla-netaris
he Ringe. W�ahrend planetaris
he Ringe eine Massenverteilung besitzen,die den hier erzeugten und in Anhang D bes
hriebenen Verteilungen �ahnelt, be-sitzen Akkretionss
heiben eine in der z-Dimension etwas kompliziertere Struktur,denn die z-Ausdehnung ist bei ihnen f�ur gr�o�ere radiale Abst�ande gr�o�er als f�urkleinere. Die We
hselwirkung zwis
hen den K�orpern bzw. Gasmassen ist dur
h-aus von gro�er Bedeutung f�ur die zeitli
he Entwi
klung dieser Teil
henaggregate,zumal dissipative We
hselwirkungen in der Realit�at die Regel sind. Bei Planeten-ringen k�onnen tief inelastis
he St�o�e (Umwandlung von Bewegungsenergie derTeil
hen in innere Energie) eine Deformation der Teil
hen oder einen Zerfall inBru
hst�u
ke bedingen und f�ur eine Senkung des Gesamtenergiehaushalts sorgen.Bei akkretierenden Gas- und Staubs
heiben um Zentralgestirne tritt eine Ener-giesenke in der Weise auf, dass Teil
hen letztendli
h { na
hdem sie einige Maledie Zentralmasse umlaufen haben { in dieselbe hineingezogen werden k�onnen unddamit dem System Energie entzogen wird. Andererseits besitzen diese Ringe undS
heiben den gemeinsamen E�ekt der di�erenziellen Rotation, wel
her zu einerHeizung des Systems f�uhrt. Akkretionss
heiben bekommen zudem no
h kineti-s
he Energie zugef�uhrt, da ihnen Masse vom Begleitstern zukommt. Heizung undMassenzufuhr entspre
hen einer Quelle kinetis
her Energie. Im Falle von Akkreti-onss
heiben wird die dadur
h auftretende Reibungsw�arme in Form von Strahlung,wel
he vorwiegend im R�ontgenberei
h liegt, abgegeben. Sol
he Objekte n�ahrensogenannte R�ontgendoppelsterne, wel
he im Allgemeinen kompakte Zentralmas-sen (Wei�e Zwerge, Neutronensterne oder S
hwarze L�o
her) haben, die von einemnormalen Begleitstern umlaufen werden und von dem sie Masse abziehen, wel
hedann auf Grund der Drehimpulserhaltung zuerst eine Akkretionss
heibe bildet,um dann von dem massiven Zentralobjekt ges
hlu
kt zu werden. Im Falle von pla-netaris
hen Ringen �au�ert si
h der dadur
h entstehende Energiegewinn nat�urli
hni
ht in einer Abstrahlung, sondern in einem Anstieg der (kinetis
hen) Gesamt-energie des Systems, wie in den folgenden Abs
hnitten no
h deutli
h wird.



38 4.1 Die Energie im System4.1.1. Granulare Temperatur und Ges
hwindigkeitsdispersionHat man einmal f�ur ein azimutalsymmetris
hes System eine zuverl�assige De�ni-tion der Temperatur gefunden und diese f�ur die Simulationen bestimmen k�onnen(vgl. dazu Anhang B), dann kann man einige Aussagen �uber die energetis
henVerh�altnisse im System tre�en.Die Gesamttemperatur des Systems wird im Folgenden dur
h Glei
hsetzen desthermodynamis
hen Gesamtenergiebegri�s Ekin = 32kBT und der kinetis
henEnergie Ekin = 12mv2T gewonnen, wobei T bzw. vT die Gesamttemperatur bzw.die der Gesamttemperatur zugeordnete Fluktuationsges
hwindigkeit sind, und�au�ert si
h in T = m3 v2T = m3 �
v2�� hvi2� : (4.1)Hierin sind m die Teil
henmasse und v = (vr; v�; vz)T der Gesamtges
hwindig-keitsvektor. Hier und im Folgenden bedeutetvT =qhv2i � hvi2 (4.2)au
h die gesamte Ges
hwindigkeitsdispersion der Teil
hen, bei der die azimuta-le Hauptges
hwindigkeitsstr�omung der Teil
hen extrahiert ist und die deshalbungef�ahr der Relativges
hwindigkeit der Teil
hen untereinander entspri
ht. DieGes
hwindigkeitsdispersion ist eine aus den Simulationen zu gewinnende Gr�o�e.4.1.2. Inelastis
he Teil
henkollisionen - eine EnergiesenkeWird der normale RestitutionskoeÆzient � < 1 gew�ahlt, dann wird dem Systemmit jedem Teil
hensto� kinetis
he Energie entzogen. Das bedeutet, dass es mitder Zeit abk�uhlt und irgendwann ein Glei
hgewi
ht errei
ht, wel
hes dur
h soge-nannte ni
htlokale Transportprozesse aufre
ht erhalten wird. Hierauf wird jedo
hni
ht n�aher eingegangen. Die kinetis
he Energie, die dem System bei einem Zwei-Teil
hen-Sto� entnommen wird, ist vom Betrage her�Ekoll = 14 �1� �2�mv2T : (4.3)Hierbei wird wiederum von der Vereinfa
hung Gebrau
h gema
ht, dass alle Teil-
hen denselben Radius und bei glei
her Materiedi
hte dieselbe Masse besitzenm�ogen. Betra
htet man die zeitli
he Rate, mit der kinetis
he Energie dem Systementzogen wird, so ist einfa
h Gl. (4.3) mit der Kollisionsfrequenz pro Teil
hen zumultiplizieren: dEkolldt = 14 �1� �2�mv2T!
 : (4.4)



Die Rolle der Temperatur im System 39_Ekoll stellt nun den Betrag an kinetis
her Energie dar, der pro Zeiteinheit demSystem dur
h Kollisionen verloren geht, wenn !
 die Anzahl der Kollisionen proTeil
hen w�ahrend dieser Zeiteinheit ist.4.1.3. Di�erenzielle Rotation - eine EnergiequelleDa die Teil
hen im Zentralpotenzial auf Bahnen laufen, die dur
h die Kepler-Gesetze bes
hrieben werden, ist ihre Tangentialges
hwindigkeit streng von ihremAbstand vom Zentralteil
hen abh�angig, also � r�1=2. Damit existiert ein Ge-s
hwindigkeitsgradient in r-Ri
htung, der in Ri
htung Zentralmasse orientiert ist.Betra
htet man die Teil
hen zweier sehr d�unner bena
hbarter Teilringe (um denAbstand �r voneinander entfernt), so besitzen die Teil
hen im zur Zentralmassen�aher gelegenen Teilring eine um den Betrag �v� gr�o�ere Keplerges
hwindigkeitals die Teil
hen im entfernteren Teilring. Der Ges
hwindigkeitsgradient �uber dieseDistanz lautet dann �v��r = �12rGM
r3 = �12
 ; (4.5)wobei 
 die Keplerfrequenz bedeutet. �Uberf�uhrt man Gl. (4.5) in die Form derkinetis
hen Energie und ersetzt den Abstand der Teilringe dur
h die mittlere freie(radiale) Wegl�ange, d.h. �r � �, so folgt�Evisk = 12m (�v�)2 = 18m
2�2 ; (4.6)oder entspre
hend der Gl. (4.4) die zeitli
he Rate, mit der das System geheiztwird, dEviskdt = 18m
2�2!
 : (4.7)_Evisk h�angt also von der �Anderung der Keplerges
hwindigkeit �uber eine gegebeneradiale Distanz ab (Gl. (4.5) bringt dies zum Ausdru
k). Je gr�o�er das Ges
hwin-digkeitsgef�alle ist (z.B. weil die Zentralmasse gr�o�er ist oder beide Teilringe n�aheran ihr liegen), desto gr�o�er muss dann au
h die Heizrate sein, da die auftretendenS
herkr�afte zunehmen. Tab. 4.1 zeigt f�ur bestimmte radiale Orte r die entspre-
henden Relativkeplerges
hwindigkeiten vKep;rel. Eine Konsequenz dieser st�arke-ren viskosen Reibung an kleineren Orten r ist dort eine st�arkere Heizung. Diesist in den Abbn. 4.10 und 4.11 in Abs
hnitt 4.4 eindru
ksvoll zu erkennen.In einer di�erenziell rotierenden S
heibe aus Gas oder granularem Medium tretenimmer viskose S
herspannungen auf, wel
he kontinuierli
h Energie der geordne-ten Bewegung (Keplerbewegung) in ungeordnete Bewegung (radiale und axia-le Komponenten = Ges
hwindigkeitsdispersion) umwandeln. Auf Grund dieser



40 4.1 Die Energie im Systemr [R�℄ vKep;rel [R�/s℄0.18 3:544 � 10�50.16 3:760 � 10�50.15 3:883 � 10�50.14 4:019 � 10�50.12 4:341 � 10�5Tabelle 4.1.: Relative Keplerges
hwindigkeiten vKep;rel zweier si
h im Abstand von ei-nem Teil
henradius R = 3:93 � 10�4 R� begegnenden Teil
hen, derenS
hwerpunkt si
h im Abstand r von der Zentralmasse M
 = 2:9 � 10�4M� be�ndet.kontinuierli
h wirkenden viskosen S
herspannungen wird die ungeordnete Bewe-gungskomponente der Teil
hen mit der Zeit anwa
hsen und das System so auf-heizen.4.1.4. Energieglei
hgewi
htDie S
heibendynamik wird dur
h das relative Gr�o�enverh�altnis zwis
hen Winkel-ges
hwindigkeit 
 pro Umlauf (Keplerges
hwindigkeit) und Kollisionsfrequenz !
pro Teil
hen bestimmt ([6℄, [17℄). Ist � gro�, dann ist !
 � 
 und die S
heibe ent-spri
ht einem viskosen Fluid mit der kinematis
hen Viskosit�at � � v2T=!
, worinvT die Ges
hwindigkeitsdispersion ist. Ist !
 . 
, dann bes
hreiben die Teil
henl�angere und damit gekr�ummte Bahnen zwis
hen den St�o�en, womit die kinema-tis
he Viskosit�at ni
ht mehr als isotrop angesehen werden kann. F�ur beliebigeVerh�altnisse 
=!
 ist der Wert der kinematis
hen Viskosit�at von der Gr�o�enord-nung � � v2T!
 11 + 
2!2
 : (4.8)Die Teil
hen oszillieren dur
h die �Aquatorialebene der S
heibe mit einer Frequenzvon 
. Die mittlere Zahl an St�o�en, die ein Teil
hen beim Dur
hgang dur
h dieS
heibe erf�ahrt, ist von der Gr�o�enordnung der optis
hen Tiefe � . Deshalb ist!
 � 
� und Gl. (4.8) geht damit �uber in� � v2T
 1� + 1� : (4.9)Diese Form der kinematis
hen Viskosit�at ist in [6℄ bewiesen. Mit dem allgemei-nen Zusammenhang (wel
her au
h f�ur hohe � g�ultig ist) zwis
hen kinematis
her



Die Rolle der Temperatur im System 41Viskosit�at und mittlerer freier Wegl�ange, � � vT�, folgt dann eine f�ur beliebigeoptis
he Tiefen g�ultige Form f�ur die mittlere freie Wegl�ange� = vT
 1p1 + � 2 ; (4.10)womit eine � -Abh�angigkeit der Heizrate aus Gl. (4.7) auftritt. Da � praktis
h mit-tels der Teil
henerzeugung vorgegeben ist und si
h nur begrenzt einstellen l�asst,und da � der vorzugebende Parameter ist, muss es einen S
hwellwert �
rit f�ur dieRestitution geben, bei dessen �Ubers
hreitung es zu einer Aufheizung bzw. bei des-sen Unters
hreitung es zu einer Abk�uhlung des Systems kommt. Da � � 1=n und!
 � n ist, wird bei einem si
h aufweitenden Ring (n wird kleiner) die Heizrategr�o�er, gem�a� Gl. (4.7), und die K�uhlrate kleiner, gem�a� Gl. (4.4). Dies bedeu-tet f�ur eine abnehmende Di
hte stets eine Zunahme der Temperatur im Ring.Bei stabilen Ringen, in denen dur
haus eine Di
htezunahme erfolgen kann, wirdder umgekehrte Fall eintreten und der Ring si
h abk�uhlen m�ussen. Wird nun ein�
rit f�ur eine Simulation vorgegeben, dann m�ussen si
h Heiz- und K�uhlrate exaktim Glei
hgewi
ht be�nden und die Ges
hwindigkeitsdispersion bzw. Temperaturdes Systems sollte zeitli
h konstant bleiben. Zur analytis
hen Bere
hnung desS
hwellwertes m�ussen Gl. (4.4) und Gl. (4.7) mit Gl. (4.10) glei
hgesetzt werden,woraus dann eine �-� -Relation folgt�1� �2
rit� �1 + � 2� = b ; (4.11)wobei na
h [17℄ b � 0:61 ist. Bei der allen Simulationen mit N = 9108 Teil
hen zuGrunde liegenden Anfangskon�guration wurde f�ur die Ringmitte bei r = 0:151R� eine optis
he Tiefe von � � 0:3 (s. Abb. 3.3 zu Beginn der Simulationen)ermittelt. Aus der Glei
hgewi
htsbedingung (4.11) folgt damit ein S
hwellwert�
rit � 0:66. Mit diesem Wert f�ur den RestitutionskoeÆzienten liefert die Simula-tion ein sehr nahe am Energieglei
hgewi
ht be�ndli
hes Verhalten der Ges
hwin-digkeitsdisperion. Diese Simulation und andere (mit unters
hiedli
hen �) zeigtAbb. 4.1.Die Abbildung zeigt f�unf Simulationen mit unters
hiedli
h starker Dissipation.Die Systeme mit � = 1:00 und � = 0:78 heizen si
h �uber die gesamte Zeit auf(bei einem Sto� wird zu wenig kinetis
he Energie dissipiert), w�ahrend jene mit� = 0:42 und � = 0:29 bis zu einem Glei
hgewi
htszustand abk�uhlen, da die Sto�-dissipation die viskose Heizung �uberwiegt, solange das System si
h verdi
htet,Gl. (4.7).F�ur das System mit �
rit = 0:66 erkennt man allerdings eine ni
ht ganz exakthorizontal verlaufende, sondern eine lei
ht ansteigende Kurve. Das liegt daran,dass � zwar exakt aus der Anfangskon�guration bestimmt, jedo
h ni
ht weiterber�u
ksi
htigt wurde, dass si
h der Ring anf�angli
h no
h ni
ht im relaxierten Zu-stand befunden hat. Ein si
h zu Beginn der Simulation ni
ht im Glei
hgewi
htbe�ndli
her Ring ver�andert seine radiale und vertikale Form und erzwingt damit
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hwindigkeitsdispersion vT [R�/s℄ �uber die Zeit [TKep℄aufgetragen f�ur f�unf vers
hiedene Restitutionen. F�ur � = 0:3 wurdeaus Gl. (4.11) �
rit = 0:66 bestimmt (mittlere Kurve). Die Reihenfolgein der Legende entspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
hunten).eine zeitli
h ver�anderli
he optis
he Tiefe. Im Allgemeinen nimmt � mit der Zeitab, da der Ring weniger di
ht wird. Aber genau ein zeitli
h konstantes � wur-de bei der Herleitung von Gl. (4.11) stills
hweigend angenommen. Dies ist derGrund, warum mit �
rit = 0:66 ni
ht der exakte S
hwellwert getro�en wurde.Wenn nun die optis
he Tiefe eines relaxierten Ringes zur Bestimmung des S
hwell-wertes von �
rit genommen werden muss, diese Simulationen aber ein zeitli
h ab-nehmendes � zeigen, so hei�t das, dass der zu sp�ateren Zeitpunkten (etwa na
ht = 4 TKep) erst eingenommene relaxierte Zustand eine optis
he Tiefe mit � < 0:3haben muss. Damit folgt dann nat�urli
h au
h ein S
hwellwert f�ur den Restituti-onskoeÆzienten von �
rit < 0:66. Aus Gl. (4.11) folgt z.B. f�ur �
rit � 0:624 eineoptis
he Tiefe mit � � 0. Damit liegt der wahre S
hwellwert zwis
hen 0:624 und0:66.Aber wie Abb. 4.1 zeigt, h�angt die Bestimmung des S
hwellwertes emp�ndli
hvon der Vorgabe der optis
hen Tiefe ab: wenn man bei den Simulationen erst abt � 4 TKep von einem relaxierten Zustand spre
hen kann (d.h. � bleibt weitest-gehend konstant), dann nimmt vT bis t = 12 TKep immerhin no
h etwa um 15bis 20 % zu. Eine gr�o�ere Si
herheit der bisher gebra
hten Argumente hinsi
ht-li
h des S
hwellwertes �
rit = 0:66 kann eigentli
h nur dann bestehen, wenn manLangzeitsimulationen untersu
ht (� 100 TKep).



Die Rolle der Temperatur im System 434.2. Die Temperaturkomponenten aus derSimulationZur Bestimmung der einzelnen Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten vT;r, vT;�und vT;z wird das ringf�ormige Simulationsvolumen, in dem si
h das System be-�ndet, in Teilringe der radialen Breite �r, wie in Anhang E genauer bes
hrieben,aufgeteilt und die einzelnen Ges
hwindigkeitskomponenten aller im Teilring vor-handenen Teil
hen und deren Quadrate addiert und dann dur
h die Teil
henzahlgeteilt (N�aheres zur Auswertungsmethode ist im Anhang E na
hzulesen). Damithat man f�ur einen Zeitpunkt die Gr�o�en hv�i und hv2�i gewonnen und kann darausdie gew�uns
hte Standardabwei
hung bzw. Ges
hwindigkeitsdispersion gem�a� Gl.(4.2) aller Teil
hen zu diesem Zeitpunkt in einem bestimmten Teilring bestim-men.�Uber die gesamte Simulationszeit betra
htet, ergibt si
h aus den Simulationen f�urdie einzelnen Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten vT;� < vT;z < vT;r, wobeisi
h f�ur h�oher eingestellte Energiedissipationen vT;z immer mehr an vT;� anglei
ht.Zudem bleibt f�ur die gesamte Simulationszeit vT;r um einen Faktor 2 gr�o�er alsvT;�. Diese Beoba
htungen sollen die auf den n�a
hsten Seiten folgenden drei Fi-gurenpaare f�ur unters
hiedli
h stark dissipative Systeme mit � = 0:42; 0:66; 1:00verdeutli
hen, wobei jeweils die erste Figur (Abbn. 4.2, 4.4, 4.6) die Ges
hwin-digkeitsdispersionen im Verglei
h und die zweite (Abbn. 4.3, 4.5, 4.7) jeweils denQuotienten aus der r- und �-Komponente zeigt, der { wie die mit eingezei
hneteund an die Ergebnisse angepasste Modellfunktion f(x) = 
onst. verdeutli
ht {f�ur alle Zeiten (bis auf Zeiten zu Beginn der Simulationen) in etwa bei 2 liegt.Die Erkl�arung dieses zeitli
h konstant bleibenden Faktors liefern die im Systemauftretenden, unters
hiedli
hen Keplerellipsen, die dur
h die Pseudoteil
hen be-s
hrieben werden. Bewegt si
h ein Teil
hen auf einer ellipsenf�ormigen Bahn umdie Zentralmasse, so wird es im zeitli
hen Mittel eine mittlere Abwei
hung seinerGes
hwindigkeitskomponenten von einem mittleren Ges
hwindigkeitswert erfah-ren, wel
he zwangsl�au�g f�ur die r- und f�ur die �-Komponente unters
hiedli
h gro�sein m�ussen, da si
h au
h die zugeordneten Ges
hwindigkeiten zu einem bestimm-ten Zeitpunkt unters
heiden. N�aheres dazu ist im Abs
hnitt 4.3 na
hzulesen.
4.3. Re
hneris
he Bestimmung derTemperaturkomponentenBetra
htet man das System zu einem bestimmten Zeitpunkt, dann hat manKenntnis �uber Ort und Ges
hwindigkeit aller Teil
hen f�ur jeden Freiheitsgrad,
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Abbildung 4.2.: Radiale, azimutale und axiale Ges
hwindigkeitsdispersionen [R�/s℄�uber die Zeit t [TKep℄ f�ur einen RestitutionskoeÆzienten von � = 0:42am Ort r = 0:151 R� aufgetragen. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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Abbildung 4.3.: Quotient aus vT;r und vT;� und Fitfunktion (Fit ab t = 2 TKep) f�urdie Simulation mit � = 0:42 �uber die Zeit t [TKep℄ aufgetragen. Es istf(x) = 1:78.
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Abbildung 4.4.: Radiale, azimutale und axiale Ges
hwindigkeitsdispersionen [R�/s℄�uber die Zeit t [TKep℄ f�ur einen RestitutionskoeÆzienten von � = 0:66am Ort r = 0:151 R� aufgetragen. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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Abbildung 4.5.: Quotient aus vT;r und vT;� und Fitfunktion (Fit ab t = 2 TKep) f�urdie Simulation mit � = 0:66 �uber die Zeit t [TKep℄ aufgetragen. Es istf(x) = 1:95.
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Abbildung 4.6.: Radiale, azimutale und axiale Ges
hwindigkeitsdispersionen [R�/s℄�uber die Zeit t [TKep℄ f�ur einen RestitutionskoeÆzienten von � = 1:00am Ort r = 0:151 R� aufgetragen. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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Abbildung 4.7.: Quotient aus vT;r und vT;� und Fitfunktion (Fit ab t = 5 TKep) f�urdie Simulation mit � = 1:00 �uber die Zeit t [TKep℄ aufgetragen. Es istf(x) = 1:95.



Die Rolle der Temperatur im System 47was im 6N -dimensionalen Phasenraum einen Phasenraumpunkt x ergibt. Be-tra
htet man das System zu vers
hiedenen Zeitpunkten, so ergeben si
h entspre-
hend viele Phasenraumpunkte, die si
h innerhalb eines bestimmten Volumensim Phasenraum be�nden. Mit der Kenntnis dieser Wahrs
heinli
hkeitsverteilung�(x) der Punkte im Phasenraum kann man dann den Ensemble-Mittelwert einerObservablen �(x) de�nieren alsh�i = Z �(x)�(x) d6Nx : (4.12)Betra
htet man nun eine Ges
hwindigkeitskomponente v� als Observable, so isthv�i = R �(x)v�(x)d6Nx der Ensemble-Mittelwert der Ges
hwindigkeit, wel
hesdas sogenannte erste Moment der Ges
hwindigkeitsverteilung darstellt. hv2�i =R �(x)v2�(x)d6Nx wird dann als zweites Moment de�niert, und der Ausdru
kV = 
v2��� hv�i2 (4.13)als Varianz bezei
hnet. Die Quadratwurzel aus der Varianz entspri
ht der mitt-leren Abwei
hung der v� vom Mittelwert hv�i, wird als Standardabwei
hung be-zei
hnet und ist von au�erordentli
her Wi
htigkeit, wie im Folgenden no
h zusehen sein wird.Im Folgenden wird versu
ht, den auftretenden Faktor 2 auf analytis
hem Wegezu erkl�aren. Dazu wird eine andere Art von Mittelung, n�amli
h die Zeitmitte-lung, verwendet, bei der man �uber diskrete Zeits
hritte �t geht und damit au
hden Ort x(t + i�t) des Teil
hens sprunghaft �andert. Ein mittlerer Wert f�ur ei-ne Ges
hwindigkeitskomponente �uber ein systemtypis
hes Zeitintervall (z.B. eineKeplerperiode TKep) w�are dann dur
hhv�i = 1TKep Z t0+TKept0 v��x(t)� dt (4.14)gegeben, wobei t0 einen bestimmten Zeitpunkt w�ahrend des Umlaufs darstellt.Um die Standardabwei
hung zu bekommen, muss no
h das zweite Moment ge-bildet werden, also 
v2�� = 1TKep Z t0+TKept0 v2��x(t)� dt ; (4.15)und es folgt f�ur die Standardabwei
hung der Ausdru
kvT;� =qhv2�i � hv�i2 : (4.16)vT;� ist mit � 2 fr; �; zg die Ges
hwindigkeitskomponente, der eine Temperaturzugeordnet werden kann.In Tab. 4.2 sind f�ur ein Teil
hen die Ges
hwindigkeitsdispersionen f�ur die r- und
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 vT;r [10�6 R�=s℄ vT;� [10�6 R�=s℄ vT;r=vT;� a=b0.10 0.193 0.096 2.0000 1.00500.20 0.777 0.388 2.0001 1.02060.30 1.771 0.885 2.0004 1.04830.40 3.210 1.604 2.0013 1.09110.50 5.151 2.571 2.0036 1.15470.60 7.690 3.828 2.0086 1.25000.70 10.100 5.440 2.0195 1.40030.80 15.380 7.520 2.0451 1.66670.90 21.639 10.230 2.1201 2.29400.99 33.024 12.182 2.7108 7.0888Tabelle 4.2.: Analytis
he Bere
hnung der Standardabwei
hungen und des Quotientenaus ihnen f�ur vers
hiedene numeris
he Exzentrizit�aten �e

 f�ur ein Teil-
hen mit a = 0:3 R� als die gro�e und b als die kleine Halba
hse derBahn.�-Koordinate und ihr Quotient bere
hnet und in Abb. 4.8 verans
hauli
ht, wobeidie numeris
he Exzentrizit�at �e

 als zu variierender Parameter verwendet wird.Die dur
h die Ergebnisse (s. Abs
hnitt 4:2) o�enbarte Diskrepanz zwis
hen den
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he Exzentrizit�at �e

.



Die Rolle der Temperatur im System 49Standardabwei
hungen der r- und �-Ges
hwindigkeitskomponente ist dur
h dieauftretenden Bahnexzentrizit�aten der Teil
hen zu erkl�aren. Z.B. ist die Standard-abwei
hung f�ur ein Teil
hen, das auf einem kreisf�ormigen Orbit um die Zentral-masse l�auft, sowohl f�ur die r- als au
h f�ur die �-Ges
hwindigkeitskomponenteNull, da ja w�ahrend einer Keplerperiode gem�a� des zweiten Kepler's
hen Geset-zes die dur
h den Fahrstrahl zwis
hen Teil
hen und Zentralmasse pro Zeiteinheit�uberstri
hene Fl�a
he glei
h bleiben muss und daraus f�ur kreisf�ormige Bahnenstets eine konstante Tangentialges
hwindigkeit folgt. Demgegen�uber haben Teil-
hen auf ellipsenf�ormigen Bahnen zu unters
hiedli
hen Zeitpunkten unters
hied-li
he Ges
hwindigkeitskomponenten (z.B. ist die Ges
hwindigkeit im Perizentrumder Bahn maximal und im Apozentrum minimal), weshalb dann die Einf�uhrungeiner Standardabwei
hung f�ur die Temperaturen von Bedeutung ist.Wie aus Abb. 4.8 ersi
htli
h, liegt f�ur unters
hiedli
h auftretende aber hinrei
hendkleine numeris
he Exzentrizit�aten �e

 der Quotient der Ges
hwindigkeitsdisper-sionen bei 2. Die Abwei
hung von diesem Faktor wird f�ur zunehmende numeris
heExzentrizit�aten gr�o�er, d.h. es nimmt vT;r st�arker zu als vT;�. Da die Simulationenim Allgemeinen einen konstanten Faktor 2 o�enbaren, kann man daraus s
hlie-�en, dass die wenigsten Teil
hen im System auf stark ausgepr�agten Ellipsen umdie Zentralmasse laufen, da sol
he Bahnen im Quotienten vT;r=vT;� die gr�o�tenAbwei
hungen von dem Faktor 2 bedingen. D.h. auf Grund des in Abb. 4.8 of-fenbarten Faktors 2 bes
hreiben die meisten Teil
hen Bahnen, deren numeris
heExzentrizit�aten Werte bis maximal 0.6 annehmen.4.4. Die ortsabh�angigen TemperaturkomponentenW�ahrend bisher die Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten �uber die Zeit f�urdie Ringmitte bei etwa r = 0:151 R� aufgezeigt wurden, sollen die folgendenFiguren ein Gef�uhl f�ur die radiale Verteilung der Ges
hwindigkeitsdispersions-komponenten f�ur bestimmte Entwi
klungszeitpunkte geben. Vergli
hen wird derOrtsverlauf der Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten zu vier vers
hiedenenZeitpunkten zweier vers
hieden stark dissipativer Systeme. Das erste System ent-wi
kelt si
h auf Grund vollkommen elastis
her St�o�e (� = 1:00), das zweite Sy-stem besitze einen re
ht hohen Dissipationsanteil (� = 0:29).Bei dieser Darstellung der Ges
hwindigkeitsdispersionen ist man im Gegensatzzur zeitaufgel�osten Darstellung des letzten Abs
hnitts f�ur gewisse radiale Orte imRing imstande, Abs
h�atzungen �uber das Verh�altnis zwis
hen Heiz- und K�uhlra-te zu ma
hen. Da die dissipationsfreie Simulation keinen K�uhle�ekt besitzt undnur Heizung dur
h di�erenzielle Rotation statt�ndet, k�onnen dur
h die Form derKurven R�u
ks
hl�usse auf das Heizverhalten des Systems gezogen werden.Zum ersten f�allt ein allgemeiner Trend bei mehr oder weniger dissipationsfrei-en Simulationen derart auf (stellvertretend f�ur sol
he seien die folgenden drei
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Abbildung 4.9.: Die r-Ges
hwindigkeitsdispersion [R�/s℄ �uber den Ort [R�℄ zu viervers
hiedenen Zeitpunkten f�ur � = 1:00. Die Reihenfolge in der Le-gende entspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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Abbildung 4.10.: Die �-Ges
hwindigkeitsdispersion [R�/s℄ �uber den Ort [R�℄ zu viervers
hiedenen Zeitpunkten f�ur � = 1:00. Die Reihenfolge in der Le-gende entspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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Abbildung 4.11.: Die z-Ges
hwindigkeitsdispersion [R�/s℄ �uber den Ort [R�℄ zu viervers
hiedenen Zeitpunkten f�ur � = 1:00. Die Reihenfolge in der Le-gende entspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).Figuren f�ur � = 1:00), dass die Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten mitzunehmendem Abstand r von der Zentralmasse, d.h. in Ri
htung �au�ere Ringbe-rei
he, deutli
h abfallen. Dies ist besonders bei der �- und z-Komponente (Abbn.4.10, 4.11) zu erkennen. Bei der r-Ges
hwindigkeitsdispersionskomponente istdieser Trend nur no
h s
hwa
h zu erkennen, weil dort die Rande�ekte, auf dieglei
h n�aher eingegangen wird, st�arker ausgepr�agt sind und die besagte Tendenz�uberde
ken. Dieser f�ur alle Zeitpunkte g�ultige abnehmende Trend ist dann alsoauss
hlie�li
h dur
h die Heizung zu erkl�aren, denn in inneren Ringberei
hen istdie Heizrate wesentli
h gr�o�er als in �au�eren, da, wie Tab. 4.1 zeigt,�v��r ����ri > �v��r ����ragilt, wobei ri einen kleinen und ra einen gro�en radialen Ort bezei
hnen. Au�er-dem ist hier f�ur jeweils einen bestimmten Zeitpunkt wieder vT;r > vT;z > vT;� zuerkennen, was f�ur beliebige Orte r innerhalb des Ringes (d.h. 0:1 R� < r < 0:2R�, ohne Randberei
he) g�ultig ist.Die folgenden Abbildungen beinhalten in derselben Reihenfolge die Ges
hwin-digkeitsdispersionskomponenten, jedo
h f�ur tief inelastis
he St�o�e zwis
hen denTeil
hen (� = 0:29). Bei sol
hen stark dissipativen Systemen werden die Heiz-e�ekte dur
h die stark ausgepr�agte K�uhlung �uberde
kt und man kann z.B. denzu �au�eren Ringberei
hen abnehmenden Trend der Ges
hwindigkeitsdispersio-
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Abbildung 4.12.: Die r-Ges
hwindigkeitsdispersion [R�/s℄ �uber den Ort [R�℄ zu viervers
hiedenen Zeitpunkten f�ur � = 0:29.

0
0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18

v T
,ϕ

r

t = 11.5 TKep
t =   8.6 TKep
t =   5.7 TKep
t =   2.8 TKep

PSfragrepla
ements9:0 � 10�78:0 � 10�77:0 � 10�76:0 � 10�75:0 � 10�74:0 � 10�73:0 � 10�72:0 � 10�71:0 � 10�7
Abbildung 4.13.: Die �-Ges
hwindigkeitsdispersion [R�/s℄ �uber den Ort [R�℄ zu viervers
hiedenen Zeitpunkten f�ur � = 0:29.



Die Rolle der Temperatur im System 53

0
0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18

v T
,z

r

t = 11.5 TKep
t =   8.6 TKep
t =   5.7 TKep
t =   2.8 TKep

PSfragrepla
ements9:0 � 10�78:0 � 10�77:0 � 10�76:0 � 10�75:0 � 10�74:0 � 10�73:0 � 10�72:0 � 10�71:0 � 10�7
Abbildung 4.14.: Die z-Ges
hwindigkeitsdispersion [R�/s℄ �uber den Ort [R�℄ zu viervers
hiedenen Zeitpunkten f�ur � = 0:29.nen ni
ht mehr erkennen (s. Abbn. 4.13, 4.14). Wie beim elastis
hen Fall sindau
h hier wieder bei der r-Ges
hwindigkeitsdispersionskomponente die Randef-fekte st�arker ausgepr�agt als bei den anderen Komponenten.Es stellt si
h nun die Frage, warum die Rande�ekte bei diesen hier gezeigtenund au
h anderen untersu
hten Simulationen so sehr ausgepr�agt, d.h. waruman den Ringr�andern (innen und au�en) die Ges
hwindigkeitsdispersionen (vorallem gut bei der radialen Ges
hwindigkeitsdispersion zu erkennen) und damitau
h die Temperaturen so ho
h sind und weshalb diese Rande�ekte auftreten.Zum Einen spielt hierbei die Statistik eine gro�e Rolle, da bei der Auswertungdie wenigen Teil
hen, die si
h in Teilringen der Ringrandgebiete be�nden, dieBestimmung der Mittelungsgr�o�en (hier: Ges
hwindigkeitsdispersionskomponen-ten) verf�als
hen und damit mitunter hohe Ges
hwindigkeitsdispersionen bedin-gen. Aber es kann dies ni
ht der einzige Grund f�ur die gro�en Werte am Ringrandsein, da beispielsweise bei stark dissipativen Simulationen diese beoba
hteten"H�orner\ in der Ges
hwindigkeitsdispersion ni
ht mehr so ausgepr�agt sind. ZumAnderen k�onnen die Bahnformen der Teil
hen in den Randgebieten einen Ein
ussauf die dortigen Temperaturen nehmen, wenn sie vorwiegend stark ausgepr�agtenEllipsen entspre
hen. Denn dann haben dort die Trajektorien der Teil
hen inder Zeit zwis
hen den St�o�en hohe Exzentrizit�aten im Gegensatz zu denen inGebieten h�oherer optis
her Tiefe, also in der Mitte des Ringes. Dass hohe Bah-nexzentrizit�aten zu h�oheren Ges
hwindigkeitsdispersionen f�uhren, ist au
h aus



54 4.4 Die ortsabh�angigen TemperaturkomponentenTab. 4.2 zu entnehmen. Dort nehmen die Ges
hwindigkeitsdispersionskomponen-ten vT;r und vT;� mit zunehmender numeris
her Exzentrizit�at �e

 zu, d.h. mitzunehmender Ellipsenform der Bahn.Die Abbn. 4.15, 4.16, 4.17 und 4.18 zeigen die aus den momentanen Orten undGes
hwindigkeiten aller im System be�ndli
hen Teil
hen analytis
h bere
hnetennumeris
hen Exzentrizit�aten (der �Ubersi
htli
hkeit halber wurden hier die Wertevon jedem f�unften Teil
hen eingezei
hnet). Jeder Punkt besitzt als Ordinaten-wert den Ort des zugeh�origen Teil
hens, w�ahrend der Abszissenwert die nume-ris
he Exzentrizit�at der Bahn des Teil
hens angibt. Man erkennt in den innerenund �au�eren Ringberei
hen st�arkere Exzentrizit�aten als in der Ringmitte. Umden �ortli
hen Verlauf von �e

 besser si
htbar zu ma
hen, wurde als Modellfunk-tion ein Polynom f(x) f�unften Grades genommen und an die Daten angepasst.Wie in diesen Abbildungen deutli
h zu erkennen, nimmt die Modellfunktion anden Ringr�andern die gr�o�ten Werte an. Man darf die "H�orner\ von f(x) an den�au�ersten R�andern ni
ht �uberbewerten, da dort nur wenige Daten (Teil
hen) vor-handen sind, an die f(x) angepasst wird (s
hle
htere Statistik !). Ni
htsdestotrotzist in einem engen Intervall um die Ringmitte bei r = 0:151 R� dieses Verhaltendo
h zu erkennen. Zu erkl�aren ist diese Beoba
htung nur dur
h die Annahme,dass St�o�e im Allgemeinen die Bahnexzentrizit�aten der Teil
hen mit der Zeit zukleineren Werten evolvieren lassen [19℄ und in Gebieten h�oherer optis
her Tiefe(also der Ringmitte) auf Grund der auftretenden h�oheren Kollisionsfrequenz proTeil
hen zu einem gegebenen Zeitpunkt niedrigere Bahnexzentrizit�aten zu �n-den sind als in Berei
hen mit sp�arli
her Teil
henzahldi
hte (Ringr�ander). An denR�andern der S
heiben und Ringe haben die Teil
hen wesentli
h gr�o�ere mittlerefreie Wegl�angen, womit sie dann auf Bahnen mit dur
h den j�ungsten Sto� verur-sa
hten Bahnexzentrizit�aten l�anger verweilen k�onnen, bevor sie ein n�a
hstes Malsto�en. W�ahrend dieser Zeit erfahren die Teil
hen in der Ringmitte sehr viel �ofterSt�o�e und dadur
h eine s
hnellere Abnahme ihrer Bahnexzentrizit�aten. Damit istdas Wesen der "H�orner\ an den Ringr�andern gekl�art.Zudem ist no
h f�ur den vollkommen elastis
hen Fall (Abbn. 4.15 und 4.16) einallgemeiner Anstieg der Bahnexzentrizit�aten mit der Zeit an allen Orten zu erken-nen (zu bedenken ist, dass eine Zeitspanne von knapp 9 Keplerperioden zwis
henbeiden Figuren liegt), was dadur
h zu begr�unden ist, dass der Ring sowohl radialwie au
h vertikal zer
ie�t und dadur
h die Anzahl der Kollisionen pro Zeiteinheitund Teil
hen �uberall im Ring in glei
hem Ma�e abnimmt. Im Gegensatz dazu gibtes diesen allgemeinen Anstieg von �e

 f�ur stark dissipative Systeme - wie es dieAbbn. 4.17 und 4.18 pr�asentieren - ni
ht, da der Ring dur
h die starke Dissipationzusammen gehalten wird und dadur
h die Kollisionsfequenz f�ur alle Orte kaumabnimmt.
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5. Die Dynamik von Systemen ohneDissipation
Die Abb. 2.1 z.B. zeigt eine Simulation mit einem normalen Restitutionskoef-�zienten � = 1:00, wel
he deutli
h ein starkes Aufweiten des Ringes sowohl inradiale als au
h in vertikale Ri
htung o�enbart. Parallel zur Rotationsa
hse be-tra
htet, erkennt man einen mit der Zeit radial zer
ie�enden Ring, d.h. es trittein radialer Massen
uss in Ri
htung Zentralmasse wie au
h einer von ihr wegauf, so dass die e�ektive radiale Breite zeitli
h zunimmt. Verfolgt man die Ent-wi
klung der radialen Teil
henzahl pro Fl�a
heneinheit in der Zeit zur�u
k, so kannman annehmen, dass zu einem urspr�ungli
hen Zeitpunkt die Verteilung mit einerDelta-Distribution zu verglei
hen war. In der Praxis hat der Ring allerdings zuBeginn der Simulationen eine endli
he, wenn au
h eine sehr d�unne Breite. Damitverbunden ist aber au
h eine sehr hohe anf�angli
he optis
he Tiefe in der Ringmit-te, z.B. � � 0:3 bei der hierf�ur verwendeten und in Anhang D zu bespre
hendenTeil
hengenerierung. Es wird si
h no
h zeigen, dass die auf Grund des im Ringauftretenden Ges
hwindigkeitsgradienten resultierenden S
herspannungen f�ur dieradiale (und vertikale) Aufweitung verantwortli
h sind.Ziel dieses Abs
hnitts ist es, eine Br�u
ke zwis
hen der Simulation, die mikrosko-pis
he Z�uge besitzt, und der makroskopis
hen Theorie der Hydrodynamik, wiesie in Kap. 1 bes
hrieben wurde, zu s
hlagen und anhand einiger Beispiele dieNavier-Stokes's
hen Glei
hungen zu �uberpr�ufen, na
hdem sie an das Problem an-gepasst, d.h. in eine zweidimensionale Form gebra
ht wurden. Dies ist nat�urli
hf�ur 
a
he Staubs
heiben und planetaris
he Ringe, wie sie vielfa
h im Universumbeoba
htet werden und zur Zeit im Rahmen der extrasolaren Planetenfors
hungGegenstand intensiver Fors
hung sind, erforderli
h.Die ben�otigten zwei-dimensionalen Navier-Stokes-Glei
hungen enthalten keiner-lei Terme, die die Dissipation dur
h inelastis
he St�o�e ber�u
ksi
htigen, weshalbdie Theorie zuerst f�ur den dissipationsfreien Fall �uberpr�uft wird. Dazu wird nun� = 1 gew�ahlt.



58 5.1 Die N�aherung f�ur eine d�unne S
heibe5.1. Die N�aherung f�ur eine d�unne S
heibeEine wesentli
he Vereinfa
hung der mathematis
hen Behandlung d�unner astro-physikalis
her Gass
heiben und Ringe ist die Verna
hl�assigung der vertikalengegen�uber der radialen Ausdehnung des Objektes ([4℄, [14℄, [15℄, [16℄). Eine inz-Ri
htung hinrei
hend 
a
he S
heibe, f�ur die diese �Uberlegungen gelten, mussalso der Forderung hHi � r (5.1)gen�ugen, wobei hHi die mittlere vertikale H�ohe und r die radiale Ausdehnung desRinges sind. In Anlehnung an die Mittelungen des Anhanges E stellt hHi gem�a�E.1 die Wurzel aus der Mittelung der z-Ortskoordinatenquadrate der Teil
henpro Teilring dar, d.h. hHi = phz2i. Die mittlere vertikale Skalenh�ohe ist dannein gutes Ma� f�ur die vertikale Ausdehnung des Ringes. In den dissipationsfreienSimulationen ist diese Bedingung vorwiegend f�ur anf�angli
he Zeiten erf�ullt, wiedie beiden Figuren 5.1 und 5.2 zeigen. Als Abszisse ist die mittlere vertikale Ska-lenh�ohe hHi aufgetragen. Man muss zudem no
h bea
hten, dass einzelne Teil
henz-Koordinaten haben, wel
he gr�o�er sind als hHi, aber im Mittel bes
hreibt hHidie mittlere vertikale Breite des Teil
henaggregats re
ht gut.Wie die beiden Abbildungen zeigen, ist hHi �uber die Simulationszeit in Einhei-ten einer Umlaufperiode (Keplerperiode TKep) aufgetragen. In Abb. 5.1 ist f�ur dieRingmitte die zeitli
he Entwi
klung der mittleren vertikalen Ausdehnung in Ein-heiten des doppelten Teil
henradius' (2R= 0:000786 R�), in Abb. 5.2 in Einheitendes Sonnenradius' (R�) aufgetragen. Die Dynamik eines Ringes mit � = 1 ent-spri
ht einem si
h permanenten Aufbl�ahen sowohl in vertikale als au
h in radialeRi
htung. Die Simulationen zeigen, dass hHi zu Beginn (bis etwa t = 1 TKep)stark anw�a
hst, dann allerdings eine Verz�ogerung in der zeitli
hen Ausdehnungerf�ahrt. Die Oszillation von hHi �uber die Zeit ist auf die Teil
hengenerierung(Anhang D) zur�u
kzuf�uhren, wel
he keinen Glei
hgewi
htszustand des Ringesdarstellt. Letztendli
h dehnt er si
h aber permanent vertikal aus, wobei aber inder betra
hteten Simulationszeit von 14 TKep obige Gl. (5.1) erf�ullt bleibt. Diesbest�atigt Abb. 5.2, worin im ung�unstigsten Falle (d.h. na
h der l�angsten in derFigur eingetragenen Simulationszeit von t = 11:5 TKep) r � 15 hHi gilt. Na
hanf�angli
her rapider Ausdehnung geht in Abb. 5.1 hHi w�ahrend seines Zuwa
h-ses in eine ged�ampfte Oszillation �uber. Die Oszillation hat eine Periode von 
a. 12TKep, na
h der si
h die hvzi-Komponente aller Teil
hen in einem Teilring in ihremVorzei
hen umkehrt.Der weitere Verlauf der Ausdehnung ohne oszillierende Substruktur (ab etwat = 2 TKep) verbleibt dann glei
hf�ormig: die mittlere vertikale Skalenh�ohe nimmtdann linear mit der Zeit zu. Irgendwann ist hHi so stark angewa
hsen, dass dieForderung f�ur eine d�unne S
heibe verletzt wird und es physikalis
h ni
ht mehrsinnvoll ist, die NSG in zwei Dimensionen nieder zu s
hreiben. D.h. man muss



Die Dynamik von Systemen ohne Dissipation 59

0

2

4

6

8

10

12

14

16

0 2 4 6 8 10 12 14

<
H

>
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60 5.2 Die hydrodynamis
hen 2D-Glei
hungenzusehen, dass die Auswertungen si
h auf ein Zeitintervall bes
hr�anken, innerhalbdessen die Bedingung f�ur eine d�unne S
heibe erf�ullt bleiben. Im Folgenden rei
htdieses Intervall bis 11.5 TKep.5.2. Die hydrodynamis
hen 2D-Glei
hungenDie hier ben�otigten hydrodynamis
hen Glei
hungen in Zylinderkoordinaten, d.h.die Kontinuit�atsglei
hung (A.17) und die Navier-Stokes-Glei
hung (A.13), k�onnenalso nur dann guten Gewissens in eine zwei-dimensionale Form gebra
ht werden,wenn die Bedingung (5.1) erf�ullt und die Struktur der S
heibe in z-Ri
htunghinrei
hend einfa
h ist. Denn dann sind die relevanten Gr�o�en wie Raumdi
h-te �, Dru
k p und die Z�ahigkeitskoeÆzienten �, �, � ni
ht emp�ndli
h von derz-Koordinate abh�angig und dur
h eine z-Integration der Glei
hungen �uber diegesamte S
heibendi
ke von �H bis H z-unabh�angig zu ma
hen, woraus danndie 2D-Form der hydrodynamis
hen Glei
hungen folgt. Obwohl die daraus re-sultierenden Glei
hungen z-unabh�angig sind, darf ni
ht vergessen werden, dassder dadur
h bes
hriebene zwei-dimensionale Materie
uss denno
h in einem drei-dimensionalen Raum eingebettet ist, insbesondere verh�alt si
h die Volumenkraftna
h wie vor proportional zu r�2.F�ur die Betra
htung einer d�unnen S
heibe sind folgende Annahmen zu ma
hen:� es wird kein resultierender Materie
uss in z-Ri
htung gemessen, da die Ge-s
hwindigkeitskomponenten hvri, hv�i und hvzi gemittelte Gr�o�en darstel-len und deshalb hvzi � 0, w�ahrend f�ur die anderen beiden Komponentenhvri � 0 mit hvri � hv�i gilt� hvri und hv�i seien ni
ht z-abh�angig, sondern �uber die gesamte vertikaleBreite konstant. Damit vers
hwinden au
h die Tensorkomponenten T�z undTz�, mit �; � 6= z� bei der z-Integration der hydrodynamis
hen Glei
hungen soll� := Z H�H � dz ; p� := Z H�H p dz ; �� := Z H�H � dz ; �� := Z H�H � dzgelten, wodur
h die zwei-dimensionalen Gr�o�en Fl�a
hendi
hte �, Dru
kp�, dynamis
he Viskosit�at �� und Volumenviskosit�at �� eingef�uhrt werdenk�onnen, wobei f�ur die z-integrierte kinematis
he Viskosit�at�� := ��=� (5.2)gilt; sie alle sind nun von der z-Koordinate unabh�angig
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hung der hieraus resultierenden 2D-Glei
hungen werden no
h zus�atz-li
he N�aherungen gema
ht:� das System sei f�ur alle Zeiten rotationssymmetris
h, d.h. �=�� � 0� die Volumenviskosit�at ist gegen�uber der S
herviskosit�at zu verna
hl�assigen,d.h. in den Gln. (A.14) gilt � � 0� der �ubrig bleibende radiale Dru
kgradient ist gegen�uber den viskosen Ter-men zu verna
hl�assigen, d.h. �p=�r � 0, da in der Theorie der Akkreti-onss
heiben auf Grund der turbulenten kinematis
hen Viskosit�at [15℄ dieseviskosen Terme als sehr viel gr�o�er angenommen werden als der Dru
kgra-dientMit diesen Annahmen und N�aherungen folgt f�ur die hydrodynamis
hen Glei
hun-gen in Zylinderkoordinaten, d.h. im Falle der Kontinuit�atsglei
hung Gl. (A.17)die 2D-Form ���t + 1r �(�rvr)�r = 0 (5.3)und im Falle der drei Komponenten der Navier-Stokes-Glei
hung (A.13) die 2D-Glei
hungen�vr�t + vr �vr�r � v2�r = �GM
r2+ 1� 2r � ��r �����23 �(rvr)�r � vr��+ ���r �13 �(rvr)�t � vr�� ; (5.4)�v��t + vr �v��r + vrv�r = 1� 1r2 ��r �r3��� ��r �v�r �� ; (5.5)Z H�H ��p�z + 23 ���zr � v + � GM
zr3 � dz = 0 ; (5.6)wenn man no
h die Gln. (A.12) und (A.14) zu Hilfe nimmt. Die Integration derz-Komponente der Navier-Stokes-Glei
hung ist no
h ni
ht ausgef�uhrt worden, dasie - wie im Folgenden no
h gezeigt - eine Sonderstellung einnimmt.W�ahrend mit der r- und �-Komponente Gl. (5.4) und (5.5) Aussagen �uber diezeitli
he Entwi
klung des Ringes in der r; �-Ebene gema
ht werden k�onnen, kanndie z-Komponente Gl. (5.6) Aufs
hluss �uber die vertikale Teil
henzahldi
hte zueinem bestimmten Zeitpunkt geben.
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ie�ende Ring5.3. Der radial viskos zer
ie�ende RingIn diesem Abs
hnitt werden nun die r- und �-Komponente der 2D-NSG n�aherbetra
htet, um Aussagen �uber die dynamis
he Entwi
klung des Ringes mit derZeit zu gewinnen.Dazu k�onnen die 2D-Glei
hungen vereinfa
ht werden, wenn man annimmt, dassauss
hlie�li
h die z-integrierte kinematis
he Viskosit�at �� daf�ur verantwortli
hist, dass der Ring radial (aber au
h { wie sp�ater no
h gezeigt wird { vertikal)auseinander 
ie�t und damit ni
htvers
hwindende radiale Ges
hwindigkeitskom-ponenten auftreten. Das soll hei�en, dass mit �� au
h hvri zu- bzw. abnimmt.Da nun, wie in Abs
hnitt 2.2 gezeigt, hvri � hv�i ist, sollte au
h �� klein sein.�� wird somit als hinrei
hend klein angenommen, so dass dann alle Terme inGl. (5.4), in denen �� vorkommt, gegen�uber der Volumenkraft �GM
=r2 ver-na
hl�assigt werden k�onnen und, da hvri � 0 sei, ebenfalls au
h jene Terme, indenen hvri enthalten ist. Dann vereinfa
ht si
h Gl. (5.4) ein weiteres Mal zu�v2�r = �GM
r2 ; (5.7)wohingegen die Terme mit �� in Gl. (5.5) erhalten bleiben. Mit Gl. (5.7) folgtno
hmals die Erkenntnis, dass si
h das S
heibenmaterial haupts�a
hli
h mit Kepler-ges
hwindigkeit bewegt. Setzt man nun die Keplerges
hwindigkeit in die �-Kom-ponente (5.5) der NSG ein und nimmt an, dass die mittlere Tangentialges
hwin-digkeit des Ringmaterials im Allgemeinen keinen zeitli
hen �Anderungen unter-worfen ist, d.h. �v�=�t � 0, dann folgtvr = � 3�r1=2 ��r ���r1=2�� : (5.8)Man erkennt, dass der mittlere radiale Massen
uss von �� abh�angig ist und,wie oben angenommen, au
h vers
hwindet, wenn �� vers
hwindet. Wenn manGl. (5.8) in die Kontinuit�atsglei
hung (5.3) einsetzt, dann erh�alt man eine ni
ht-lineare Di�usionsglei
hung f�ur die Ober
�a
hendi
hte, wel
he eine von der Zeitund vom Ort abh�angige Entwi
klungsglei
hung darstellt:���t = 3r ��r �r1=2 ��r ���r1=2��� : (5.9)Diese Glei
hung kann numeris
h gel�ost werden, aber au
h eine analytis
he L�osunggelingt f�ur eine besondere Abh�angigkeit der z-integrierten kinematis
hen Visko-sit�at vom Ort, n�amli
h f�ur die spezielle Form��(r) = �0r� : (5.10)Nur f�ur diese Ortsabh�angigkeit von �� ist die Di�usionsglei
hung analytis
hl�osbar. Im Allgemeinen wird die Viskosit�at zwar vom Ort abh�angig sein, aber ob
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ht bekannt, sollte aber dur
h Simulationen �uber-pr�uft werden k�onnen. Mit den Substitutionen x = r=r0 als neue Ortsvariable (inEinheiten des anf�angli
hen Radius' r0 f�ur t = 0) und �visk = t=tvisk = 12�0t=r2��0als neue Zeitvariable (in Einheiten der viskosen Zeitskala tvisk = r2��0 =12�0) folgtdie analytis
he L�osung f�ur die Ober
�a
hendi
hte�(r; t) = M�r20 �1� �2� 1�viskx1=4+� In� 2x�viskx�=2� exp��1 + x2���visk � ; (5.11)worinM die S
heibenmasse und In die modi�zierte Bessel-Funktion der Ordnungn = 1=(4� 2�) sind.Zum Zeitpunkt t = 0 entspri
ht die Verteilung der Ober
�a
hendi
hte in radialerDimension einer Delta-Distribution der Form�0(r) = M2�r0 Æ (r � r0) :F�ur den speziellen Fall � = 0 wird f�ur die L�osung der Di�usionsglei
hung einekonstante z-integrierte kinematis
he Viskosit�at �� = �0 = 
onst: angenommen.Mit diesem speziellen Ansatz folgt f�ur die orts- und zeitunabh�angige Viskosit�atals L�osung f�ur die Ober
�a
hendi
hte�(r; t) = M�r20 1�viskx1=4 I 14 � 2x�visk� exp��1 + x2�visk � : (5.12)Die darin vorkommende komplexwertige modi�zierte Bessel-Funktion der Ord-nung n = 14 und dem Argument z = 2x=�visk lautetI 14 (z) = e� 18 i�J 14 (ze 12 i�)= 1Xk=0 (�1)k �12ze 12 i�� 14+2k e� 18 i�k! �(54 + k)= 1Xk=0 �12z� 14+2kk! �(54 + k) ; (5.13)worin J 14 die Bessel-Funktion der Ordnung 14 und �(54 + k) die Gamma-Funktionsind. Die Komplexwertigkeit in der mittleren Zeile geht verloren, da ei�k =
os(�k) + i sin(�k) = (�1)k f�ur k = 0; 1; 2; :::;1 ist.F�ur eine vers
hwindende kinematis
he Viskosit�at �0 w�urde die Ober
�a
hendi
hteni
ht de�niert sein, da �visk in mehreren Nennern von Gl. (5.11) vorkommt, womitdann au
h kein viskoses Zer
ie�en auftreten k�onnte. Da dies aber o�ensi
htli
hder Fall ist, muss �0 6= 0 gelten. F�ur ni
htvers
hwindende �0 ist also ein Zer
ie�enanalytis
h zu sehen, woraus der S
hluss gezogen werden kann, dass das viskose
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0.02 0.06 0.10 0.14Abbildung 5.3.: Die analytis
he L�osung (5.12) zeigt einen radial viskos zer
ie�endenRing zu vier vers
hiedenen Zeiten. Aufgetragen ist die Ober
�a
hen-di
hte �(r; t) [M�/R2�℄ �uber den Ort r [R�℄. Es ist: M = 5:37 � 10�12M�, r0 = 0:151 R� und �0 = 3 � 10�10 R2�/s.
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Abbildung 5.4.: Die Simulation zeigt einen radial viskos zer
ie�enden Ring zu viervers
hiedenen Zeiten. Aufgetragen ist die Ober
�a
hendi
hte �(r; t)[M�/R2�℄ �uber den Ort r [R�℄ f�ur eine dissipationsfreie Simulationmit � = 1:00. Es ist: M = 5:37 � 10�12 M� und r0 = 0:151 R�. DieReihenfolge in der Legende entspri
ht der Reihenfolge der Kurven(von oben na
h unten).
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ie�en auss
hlie�li
h auf die kinematis
he Viskosit�at zur�u
kzuf�uhren ist, wel-
he letztendli
h dur
h die di�erenzielle Rotation hervor gerufen wird.Die analytis
he L�osung f�ur die radiale Aufweitung zeigt Abb. 5.3 f�ur vers
hie-dene Zeiten, im Verglei
h dazu ist in Abb. 5.4 das Zer
ie�en in der Simulationzu sehen. F�ur gro�e viskose Zeiten vers
hiebt si
h das Maximum der Kurven inRi
htung kleinere Orte, d.h. n�aher zur Zentralmasse { was andeutungsweise inder analytis
hen L�osung zu erkennen ist. Ein Gro�teil der Masse 
ie�t na
h in-nen, verliert daher Energie und Drehimpuls, w�ahrend si
h ab einem bestimmtenRadius die Materie na
h au�en bewegt und wieder Drehimpuls aufnimmt. Letzt-endli
h resultiert f�ur gro�e Zeiten ein Massen
uss in Ri
htung Zentralmasse.Der �Ubergang von der mikroskopis
hen Betra
htungsweise der Simulation zu dermakroskopis
hen Theorie der Hydrodynamik wird nun in der Weise bew�altigt,dass die Information �uber die Ober
�a
hendi
hte � (Projektion der Massen allerTeil
hen innerhalb eines Teilringes auf dessen Grund
�a
he ! Massenbelegungdieser Grund
�a
he) aus der Simulation gewonnen und auf Konsistenz mit derobigen analytis
hen L�osung �uberpr�uft wird. Die analytis
he L�osung dient alsoals Modellfunktion. Die zur Anpassung von Theorie an das Simulationsergebniszu variierenden Parameter sind in Gl. (5.12) die Gr�o�en r0 und die z-integriertekinematis
he Viskosit�at �0, wel
he ja in �visk eingeht.Wie verhalten si
h nun die dur
h Gl. (5.12) dargestellten analytis
hen Kurven f�urunters
hiedli
he viskose Zeiten ? Wie zu erwarten, zer
ie�t ein dissipationsfreier
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Abbildung 5.5.: Beispiel f�ur einen Fit einer analytis
hen Kurve an eine Datenkurvezur Zeit t = 10:1 TKep. M und � wie oben, Fitparameter hierf�ur:r0 = 0:155 R� und �0 = 4:43 � 10�10 R2�/s.



66 5.3 Der radial viskos zer
ie�ende Ringt [TKep℄ �visk r0 [R�℄ �0 [10�9 R2�/s℄ HWB(d)/HWB(a)2.8 0.013 0.152 0.257 1.00754.3 0.020 0.152 0.259 1.05325.7 0.029 0.153 0.280 1.08907.2 0.045 0.154 0.350 1.07658.6 0.057 0.155 0.380 1.090310.1 0.075 0.156 0.430 1.089311.5 0.100 0.156 0.450 1.0291Tabelle 5.1.: Aus Fits zu vers
hiedenen Zeitpunkten t gewonnene Fitparameter r0, �0und Quotient HWB(d)/HWB(a) aus der Halbwertsbreite der Daten- zurHalbwertsbreite der Ergebniskurve f�ur N = 9108 Teil
hen mit � = 1:00.t [TKep℄ �visk r0 [R�℄ �0 [10�9 R2�/s℄ HWB(d)/HWB(a)2.8 0.014 0.152 0.273 1.02524.3 0.022 0.152 0.286 1.07155.7 0.035 0.153 0.340 1.04617.2 0.051 0.153 0.400 1.09618.6 0.068 0.153 0.440 1.137010.1 0.087 0.153 0.485 1.151611.5 0.100 0.154 0.495 1.1787Tabelle 5.2.: Aus Fits zu vers
hiedenen Zeitpunkten t gewonnene Fitparameter r0, �0und Quotient HWB(d)/HWB(a) aus der Halbwertsbreite der Daten- zurHalbwertsbreite der Ergebniskurve f�ur N = 18075 Teil
hen mit � = 1:00.Ring mit zunehmender viskoser Zeit immer mehr (s. Abb. 5.3). Da �visk � (�0=r20)tist, kann die zeitli
he Entwi
klung (und damit das Breit
ie�en) eines Ringes be-s
hleunigt werden, je gr�o�er das Verh�altnis �0=r20 gew�ahlt wird. Damit vergr�o�ertsi
h n�amli
h �visk, wenn man den Ring zu einer bestimmten realen Zeit t betra
h-tet. Dagegen wird mit konstantem �0 und r0 die Kurven mit forts
hreitender Zeitbreiter (und in ihrer Intensit�at kleiner). W�urde �0 mit der Zeit anwa
hsen, dannw�urde der Ring in seinem Breit
ie�en no
h zus�atzli
h verst�arkt werden, da diekinematis
he Viskosit�at wie die Zeit ebenfalls in �visk eingeht.Mit den Fitparametern r0 und �0 k�onnen nun die analytis
h gewonnenen Kurvender Abb. 5.3 an die Kurven der Abb. 5.4 zu beliebigen Zeitpunkten angepasstwerden. Als Kriterium f�ur einen guten Fit wurden sol
he Wertepaare r0; �0 aus-gew�ahlt, f�ur die die Standardabwei
hungen (d.h. die Halbwertsbreiten) der ana-lytis
hen mit denen der Ergebniskurven so gut wie m�ogli
h �ubereinstimmen unddamit deren Quotient nahe bei 1 liegen sollte (s. z.B. letzte Spalte der Tab. 5.1 und5.2). In Abb. 5.5 ist beispielsweise die analytis
he Modellfunktion �(r; t = 10:1
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Abbildung 5.6.: z-integrierte kinematis
he Viskosit�at �0 [10�9 R2�/s℄ f�ur N = 9108und N = 18075 Teil
hen �uber die Zeit t [TKep℄, aufgetragen f�ur dendissipationsfreien Fall (Daten: aus Tab. 5.1 und 5.2).TKep) an die entspre
hende Datenkurve angepasst und daraus r0 = 0:155 R� und�0 = 4:43 � 10�10 R2�/s bestimmt worden. Tab. 5.1 und 5.2 zeigen die Ergebnis-se sol
her Fits f�ur vers
hiedene Zeitpunkte. Die �Anderung des Fitparameters r0liegt f�ur N = 9108 Teil
hen bei etwa 2:6 %, f�ur N = 18075 Teil
hen (s. Tab. 5.2)bei etwa 1:3 %, was in beiden F�allen zu verna
hl�assigen ist, womit r0 �uber dasbetra
htete Zeitintervall von 9:2 TKep als konstant angesehen werden kann. Dem-gegen�uber nimmt �0 �uber die Zeit von 9:2 TKep um etwa 75 % bei 9108 Teil
henund um 
a. 81 % bei 18075 Teil
hen zu. Dies verdeutli
ht au
h Abb. 5.6. D.h. imGegensatz zu der Annahme einer konstanten z-integrierten kinematis
hen Visko-sit�at, wie sie bei der Herleitung der Di�usionsglei
hung (5.12) gema
ht wurde,erweist si
h �0 als zeitabh�angig, d.h. �0 = �0(t).
5.4. Der vertikal viskos zer
ie�ende RingDas in den dissipationsfreien Simulationen neben dem radialen au
h beoba
htetevertikale Zer
ie�en des Ringes wird ebenfalls dur
h das Auftreten s
herviskoserKr�afte auf Grund der di�erenziellen Rotation verursa
ht. Theoretis
h wird diesevertikale Dynamik dur
h die Glei
hung (5.6) bes
hrieben bzw. dur
h (da auf die2D-Darstellung bei der Betra
htung der vertikalen Dynamik verzi
htet werden



68 5.4 Der vertikal viskos zer
ie�ende Ringkann) �p�z + � GM
zr3 = 0 : (5.14)Da nun si
h der Ring spiegelsymmetris
h zur x; y-Ebene ausdehnt und die Ge-s
hwindigkeiten der NSG gemittelte Gr�o�en darstellen, wird si
h - wie bereitsbei der Herleitung der hydrodynamis
hen 2D-Glei
hungen in Abs
hnitt 5.2 an-genommen - ein vertikaler Massen
uss herausmitteln, d.h. hvzi � 0, da in etwagenauso viele Teil
hen in positive wie in negative z-Ri
htung str�omen. Die da-mit verbundenen viskosen Spannungen (r � T ) � ez mitteln si
h zu Null, da sieoberhalb der x; y-Ebene in positive, unterhalb der Ebene in negative z-Ri
htungweisen und von glei
hem Betrag sind. Damit wird au
h der daraus folgende s
her-viskose Term 23 ���zr �v der Gl. (5.6) vers
hwinden, womit diese dann in Gl. (5.14)�ubergeht, wel
he das Kr�afteglei
hgewi
ht zwis
hen vertikalem Dru
kgradientenund der z-Komponente der Volumenkraft darstellt. Dur
h Vers
hwinden diesess
herviskosen Termes entkoppelt si
h die z-Komponente der NSG von der r- und�-Komponente ([16℄, [17℄), da in ihr keine Ges
hwindigkeiten mehr vorkommen,und die vertikale Dynamik kann als unabh�angig von der radialen Dynamik be-tra
htet werden.Nimmt man f�ur den z-abh�angigen Dru
k die Zustandsglei
hung des idealen Gases(da hier die Temperaturkomponente f�ur nur einen Freiheitsgrad betra
htet wird,ist Tg;z = mv2T;z g�ultig) p(z) = N(z)V (z) Tg;z = n(z)mv2T;z (5.15)an, so folgt mit �(z) = n(z)m aus Gl. (5.14) eine dur
h Trennung der Variablenzu l�osende gew�ohnli
he Di�erentialglei
hung der Form�nn = � 
2v2T;z z �z ; (5.16)wel
he mit 
2 = GM=r3 als Keplerkreisfrequenz die L�osung f�ur die vertikaleTeil
henzahldi
hte n(z) = n(0) exp �12 
2v2T;z z2! (5.17)besitzt. Hierin ist n(0) die vertikale Teil
henzahldi
hte f�ur die �Aquatorialebenez = 0 des Systems. Aus Gl. (5.17) kann man eine nur von der z-Temperaturabh�angende mittlere vertikale Skalenh�ohe (Standardabwei
hung f�ur z)hHi = vT;z
 =qhz2i � hzi2 �phz2i (5.18)
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h heraus mittelt. Dies l�asst deutli
h erkennen, dass die ver-tikale Ausdehnung linear von der vertikalen Ges
hwindigkeitsdispersion abh�angt.Au�erdem h�angt sie �uber 
 au
h no
h davon ab, wel
hen mittleren Abstand derRing vom Zentralk�orper hat.5.4.1. Bestimmung von vT;z und n(0)Abb. 5.7 zeigt f�ur eine dissipationsfreie Simulation die vertikale Verteilung derTeil
henzahldi
hte n(z) f�ur die (radiale) Ringmitte. Wie zu erkennen, zer
ie�tdieser Ring au
h in vertikale Ri
htung relativ s
hnell. Einen quantitativen, vomradialen Ort abh�angigen Ausdru
k f�ur dieses Verhalten gibt Gl. (5.17) wieder;sie beinhaltet jedo
h keine Zeitabh�angigkeit, weshalb sie keine Entwi
klungsglei-
hung im Sinne des Abs
hnittes 5.3 ist. Sie bes
hreibt ledigli
h das �ortli
he Verhal-ten der vertikalen Teil
henzahldi
hte, wel
he separat f�ur unters
hiedli
he Zeitenjeweils an die Daten angepasst wird. Die theoretis
he Kurve, wel
he aus Gl. (5.17)zu erhalten ist, ist in Abb. 5.8 zu einer bestimmten Zeit als eine mit Quadratenversehene Modellkurve eingezei
hnet. Sie wird zu vers
hiedenen Zeiten �uber dieFitparameter n(0)�t und v�tT;z an die Datenkurven angepasst. In Tab. 5.3 sind die
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Abbildung 5.7.: Vertikale Verteilung der Teil
henzahldi
hte n(z) [Teil
hen/R3�℄ amradialen Ort r � 0:151 R� �uber den axialen Ort z [2R℄ zu vier ver-s
hiedenen Zeitpunkten (N = 9108, � = 1:00, 
 = 0:00018 1/s). DieReihenfolge in der Legende entspri
ht der Reihenfolge der Kurven(von oben na
h unten).
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Abbildung 5.8.: Dur
h Anpassung einer Modellfunktion f(x) der Form von Gl. (5.17)f�ur die Zeit t = 5:7 TKep folgen vT;z = 7:5 � 10�7 R�/s und n(0) =280000 Teil
hen/R3�. Einheiten der A
hsen s. Abb. 5.7.so erhaltenen Fitparameter f�ur vier vers
hiedene Zeiten eingetragen und den ausder Simulation erhaltenen Gr�o�en vsimT;z und hHisim gegen�uber gestellt. Hierbeiist hHisim aus den Simulationsergebnissen f�ur die mittlere vertikale Skalenh�ohezu bestimmen. Auf Konsistenz wird dann hHisim gepr�uft, indem sein theoreti-s
her Wert mittels Gl. (5.18) bestimmt und zum Verglei
h benutzt wird. DieGes
hwindigkeitsdispersion vT;z z.B. kann dann auf Konsistenz mit den Ergeb-nissen in Abb. 4.11 �uberpr�uft werden, ebenso au
h die aus Gl. (5.18) erre
hnetemittlere vertikale Skalenh�ohe mit der aus der Simulation (! Abb. 5.1) gewonne-t v�tT;z n(0)�t vsimT;z hHisim hHitheo2.8 5:00 � 10�7 670000 5:10 � 10�7 0.0030 0.00295.7 7:50 � 10�7 280000 8:40 � 10�7 0.0048 0.00478.6 1:05 � 10�6 150000 1:10 � 10�6 0.0069 0.006211.5 1:55 � 10�6 80000 1:70 � 10�6 0.0090 0.0095Tabelle 5.3.: v�tT;z, n(0)�t folgen aus den Fits (s. Abbn. 5.7, 5.8), vsimT;z aus der Abb.4.11, hHisim aus Abb. 5.2 und es gilt hHitheo = vsimT;z=
 mit 
 � 0:000181/s. Die Zeit t ist wieder in Keplerperioden angegeben.



Die Dynamik von Systemen ohne Dissipation 71nen. Tab. 5.3 zeigt eine gute �Ubereinstimmung dieser Verglei
he mit einem Fehlervon maximal 10 % bei der z-Ges
hwindigkeitsdispersion und von knapp 11 % beihHi. Die �Ubereinstimmung ist re
ht gut, re
htfertigt sie do
h die G�ultigkeit derquantitativen Bes
hreibung von hHi dur
h die vereinfa
hte z-Komponente. Dieswiederum best�atigt dann au
h die tats�a
hli
he Entkopplung der axialen von derradialen Komponente der NSG.5.4.2. Die Entkopplung der NSG-KomponentenAuf Grund des zur x; y-Ebene symmetris
hen Zer
ie�ens des Ringes vers
hwin-det die Ges
hwindigkeitsabh�angigkeit der z-Komponente der NSG, was sie vonden �ubrigen Komponenten entkoppelt. Dies bedeutet mathematis
h, dass es keine(gemittelte) Gr�o�e mehr gibt, wel
he zuglei
h in die z-Komponente wie au
h indie r- und �-Komponente eingeht. Damit kann si
h der Ring in z-Ri
htung au
hv�ollig andersartig entwi
keln als in radiale Ri
htung. Einen weiteren experimen-tellen Beweis f�ur die Entkopplung der NSG-Komponenten bringt die dynamis
heEntwi
klung der Ringe. Da die Anfangskon�guration f�ur eine Simulation ni
htden Glei
hgewi
htszustand des Systems repr�asentiert, ergeben si
h anf�angli
h,wie bereits an mehreren Stellen in dieser Arbeit erw�ahnt, Oszillationen des Ge-samtringes sowohl in radialer wie au
h in axialer Ri
htung. Diese spiegeln si
hz.B. in der zeitli
hen Entwi
klung der kinetis
hen Gesamtenergie des Systems wi-der. Betra
htet man die kinetis
he Energie der radialen, d.h. Ekin;x + Ekin;y, unddie der axialen Bewegung, Ekin;z, unabh�angig voneinander, dann erkennt manOszillationen unters
hiedli
her Periode. Dies zeigen die beiden Abbildungen 5.9
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2:005 � 10�21Abbildung 5.9.: Verlauf der Summe der x- und y-Komponente der kinetis
hen EnergieEkin;x +Ekin;y [M�R2�/s2℄ �uber die Zeit t [TKep℄.
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Abbildung 5.10.: Verlauf der z-Komponente der kinetis
hen Energie Ekin;z [M�R2�/s2℄�uber die Zeit t [TKep℄.und 5.10 (f�ur die Anfangskon�guration wurde eine von Null vers
hiedene axialeGes
hwindigkeit vz;0 = 0:05 � vKep;S gew�ahlt { N�aheres dazu ist im Anhang Dna
hzulesen).W�ahrend die radiale kinetis
he Energie eine Periode von etwa 1 TKep und damiteine Eigenfrequenz von 2� T�1Kep besitzt, erkennt man bei der kinetis
hen Energief�ur die z-Komponente die erwartete, jedo
h geringere Periode (� 0:5 TKep) unddamit die h�ohere Eigenfrequenz von etwa 4� T�1Kep. Diese Dynamik in z-Ri
htungist verst�andli
h, da die kinetis
he Energie pro Keplerperiode zwei Minima (anden Umkehrpunkten) bzw. Maxima (in der �Aquatorialebene) annimmt. Die Os-zillation in radiale Ri
htung koppelt si
h in der Weise davon ab, dass der Ringinnerhalb zweier Keplerperioden radial einmal um eine Ruhelage s
hwingt. Diesehinsi
htli
h der radialen und der axialen Dimension unters
hiedli
he oszillato-ris
he Dynamik bringt die Entkopplung der NSG-Komponenten re
ht gut zumAusdru
k.



6. Die Dynamik von Systemen mitDissipation
Bei einem inelastis
hen Sto� wird die Sto�dauer l�anger sein als bei einem elasti-s
hen Sto�, da die Teil
hen bei �Uberlappung ni
ht mehr so starke R�u
kstellkr�afteerfahren (s. Abs
hnitt 3.1). Au
h h�angt die Inelastizit�at der St�o�e von dem Ma-terial ab, aus dem sie bestehen und nat�urli
h au
h vom Aggregatzustand, inwel
hem sie si
h be�nden. Es wird Unters
hiede in � geben, wenn man einer-seits St�o�e zwis
hen eisigen Felsbro
ken in planetaris
hen Ringen, andererseitszwis
hen reibenden Gasmassen in Akkretionss
heiben betra
htet. St�o�e zwis
henFestk�orpern werden keine zu niedrigen RestitutionskoeÆzienten aufweisen, da,bevor zu viel kinetis
he Energie verloren geht, die Teil
hen auseinander bre
henk�onnen und die kinetis
he Energie auf die Fragmente verteilt wird. D.h. in derRealit�at entspr�a
he ein inelastis
her Sto� einer Umwandlung kinetis
her Energiein elastis
he Energie (Deformationsenergie), wobei die Teil
hen verformt werdenoder einfa
h zerfallen w�urden. In diesem Kapitel sollen nun nur die Ergebnis-se und Auswirkungen in Systemen mit � < 1 pr�asentiert werden, wobei � ni
htvon der Impaktges
hwindigkeit (also der Relativges
hwindigkeit der Teil
hen un-mittelbar vor dem Sto�) abh�angen soll. Vorbereitende Theorie wurde bereits imvorangegangenen Kapitel bespro
hen, muss also hier ni
ht mehr aufgef�uhrt wer-den.Es werden Systeme untersu
ht, die eine von Null vers
hiedene K�uhlrate haben,d.h. es geht bei Teil
henst�o�en kinetis
he Energie verloren. Es wurde die zeitli
heEntwi
klung von Systemen untersu
ht, f�ur die die vers
hiedensten Restitutions-koeÆzienten eingestellt waren. All diese Simulationen haben gegen�uber sol
hen,f�ur die � = 1 gilt, eine K�uhlung gemeinsam, die die immer auftretende Hei-zung dur
h die di�erenzielle Rotation zu kompensieren versu
ht. Je na
h dem,wie ho
h die Dissipationsrate ist, wird dem System mehr oder weniger kinetis
heEnergie entzogen, was nat�urli
h au
h zu einer Abnahme der Gesamtenergie f�uhrt.Dur
h Eins
halten der normalen Restitution wird das System gek�uhlt und die Ge-s
hwindigkeitsdispersionskomponenten werden mit der Zeit ni
ht mehr so starkzunehmen. Wird zu stark gek�uhlt, dann kann die Temperatur in den dissipativenSystemen sogar abnehmen, womit dann ein S
hwellwert f�ur den Restitutionsko-eÆzienten unters
hritten wurde (s. Abs
hnitt 4.1).



74 6.1 Der radial viskos zer
ie�ende Ring6.1. Der radial viskos zer
ie�ende RingWie in anderen Publikationen gezeigt (darunter au
h [2℄), sind bei hohen K�uhlra-ten die viskosen S
herspannungen ni
ht mehr imstande, den Ring radial (wie au
hvertikal) breit
ie�en zu lassen. Die (kinetis
he) Energie, die dazu aufzuwendenist, wird dur
h die sehr inelastis
he Natur der St�o�e verni
htet, d.h. dissipiert.Der Ring wird f�ur einen RestitutionskoeÆzienten, der unterhalb des S
hwellwer-tes liegt (s. Abs
hnitt 4.1), radial ni
ht mehr so s
hnell auseinander 
ie�en wiedissipationsfreie Simulationen es zeigen, sondern h�o
hstens auf einer sehr langenZeitskala ein Zer
ie�en erfahren.In diesem Abs
hnitt soll no
hmals die analytis
he L�osung (5.12) des radial viskoszer
ie�enden Ringes untersu
ht werden. Da sie keine Terme beinhaltet, die dieEnergiedissipation auf Grund von Teil
henkollisionen ber�u
ksi
htigt, ma
ht eseigentli
h wenig Sinn, das (zeitli
he) Verhalten der z-integrierten kinematis
henViskosit�at (s. Abs
hnitt 5.3) f�ur dissipative Systeme zu untersu
hen. Denno
hsoll hier in dieser Hinsi
ht zumindest auf s
hwa
h dissipative Systeme kurz einge-gangen werden. Im Folgenden sei eine Simulation mit � = 0:95 n�aher betra
htet.Im Gegensatz zu dem radialen Zer
ie�en eines dissipationsfreien Ringes, was inAbb. 5.4 bereits aufgezeigt wurde, erkennt man in Abb. 6.1 ein lei
ht s
hw�a
heresradiales Zer
ie�en, da die Intensit�aten zu denselben Zeiten no
h ein wenig gr�o�ersind als die f�ur die dissipationsfreie Simulation. Die Bestimmung der Werte f�ur
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Abbildung 6.1.: Die Simulation zeigt einen radial viskos zer
ie�enden Ring zu viervers
hiedenen Zeiten. Aufgetragen ist die Ober
�a
hendi
hte [M�/R2�℄�uber den Ort [R�℄ f�ur eine Simulation mit � = 0:95. Es ist: M =5:37 � 10�12 M� und r0 = 0:151 R�. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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PSfragrepla
ements0:450:400:350:300:250:20Abbildung 6.2.: z-integrierte kinematis
he Viskosit�at �0 [10�9 R2�/s℄ f�ur N = 9108Teil
hen �uber die Zeit t [TKep℄, aufgetragen f�ur � = 1:00 und 0:95(Daten: aus Tab. 5.1 und 6.1).t [TKep℄ �visk r0 [R�℄ �0 [10�9 R2�/s℄ HWB(d)/HWB(a)2.8 0.012 0.152 0.224 1.0354.3 0.018 0.152 0.225 1.0515.7 0.025 0.152 0.240 1.0877.2 0.034 0.152 0.260 1.1058.6 0.041 0.152 0.265 1.16410.1 0.050 0.152 0.275 1.19911.5 0.060 0.153 0.290 1.232Tabelle 6.1.: Aus Fits zu vers
hiedenen Zeitpunkten t gewonnene Fitparameter r0, �0und Quotient HWB(d)/HWB(a) aus der Halbwertsbreite der Daten- zurHalbwertsbreite der Ergebniskurve f�ur N = 9108 Teil
hen mit � = 0:95.�0 sind wieder dur
h Anpassung der analytis
hen Kurven an die Datenkurven(Abb. 6.1) gewonnen worden, in Tab. 6.1 aufgef�uhrt und in Abb. 6.2 eingezei
h-net. Zum Verglei
h sind no
hmals die Ergebnisse des dissipationsfreien Experi-ments mit aufgef�uhrt. Man kann au
h hier eine zeitli
he Abh�angigkeit �0 = �0(t)erkennen, jedo
h ist diese �uber den glei
hen Zeitraum von 9:2 TKep ni
ht so starkanwa
hsend (29 %-iger Zuwa
hs) wie f�ur den dissipationsfreien Fall (75 %-igerZuwa
hs), Abb. 5.6. Dieser Unters
hied wird verst�andli
h, wenn man bedenkt,



76 6.2 Der vertikal viskos zer
ie�ende Ringdass ein zeitli
h anwa
hsendes �0 - wie in Abs
hnitt 5.3 bereits bespro
hen - denE�ekt des Zer
ie�ens verst�arkt: also darf bei einer f�ur dissipierende Systeme ty-pis
h s
hw�a
heren dynamis
hen Aktivit�at au
h �0 ni
ht so stark zunehmen wiees f�ur � = 1 der Fall ist.6.2. Der vertikal viskos zer
ie�ende RingWie die Simulationen zeigen (Abbn. 2.2, 6.3 und 6.4), erkennt man im Gegensatzzu den dissipationsfreien numeris
hen Experimenten eine weniger aktive Dyna-mik, denn die Ringe weiten si
h vertikal (und damit radial) umso langsameraus, je kleiner � ist. Der einzige Grund daf�ur ist der Umstand, dass die Teil
henna
h dem Sto� weniger kinetis
he Energie besitzen und dadur
h l�anger n�aherbeieinander verweilen k�onnen. In [2℄ wird genau dieses Verhalten gezeigt, dassn�amli
h Ringsysteme mit inelastis
h sto�enden Teil
hen relativ s
hnell ab
a
hen,ein quasi-station�ares Glei
hgewi
ht errei
hen und nur auf sehr langer Zeitskalaradial und vertikal zer
ie�en. Letztendli
h wird die mittlere Exzentrizit�at derTeil
hen kleiner, d.h. Teil
hen, die aus dem Verband austreten und damit gr�o�e-re Exzentrizit�aten als andere besitzen, wird es immer weniger geben.
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Abbildung 6.3.: Die mittlere vertikale Ausdehnung hHi [2R℄ von Simulationen mit� = 0:42; 0:66; 0:78 und 1:00 in Abh�angigkeit von der Zeit t [TKep℄f�ur die Ringmitte r = 0:151 R�. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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Abbildung 6.4.: Die z-Ges
hwindigkeitsdispersion vT;z [R�/s℄ von Simulationen mit� = 0:42; 0:66; 0:78 und 1:00 in Abh�angigkeit von der Zeit t [TKep℄f�ur die Ringmitte r = 0:151 R�. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).Man kann anhand der Abb. 6.3 erkennen, dass f�ur st�arker werdende Dissipati-on die mittlere vertikale Skalenh�ohe tats�a
hli
h immer weniger ansteigt und f�ur� < 0:66 das oben erw�ahnte quasi-station�are Glei
hgewi
ht errei
ht wird (bishin zu einer Abplattung des Systems relativ zur Ausgangskon�guration, zu se-hen z.B. in Abb. 6.3 f�ur � = 0:42). Man sieht hier deutli
h den Umstand, dassniedrigere RestitutionskoeÆzienten die Rate des Anwa
hsens von hHi begrenzen.Zum Verglei
h mit einem Ring ohne Sto�dissipation ist in den Abbn. 6.3 und 6.4no
hmals die Simulation mit � = 1 aufgef�uhrt. In Abb. 6.4 sind die dazu korre-spondierenden axialen Ges
hwindigkeitsdispersionen zu sehen, wel
he ja �uber Gl.(5.18) mit der mittleren vertikalen Skalenh�ohe zusammenh�angen. Man sieht inAbb. 6.3, dass na
h einer Zeit von etwa 13 Keplerperioden die mittlere vertikaleAusdehnung f�ur � = 1:00 um einen Faktor 3, 6 bzw. 14 gr�o�er ist als f�ur � = 0:78,0:66 bzw. 0:42. In den Abbn. 6.3 und 6.4 ist deutli
h eine lineare Abh�angigkeitvon der Zeit zu erkennen und die Steigung von hHi ist gem�a� Gl. (5.18) um einenFaktor 1=
 � 5:5 � 103 s gr�o�er als von vT;z.Das vertikale Zer
ie�en der einzelnen unters
hiedli
h dissipativen Systeme ist inden Abbn. 6.5 bis 6.8 und in der zugeh�origen Tabelle 6.2 in einem gegenseitigenVerglei
h gezeigt. Au
h hier ist klar ersi
htli
h, dass die Intensit�aten bzw. Halb-wertsbreiten hHi der Kurven f�ur s
hwa
h dissipative Systeme mit der Zeit st�arker



78 6.2 Der vertikal viskos zer
ie�ende Ringabnehmen bzw. st�arker anwa
hsen als f�ur stark dissipative. Aus der Tabelle istf�ur die einzelnen numeris
hen Experimente mit � = 1:00, 0:78, 0:66 und 0:42�uber den Zeitraum t = 2:8 bis 11:5 TKep jeweils eine Intensit�atsabnahme (alsoeine Abnahme von n(0)�t) um etwa 88 %, 67 %, 46 % und 9 % zu entnehmen.� v�tT;z n(0)�t vsimT;z hHisim hHitheo2:8 TKep0.42 1:50 � 10�7 1:75 � 107 1:10 � 10�7 0.0006 0.00070.66 2:40 � 10�7 9:30 � 106 2:20 � 10�7 0.0012 0.00120.78 3:20 � 10�7 5:90 � 106 2:88 � 10�7 0.0016 0.00171.00 5:00 � 10�7 6:70 � 105 5:10 � 10�7 0.0030 0.00295:7 TKep0.42 1:30 � 10�7 1:70 � 107 9:60 � 10�8 0.0005 0.00060.66 2:70 � 10�7 6:50 � 106 2:30 � 10�7 0.0013 0.00150.78 4:00 � 10�7 3:80 � 106 4:16 � 10�7 0.0023 0.00221.00 7:50 � 10�7 2:80 � 105 8:40 � 10�7 0.0048 0.00478:6 TKep0.42 1:30 � 10�7 1:65 � 107 9:60 � 10�8 0.0005 0.00060.66 2:90 � 10�7 5:80 � 106 2:74 � 10�7 0.0015 0.00150.78 4:70 � 10�7 2:80 � 106 5:34 � 10�7 0.0029 0.00281.00 1:05 � 10�6 1:50 � 105 1:10 � 10�6 0.0069 0.006211:5 TKep0.42 1:30 � 10�7 1:60 � 107 9:96 � 10�8 0.0006 0.00060.66 3:00 � 10�7 5:00 � 106 3:00 � 10�7 0.0017 0.00180.78 5:70 � 10�7 1:90 � 106 6:11 � 10�7 0.0034 0.00341.00 1:55 � 10�6 8:00 � 104 1:70 � 10�6 0.0090 0.0095Tabelle 6.2.: Aus dem Fit gewonnene z-Ges
hwindigkeitsdispersionen v�tT;z und �aqua-toriale Teil
henzahldi
hten n(0)�t am radialen Ort r = 0:151 R� zu ver-s
hiedenen Zeiten t und f�ur vers
hiedene �. Zur Erkl�arung der anderenGr�o�en s. Tab. 5.3.
6.2.1. Bestimmung von vT;z und n(0)Wie f�ur den dissipationsfreien Fall in Abs
hnitt 5.4 sind au
h hier mit Hilfe vonModellfunktionen die in der Tabelle stehenden Parameter v�tT;z und n(0)�t be-stimmt worden. vsimT;z erh�alt man aus der Simulationsauswertung (! Abb. 6.4) und
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Abbildung 6.5.: Teil
henzahldi
hte n(z) [Teil
hen/R3�℄ f�ur vers
hieden stark dissipie-rende Systeme �uber den vertikalen Ort z [2R℄ f�ur t = 2:8 TKep aufge-tragen am radialen Ort r � 0:151 R�. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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Abbildung 6.6.: Teil
henzahldi
hte n(z) [Teil
hen/R3�℄ f�ur vers
hieden stark dissipie-rende Systeme �uber den vertikalen Ort z [2R℄ f�ur t = 5:7 TKep aufge-tragen am radialen Ort r � 0:151 R�. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
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Abbildung 6.7.: Teil
henzahldi
hte n(z) [Teil
hen/R3�℄ f�ur vers
hieden stark dissipie-rende Systeme �uber den vertikalen Ort z [2R℄ f�ur t = 8:6 TKep aufge-tragen am radialen Ort r � 0:151 R�. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
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Abbildung 6.8.: Teil
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hen/R3�℄ f�ur vers
hieden stark dissipie-rende Systeme �uber den vertikalen Ort z [2R℄ f�ur t = 11:5 TKep aufge-tragen am radialen Ort r � 0:151 R�. Die Reihenfolge in der Legendeentspri
ht der Reihenfolge der Kurven (von oben na
h unten).
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h dienen. Aus vsimT;z folgt dann �uber Gl. (5.18) hHitheo, wel-
hes mit dem Simulationsergebnis hHisim wiederum zu verglei
hen ist. Aus derTabelle ist eine re
ht gute �Ubereinstimmung dieser Werte zu erkennen, weshalbman au
h f�ur dissipierende Systeme die z-Komponente der NSG als eine zurBes
hreibung der vertikalen Dynamik geeignete Glei
hung ansehen kann. Aller-dings muss man realisieren, dass die L�osung f�ur die vertikale Teil
henzahldi
hte,Gl. (5.18), keine zeit-, sondern { wie bereits erw�ahnt { nur eine ortsabh�angigeGlei
hung darstellt.



82 6.2 Der vertikal viskos zer
ie�ende Ring



7. Das erweiterte GravitationspotenzialIn der Realit�at vorkommende Beispiele f�ur ein oder mehrere zus�atzli
he Gravita-tionspotenziale, die eine ringf�ormige Anordnung von granularem Material zus�atz-li
h st�oren, sind die gut untersu
hten Ringplaneten Saturn, Neptun und Uranusim Sonnensystem. In diesem Kapitel soll der Ein
uss eines zus�atzli
hen Gravitati-onspotenzials in Form eines einzelnen Satelliten auf den Ring betra
htet werden.Damit unterliegen die Ringteil
hen ni
ht mehr nur einem kugelsymmetris
henGravitationspotenzial, sondern werden zus�atzli
h no
h von einem zweiten, si
h�ortli
h �andernden beein
usst. Damit wird entgegen allen bisherigen Simulationennun Gl. (2.1) eins
hlie�li
h des zus�atzli
hen Gravitationspotenzials�
ompi = �GmiM
ompri;
omp(t)g�ultig, wobei ri;
omp(t) der Abstand des bewegli
hen Ringteil
hens von dem si
hbewegenden Begleiter darstellt und die Masse M
omp des Begleiters im Folgendensehr gro� gew�ahlt wird, damit Ein
�usse und Unters
hiede zu satellitenlosen Si-mulationen s
hneller erkannt werden k�onnen. Grundlage der Simulationen diesesKapitels sind eine gemeinsame Zentralmasse M
, ein gemeinsamer Restitutions-koeÆzient (� = 0:42, da sol
he Ringe { wie in fr�uheren Kapiteln gezeigt { dy-namis
h stabil bleiben und ein Temperaturglei
hgewi
ht beibehalten) und einegemeinsame Ringgeometrie (identis
he Voraussetzungen bei der Teil
henerzeu-gung). Au�erdem bilden Satellit und Zentralmasse kein Zwei-K�orper-Problem,d.h. der Zentralk�orper bleibt na
h wie vor im Koordinatenursprung �xiert.Heutzutage wird im Allgemeinen anerkannt, dass die We
hselwirkung zwis
henSatelliten und planetaris
hen Ringen bzw. den sie aufbauenden Einzelringen (s.Abb. 7.1) zu Gebieten im Ring f�uhren kann, die eine sehr geringe optis
he Tiefebesitzen und damit Spalten im Planetenring bilden. Letztendli
he Ursa
he f�urdiese Spaltenbildungen sind sogenannte von dem oder den Satelliten im Ringausgel�oste Di
htewellen, wel
he radiale Oszillationen in der Ober
�a
hendi
htehervorrufen, die dur
h Resonanzen (sog. Lindblad-Resonanzen) zwis
hen Ring-material und den Satelliten entstehen (! [3℄). Das Resonanz-Konzept basiertauf der Annahme, dass Ringteil
hen dann mit einem Satelliten in Resonanz ste-hen, wenn die Umlaufperiode des Begleiters T
omp ein ganzzahliges Vielfa
hes derUmlaufperiode Ti des Ringteil
hens am betre�enden Ort im Ring betr�agt. So-wohl theoretis
he Arbeiten [5℄ wie au
h diverse numeris
he Simulationen [9℄, [10℄



84unterst�utzen die These, dass auf Grund bestimmter Resonanzen Gebiete mit soniedriger optis
her Tiefe entstehen, dass man sie als Spalten innerhalb des Ringesau�assen kann, wie z.B. die Cassini - und En
ke-Spalte des Saturn-Rings.

Abbildung 7.1.: Ein von Voyager 2 aufgenommenes Bild der Einzelringe des Saturn.Die gut zu sehende dunkle L�u
ke stellt die Cassini-Spalte mit wesent-li
h geringerer optis
her Tiefe als ihre Umgebung dar.Die Ausgangskon�guration f�ur die Simulationen mit Begleiter ist ein bei t = 14:5TKep relaxiertes System mit N = 9108 und � = 0:42, wie das zeitli
he Verhaltender Gesamtges
hwindigkeitsdispersion in Abb. 7.2 no
hmal zeigt. Zeitli
h daranans
hlie�ende Simulationen mit Begleiter unters
hiedli
her Masse zeigt Abb. 7.3.Die f�ur diese Simulationen relevanten Daten sind in Tab. 7.1 aufgelistet. Zus�atz-li
h ist dort no
h eine Simulation mit eingestellter 2:1-Resonanz aufgef�uhrt, aufdie jedo
h sp�ater n�aher eingegangen wird. Die Gesamtges
hwindigkeitsdispersioneiner stark dissipativen Simulation nimmt, wie in Kapitel 4.1 n�aher bespro
hen,na
h hinrei
hend langer Zeit einen Glei
hgewi
htszustand ein. Dieser wird si
hni
ht weiter �andern, wenn keine �au�eren Ein
�usse auftreten. Wirkt zudem no
hM
omp [M�℄ r [R�℄ v� [R�/s℄ T [TKep℄ T
omp=Ti2:90 � 10�5 0.607 1:36 � 10�5 8.05 8:12:90 � 10�6 0.607 1:36 � 10�5 8.05 8:12:90 � 10�7 0.240 2:17 � 10�5 2.00 2:1- 0.151 2:73 � 10�5 1.00 -Tabelle 7.1.: �Ubersi
ht �uber die Daten der Begleiter. In Resonanz be�nden si
h dieTeil
hen der Ringmitte (ihre Daten - s. unterste Zeile).
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Abbildung 7.2.: Gesamtges
hwindigkeitsdispersion vT [R�/s℄ �uber die Zeit t [TKep℄bei r = 0:151 R�. Na
h 
a. t = 15 TKep ist ein Glei
hgewi
htszustandeingetreten (� = 0:42).
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Abbildung 7.3.: Gesamtges
hwindigkeitsdispersionen f�ur dasselbe Systemmit � = 0:42bei r = 0:151 R� unter Ein
uss zweier vers
hiedener Begleiter-Massen(M
omp =M
=10 und M
omp =M
=100 mit M
 = 2:9 � 10�4 M�).
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Das erweiterte Gravitationspotenzial 87ein Begleiter auf den Ring ein, wie ab t = 15 TKep ges
hehen, wird si
h die bis-her konstante Temperatur ebenfalls mit der Periode des Begleiters �andern: dieAmplitude wird umso gr�o�er, je gr�o�er der gravitative Ein
uss ist. Aus Abb.7.3 kann man dann au
h die Periode dur
h eine Modellfunktion abs
h�atzen. Wieman sieht, liegt diese - wie erwartet - bei T
omp � 8 TKep. Einen Unters
hied imVerlauf der Extremwerte erkennt man sofort: beim s
hwereren Begleiter sind zumEinen die Amplituden der Temperatur gr�o�er, zum Anderen die S
heitelwerte imMaximum �uber l�angere Zeit konstant. Im Gegensatz dazu zeigt die Simulationmit dem lei
hteren Begleiter dieses Ph�anomen ni
ht. Auf Grund des zus�atzli
hwirkenden Gravitationspotenzials dur
h den Begleiter wird die azimutale Symme-trie des Ringes gebro
hen, weshalb Mittelungen von Gr�o�en �uber den azimutalenWinkel ni
ht mehr als sinnvoll ers
heinen. Insbesondere k�onnen die stark verein-fa
hten 2D-Glei
hungen des Kapitels 5.2 wegen �=�� 6= 0 ni
ht mehr verwendetwerden.Wie nun verhalten si
h die Teil
henbahnen unter Ein
uss eines in diesem Sin-ne erweiterten Gravitationspotenzials ? Wie in fr�uheren Kapiteln gezeigt (Abbn.4.15 bis 4.17), ergeben si
h ohne Satellitenein
uss an den Ringr�andern erh�ohtenumeris
he Exzentrizit�aten, was dort h�ohere Ges
hwindigkeitsdispersionen be-dingt. Im Gegensatz zu dieser Erkenntnis zeigen die numeris
hen Exzentrizit�atender Teil
hen im erweiterten Gravitationspotenzial z.B. mit einer 2:1-Resonanzein invertiertes Verhalten: an den R�andern sind wesentli
h geringere numeris
heExzentrizit�aten als in der Ringmitte zu erkennen (Abbn. 7.4 und 7.5). DieserUmstand �andert si
h au
h �uber lange Zeitr�aume (hier etwa �uber 65 TKep) ni
ht.Analoge S
hlussfolgerungen wie in Kapitel 4.4 f�uhren hier zu der Annahme, dassdie mittlere freie Wegl�ange in der Ringmitte zu diesen Zeitpunkten gr�o�er seinmuss als an den R�andern.Die optis
he Tiefe der beiden Simulationen mit den 8:1-Resonanzen zeigt lei-der keine �ortli
hen Fluktuationen, die auf radiale Gebiete mit niedriger optis
herTiefe s
hlie�en lassen k�onnten, sondern eher dasselbe Verhalten wie bei satelliten-losen Ringen, d.h. eine zumindest angen�aherte Gauss's
he Verteilung der Materie�uber den Ort. Eine merkli
he Beein
ussung des Satelliten auf die radiale Mate-rieverteilung im Ring zeigt demgegen�uber eher die Langzeitsimulation mit ein-gestellter 2:1-Resonanz (Abbn. 7.6 und 7.7). Die Motivation f�ur die Wahl dieserResonanz dient die Tatsa
he, dass beim Saturnring die 2:1-Lindblad-Resonanzseines Mondes Mimas wahrs
heinli
h f�ur die Cassini-Spalte verantwortli
h ge-ma
ht wird, si
her jedo
h als die Ursa
he f�ur ihren inneren Rand gilt [10℄. Dasf�uhrte zu der Annahme, dass eine 2:1-Resonanz in den Simulationen ebenfallszu Gebieten an bestimmten radialen Orten f�uhren m�usste, wel
he eine niedrigereoptis
he Tiefe besitzen. Die Ergebnisse sind in den Abbn. 7.6 und 7.7 zu erken-nen. Deutli
h ist dort eine vom radialen Ort und vom Azimutwinkel abh�angigeoptis
he Tiefe zu sehen, wel
he bereits bald na
h Beginn der Simulation in einebez�ugli
h des Zentralteil
hens punktsymmetris
he Di
htewelle �ubergeht. Es sinddort Verdi
htungen zu erkennen, also Gebiete erh�ohter optis
her Tiefe, wel
he
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Abbildung 7.6.: 2:1-Resonanz mit M
omp = 1=1000 M
 zur Zeit t � 29 TKep (oben)und t � 43 TKep (unten).
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Abbildung 7.7.: 2:1-Resonanz mit M
omp = 1=1000 M
 zur Zeit t � 58 TKep (oben)und t � 86 TKep (unten).



90also an unters
hiedli
hen azimutalen Winkeln unters
hiedli
he Werte besitzt. Esist also m�ogli
h, dass si
h f�ur eine bestimmte Wahl von M
omp und T
omp zu ei-nem bestimmten radialen Ort r f�ur alle Azimutwinkel � eine optis
he Tiefe sehrgeringen Wertes einstellt (d.h. eine spalten�ahnli
he Region).



8. Zusammenfassung
8.1. �Uberbli
kIn dieser Arbeit wurden molekulardynamis
he Simulationen von 3-dimensionalenN -Teil
hen-Systemen, wel
he si
h in einem zentralen Gravitationspotenzial be-�nden, dur
hgef�uhrt. Die Eigengravitation der Ringe wurde auf Grund ihrer imVerglei
h zum Zentralk�orper geringen Masse verna
hl�assigt. Eine weitere Verein-fa
hung der Simulationen bestand darin, dass auss
hlie�li
h monodisperse Sy-steme untersu
ht wurden. Zuerst wurden Simulationen gestartet, um allgemeinephysikalis
he Erhaltungsgr�o�en wie Energieerhaltung und Drehimpulserhaltungdes Aggregats zu �uberpr�ufen und die Keplerbewegung der Teil
hen zu veri�zie-ren, um die Korrektheit des erstellten Programm
odes zu best�atigen.Eine wi
htige Aufgabe bestand darin, eine geeignete Temperaturde�nition zu �n-den, um Aussagen �uber den zeitli
hen Verlauf der Ges
hwindigkeitsdispersionenund damit der Temperaturen im System zu gewinnen. Mit der Sto�viskosit�at gibtes einen zu variierenden Parameter, der ein Ma� f�ur die K�uhlrate des Systemsdarstellt und mit dem das gesamte Temperaturverhalten emp�ndli
h zu beein-
ussen ist. Mit unters
hiedli
h eingestellten Sto�viskosit�aten konnte das Systemabgek�uhlt bzw. aufgeheizt werden, was einen S
hwellwert f�ur die Sto�viskosit�atimpliziert, bei dem die Temperatur zeitli
h konstant bleibt. Diesen galt es dannzu �nden und mit der Theorie zu �uberpr�ufen. Neben der Untersu
hung des zeitli-
hen Verlaufes der einzelnen Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten war au
hdie explizite Analyse ihres radialen Verlaufes von besonderem Interesse.Ein weiterer wi
htiger Aspekt, der in der Arbeit behandelt wurde, war der Ver-su
h eines �Uberganges von der diskreten, mikroskopis
hen Simulation zu einerhydrodynamis
hen Betra
htungsweise makroskopis
hen Charakters. Dies wurdeversu
ht, indem die Dynamik des Ringes sowohl in radialer wie au
h in vertikalerDimension mit entspre
henden speziellen L�osungen der Navier-Stokes-Glei
hung�uberpr�uft wurde. Dies ges
hah mit Ber�u
ksi
htigung vers
hieden stark einge-stellter Dissipation. Um diesen �Ubergang zu bewerkstelligen, mussten die hydro-dynamis
hen Grundglei
hungen zuerst in eine zwei-dimensionale Form gebra
htwerden, damit sie die spezielle Symmetrie der Teil
henaggregate zu bes
hreibenverm�ogen.S
hlie�li
h wurde no
h das zeitli
he Verhalten gewisser Gr�o�en des Systems be-
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htet, w�ahrend die Teil
hen unter dem Ein
uss eines erweiterten Gravitati-onspotenzials mit unters
hiedli
h eingestellten Resonanzen standen.8.2. ErgebnisseDie molekulardynamis
he Behandlung von ringf�ormigen Teil
henaggregaten lie-ferte folgende Erkenntnisse:� die Pseudoteil
hen bewegen si
h auf Keplerbahnen, da die Gesamtenergienegative Betr�age (gebundene Bahnen) annimmt; f�ur Keplerbahnen folgt ausden Simulationen, wie erwartet, au
h das Ergebnis hv�i � hvri � hvzi � 0;die Gesamtenergie und der Gesamtdrehimpuls aller Teil
hen bleiben beidissipationsfreien Systemen erhalten;� auf Grund der di�erenziellen Rotation der einzelnen Ringberei
he ergibtsi
h eine na
h au�en hin abnehmende Temperatur und na
h au�en hinabnehmende s
herviskose Reibungse�ekte;� f�ur die Ges
hwindigkeitsdispersionskomponenten ist eine Diskrepanz vT;r =2 � vT;� �uber alle Zeiten gefunden worden, wel
he theoretis
h dur
h dieStandardabwei
hung (dur
h Zeitmittelung) der Ges
hwindigkeitsdispersi-onskomponenten f�ur vers
hiedene Bahnexzentrizit�aten erkl�art werden konn-te; au�erdem konnte gezeigt werden, dass eine h�ohere Bahnexzentrizit�at eineh�ohere Temperatur der Teil
hen bedingt;� die h�oheren Werte von vT;r und vT;z an den Ringr�andern in radialer Dimen-sion sind dur
h die dortigen h�oheren Bahnexzentrizit�aten zu erkl�aren;� die Bedingung f�ur eine d�unne S
heibe ist sowohl f�ur ni
ht-dissipative (zu-mindest f�ur ein anf�angli
hes Zeitintervall) als au
h f�ur dissipative Systemeerf�ullt ! Bere
htigung der 2D-NSG;� es wurde na
h der �-� -Relation ein S
hwellwert f�ur den vorzugebenden (nor-malen) RestitutionskoeÆzienten bere
hnet, wenn eine zeitli
h mehr oderweniger konstante optis
he Tiefe angenommen wurde: wird der S
hwell-wert �ubers
hritten, so heizt si
h das System permanent auf, wird er unter-s
hritten, dann k�uhlt das System ab, bis ein Glei
hgewi
ht errei
ht wird; istder S
hwellwert eingestellt, dann verl�auft die Temperatur zeitli
h konstant(Quasi-Glei
hgewi
ht);� stark dissipative Simulationen zeigen ein in radialer und vertikaler Dimen-sion saturierendes System, w�ahrend ni
ht-dissipative Simulationen in dieseRi
htungen eine aktivere Dynamik in Form eines kontinuierli
hen Ausein-ander
ie�ens aufweisen;



Zusammenfassung 93� der Verglei
h zwis
hen mikroskopis
her Simulation und der makroskopis
hg�ultigen speziellen L�osung f�ur das radiale viskose Zer
ie�en ergibt, entgegender Annahme einer konstanten z-integrierten kinematis
hen Viskosit�at, einezeitli
h anwa
hsende, f�ur s
hwa
h dissipative Systeme eine weniger starkanwa
hsende;� die makroskopis
h g�ultige spezielle L�osung f�ur die vertikale Teil
henzahl-di
hte ist unabh�angig von der K�uhlrate konform mit den Simulationsergeb-nissen;� simuliert man mit Begleitern, dann ergeben si
h im Gegensatz zu Simulatio-nen ohne erweitertem Gravitationspotenzial in der Ringmitte oszillierendeTemperaturwerte; die Bahnexzentrizit�aten sind entgegen den satellitenlosenSimulationen an den radialen Ringr�andern niedriger als in der Ringmitte;� die 2:1-Resonanz erzeugt im Ring vom Azimutwinkel abh�angige Di
htewel-len.8.3. Ausbli
kIm Rahmen der Simulation von Akkretionss
heiben k�onnte als zuk�unftige Auf-gabe eine Quelle von Teil
hen (Massen
uss vom Begleitstern) implementiert unddie bereits vorhandene, aber in dieser Arbeit ni
ht benutzte Teil
hensenke (kom-paktes Zentralobjekt) verwendet werden. Dann kann no
h - der Vollst�andigkeithalber - die dritte hydrodynamis
he Grundglei
hung, d.h. die Energiebilanzglei-
hung, �uberpr�uft werden.Um gewisse Strukturen im Ring wie Gebiete niedriger optis
her Tiefe (z.B. Spal-ten) unter Ein
uss von umlaufenden Satelliten zu erhalten, m�ussen geeigneteWerte f�ur die Begleitermasse wie au
h f�ur dessen Umlaufzeit (glei
hbedeutendmit einer bestimmten Resonanz) eingestellt und m�ogli
herweise au
h sehr langeSimulationen (t � 100 TKep) in Kauf genommen werden.Ferner kann in Zukunft no
h die z-integrierte kinematis
he Viskosit�at, d.h. ihrzeitli
hes Verhalten, n�aher untersu
ht werden. Na
h Gl. (3.23) k�onnte sie eineZeitabh�angigkeit erhalten, wenn si
h die optis
he Tiefe zeitli
h �andern w�urde.Ein zeitli
her Zuwa
hs von �� w�urde die Ergebnisse des Kapitels 5 best�atigen.Dies alles k�onnte systematis
h untersu
ht werden, wenn die optis
he Tiefe bei derTeil
henerzeugung zu beein
ussen w�are. Au�erdem w�urde man �ahnli
he Untersu-
hungen f�ur polydisperse (zun�a
hst einmal bidisperse) Systeme dur
hf�uhren undden Ein
uss unters
hiedli
h gro�er Teil
hen auf gewisse Gr�o�en wie Tempera-tur, optis
he Tiefe und Ges
hwindigkeitsverteilung studieren k�onnen. Au�erdemk�onnte die analytis
he L�osung Gl. (5.12) des radial viskos zer
ie�enden Ringesnumeris
h gel�ost und mit Simulationen mit geeignet gew�ahlten Parameters�atzen
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kvergli
hen werden.Andererseits w�are es { wie gerade erst angespro
hen { eine gro�e und wi
htigeHerausforderung, die Erzeugung der Teil
henaggregate kontrollierter zu gestalten,d.h. auf die optis
he Tiefe der Systeme so genau wie m�ogli
h Ein
uss zu nehmen.Dies und die Absi
ht der Erzeugung bereits saturierter Anfangskon�gurationenw�urden dann eine tats�a
hli
h zeitli
h konstante optis
he Tiefe � bedingen, wel
hezur Bestimmung eines genaueren S
hwellwertes f�ur den RestitutionskoeÆzienten� f�uhren sollte. Eine kontrolliertere Teil
henerzeugung k�onnte z.B. insofern ge-s
hehen, als man die Teil
hen kettenf�ormig um das Zentralpotenzial anordnetund damit in drei Dimensionen eine di
hte Pa
kung erh�alt. Damit k�onnte dannau
h unmittelbar Ein
uss auf die Teil
henzahldi
hte genommen und so gezieltweniger oder mehr St�o�e pro Zeits
hritt erzwungen werden. Dadur
h k�onntenweitere Felder der Theorie hinsi
htli
h d�unner oder di
hter granularer Medieners
hlossen werden (z.B. w�urde bei di
hten Systemen dann der kollisionale Anteildes Dru
ktensors wi
htig werden).



A. Herleitung der hydrodynamis
henGlei
hungen in ZylinderkoordinatenF�ur astrophysikalis
he Probleme wie der Bes
hreibung planetaris
her Ringe oderAkkretionss
heiben, wel
he eine Rotationssymmetrie aufweisen (wobei die z-A
hsedes verwendeten Koordinatensystems der Rotationsa
hse des Systems entspre-
hen soll), muss die Navier-Stokes-Glei
hung (im Folgenden wieder als NSG be-zei
hnet) in einem angepassten Koordinatensystem niederges
hrieben werden. Indiesem ersten Teil des Anhanges soll die NSG in den notwendigen Zylinderko-ordinaten hergeleitet werden, da in anderer Literatur oft nur das Ergebnis zumNa
hs
hlagen (z.B. [12℄) aufgef�uhrt ist.Im Folgenden, wie bisher au
h in der gesamten Arbeit ges
hehen, wird die fol-gende Nomenklatur zu Grunde gelegt:� zwei skalare Gr�o�en, eine skalare mit einer tensoriellen und dyadis
he Pro-dukte zweier Tensoren (wie im Ges
hwindigkeitsgradienten) werden ohneein Zei
hen miteinander (dyadis
h) multipliziert und� Multiplikationen zwis
hen tensoriellen Gr�o�en (darunter fallen z.B. die Ska-larprodukte und die wi
htigen Tensordivergenzen) werden mit " � \ gekenn-zei
hnet.A.1. Herleitung der NSG in ZylinderkoordinatenAls Ausgangspunkt f�ur die Herleitung dient die NSG in kartesis
hen Koordinaten,d.h. �DvDt = �rp +r � T + �f (A.1)mit Dv�Dt = �v��t ����x0 + (v � r) v� (A.2)= �v��t ����x0 + �x��t �����0 �v��x� ����t0 ;



96 A.1 Herleitung der NSG in Zylinderkoordinatender aus Kapitel 1 bekannten materiellen Ableitung in der Euler's
hen Darstel-lungsform und der Divergenz des Spannungstensors r � T 0 = r � (T � p1). Dererste Term der re
hten Seite der Gl. (A.2) ist an einem festen r�aumli
hen Punktx = x(�; t) = x0, w�ahrend die r�aumli
he Ableitung der Ges
hwindigkeit unddie Zeitableitung des r�aumli
hen Punktes im zweiten Term der re
hten Seite zueinem festen Zeitpunkt t = t0 bzw. f�ur einen festen materiellen Punkt �0 zu be-tra
hten sind.Der �Ubergang von einem kartesis
hen zu einem zylindris
hen Vektor wird in zweiS
hritten vollzogen. Zuerst �ubersetzt man die von den kartesis
hen Koordinaten(x; y; z) abh�angigen Vektorkomponenten gem�a� x = r 
os(�); y = r sin(�); z = zin zylindris
he Koordinaten (r; �; z)v = 0� vx(x; y; z)vy(x; y; z)vz(x; y; z) 1A) ~v = 0� ~vx(r; �; z)~vy(r; �; z)~vz(r; �; z) 1A = 0� vr 
os�� v� sin�vr sin�+ v� 
os�vz 1A : (A.3)Hierbei enth�alt der entstehende Vektor ~v zwar Zylinderkoordinaten, ist jedo
hno
h im kartesis
hen System de�niert. Der zweite S
hritt bildet diesen Vektormit Hilfe der Transformationsmatrix M linear in das zylindris
he System ab:0� vr(r; �; z)v�(r; �; z)vz(r; �; z) 1A = M � ~v = 0� 
os� sin� 0� sin� 
os� 00 0 1 1A �0� ~vx(r; �; z)~vy(r; �; z)~vz(r; �; z) 1A : (A.4)Jedes krummlinige Koordinatensystem besitzt also eine spezielle Transformati-onsmatrix, mit der man z.B. zwis
hen dem kartesis
hen und dem betre�endenkrummlinigen Koordinatensystem we
hseln kann.Um die kartesis
he NSG nun in das zylindris
he Koordinatensystem zu �uber-setzen, ma
ht man von der Umkehrung von Gl. (A.4) Gebrau
h und �ndet imeinfa
hsten Fall f�ur Vektoren, auf die keine Operatoren wirken, wie z.B. das in dermateriellen Ableitung im ni
ht-linearen Term links vom Nabla-Operator stehendeGes
hwindigkeitsfeld, ~v = 0� ~vx~vy~vz 1A =M�1 �0� vrv�vz 1A ; (A.5)oder wie die auf der re
hten Seite von Gl. (A.1) stehende Kraftdi
hte,�~f = �0� ~fx~fy~fz 1A =M�1 � �0� frf�fz 1A : (A.6)Dann m�ussen no
h die Operatoren zuerst in das zylindris
he System �uberf�uhrtwerden, um dana
h auf die kartesis
hen Vektoren und Skalare zu wirken. Die
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hungen in Zylinderkoordinaten 97Zeitableitung �andert ihre Form unter einer Koordinatentransformation ni
ht,kann also sofort auf den kartesis
hen Ges
hwindigkeitsvektor wirken:�~v�t =M�1 �0� �vr�t � v� _��v��t + vr _��vz�t 1A =M�1 �0� �tvr�tv��tvz 1A ; (A.7)worin auf Grund der Euler's
hen Betra
htungsweise der materiellen Ableitung diezylindris
h r�aumli
hen Koordinaten als zeitli
h konstant r = r0; � = �0; z = z0angesehen werden, womit oben _� � 0 wird.Allerdings �andert si
h der Nabla-Operator des ni
ht-linearen Terms der re
htenSeite von Gl. (A.1) unter einer Koordinatentransformation:(v �r) ~v =M�1 �0� (v �r) vr � v2�r(v �r) v� + v�vrr(v �r) vz 1A ; (A.8)wobei auf das Ges
hwindigkeitsfeld, wel
hes links vom Nabla-Operator steht, keinOperator wirkt, weshalb f�ur ihn das bereits hergeleitete Ergebnis von Gl. (A.5),also das in Zylinderkoordinaten �ubersetzte Ges
hwindigkeitsfeld v = (vr; v�; vz)T ,einzusetzen ist.Au
h im Dru
kgradienten der re
hten Seite �andert si
h der Operator:r~p = M�1 �0� �rp1r��p�zp 1A : (A.9)F�ur die Tensordivergenz in Gl. (A.1) kann ni
ht na
h obigem S
hema vorgegangenwerden, weshalb die Produktregelr � �T T � a� = (r � T ) � a+ Sp� (ra) � TT� (A.10)herangezogen werden muss (s. [11℄). Ersetzt man den allgemeinen Vektor a z.B.dur
h den zylindris
hen Einheitsvektor er, dann folgt f�ur das Skalarproduktr � �T T � er� =r � (Trrer + Tr�e� + Trzez) ;und der allgemeine Vektorgradient in Zylinderkoordinatenra = 0� �rar 1r��ar � a�r �zar�ra� 1r��a� + arr �za��raz 1r��az �zaz 1A (A.11)wird zu rer = 0� 0 0 00 1r 00 0 0 1A :



98 A.1 Herleitung der NSG in ZylinderkoordinatenAus Gl. (A.10) folgen dann die zylindris
hen Komponenten der Tensordivergenz
r � T = 0B� �Trr�r + 1r �Tr��� + �Trz�z + Trr�T��r�T�r�r + 1r �T���� + �T�z�z + T�r+Tr�r�Tzz�z + 1r �Tz��� + Tzrr 1CA ; (A.12)

wenn man au
h no
h die Komponenten (r � T )�e� und (r � T ) �ez na
h glei
hemS
hema bestimmt. Die einzelnen Ergebnisse aus den Gln. (A.5) bis (A.9) und(A.12) ergeben dann die gesu
hte NSG in Zylinderkoordinaten. Die einzelnenKomponenten der NSG lauten damit���vr�t + (v �r)vr � v�2r � = ��p�r + (r � T ) � er + �fr���v��t + (v �r)v� + vrv�r � = �1r �p�� + (r � T ) � e� + �f� (A.13)���vz�t + (v �r)vz� = ��p�z + (r � T ) � ez + �fz :Die NSG in Zylinderkoordinaten (A.13) wird in Kapitel 5 zur re
hneris
hen Be-s
hreibung des radialen Zer
ie�ens des Ringes benutzt.Dazu soll hier no
h die genaue Form der einzelnen zylindris
hen Tensorkompo-nenten ohne Herleitung aufgef�uhrt werden:Trr = �� � 23��r � v + 2��vr�r ;Tr� = T�r = ���v��r + 1r �vr�� � v�r � ;T�� = �� � 23�r � v + 2�r ��v��� � ;Trz = Tzr = ���vz�r + �vr�z � ;T�z = Tz� = ��1r �vz�� + �v��z � ;Tzz = �� � 23��r � v + 2��vz�z : (A.14)
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hungen in Zylinderkoordinaten 99A.2. Herleitung der Kontinuit�atsglei
hung inZylinderkoordinatenDie kartesis
he Kontinuit�atsglei
hung lautet���t +r � (�v) = ���t + �(�vx)�x + �(�vy)�y + �(�vz)�z = 0 ; (A.15)vgl. Abs
hnitt 1.3. W�ahrend die Zeitableitung der Di
hte bei der Koordinaten-transformation forminvariant bleibt (s. Gl. (A.7)), �andert si
h die Divergenz desProdukts aus � und v. �Uberf�uhrt man den kartesis
hen Vektor �v mit x =r 
os(�); y = r sin(�); z = z in zylindris
he Koordinaten und bildet z.B. f�ur dieerste Koordinate�(�vx)�x = �(�~vx)�r �r�x + �(�~vx)�� ���x + �(�~vx)�z �z�x : (A.16)Mit Gl. (A.3), den Ableitungen �r�x = 
os(�), ���x = � sin(�)r , �z�x = 0 und ana-loger Vorgehensweise bei den anderen beiden Komponenten folgt s
hlie�li
h diezylindris
he Darstellung der Kontinuit�atsglei
hung:���t + 1r �(�rvr)�r + 1r �(�v�)�� + �(�vz)�z = 0 : (A.17)
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B. Die De�nition der TemperaturIn Anlehnung an die Temperaturde�nition beim idealen Gas [1℄, [18℄ muss f�urdas System ein gutes Ma� f�ur die Fluktuationsges
hwindigkeiten gefunden wer-den, um einen Ausdru
k f�ur die kinetis
he Energie und damit f�ur die Temperaturzu erhalten. Ein gutes Ma� w�urde die Standardabwei
hung � der Verteilungs-funktion der Ges
hwindigkeiten darstellen { vgl. Anhang D. � entspri
ht dannder mittleren Abwei
hung der einzelnen Ges
hwindigkeitswerte von der mittlerenGes
hwindigkeit, ist also die im Kapitel 4 verwendete Fluktuationsges
hwindig-keit vT = �Pi v2T;i�1=2. Die kinetis
he Energie der 
uktuativen Bewegung einesTeil
hens der Masse m, wel
hes si
h im 3-dimensionalen Raum bewegen kann,lautet Ekin = 12m �v2T;1 + v2T;2 + v2T;3� = 12mv2T ; (B.1)worin die vT;i die Fluktuationsges
hwindigkeitskomponenten entweder im kartesi-s
hen oder im zylindris
hen Koordinatensystem sind. F�ur die kinetis
he Energiefolgt na
h dem Glei
hverteilungssatz der ThermodynamikEkin = 32kBTth =: 32Tg ; (B.2)wona
h auf jeden Freiheitsgrad der Betrag (1=2)kBTth entf�allt. Hiermit wird einBezug zum Temperaturbegri� hergestellt. Tg := kBTth besitzt die Einheit derEnergie, wird als granulare Temperatur pro Teil
hen und Freiheitsgrad und indieser Arbeit stets mitT := Tg = 23Ekin = m3 v2T = m3 (hv2i � hvi2) (B.3)bezei
hnet. Hier ist vT = (hv2i � hvi2)1=2 die oben erw�ahnte Standardabwei
hungder Ges
hwindigkeiten.Betra
htet man einmal die Standardabwei
hung in Gl. (B.3) n�aher, so erkenntman, dass beim mittleren Quadrat hv2i vor der Mittelwertsbestimmung das Qua-drat der Ges
hwindigkeiten bere
hnet wird. Damit werden alle evtl. auftretendennegativen Vorzei
hen neutralisiert und das mittlere Quadrat muss unabh�angigsein vom verwendeten Koordinatensystem. Viel emp�ndli
her gegen�uber Koordi-natentransformationen verh�alt si
h dagegen das quadratis
he Mittel hvi2, da hier



102zuerst gemittelt und dann das Quadrat bestimmt wird. D.h. mit der �Anderungdes quadratis
hen Mittels �andert si
h au
h der Absolutwert der Standardabwei-
hung.Der Wert des quadratis
hen Mittels ver�andert si
h, wenn man bei der vorhan-denen Rotationssymmetrie unters
hiedli
he Koordinatensysteme betra
htet. Beikartesis
her Betra
htungsweise w�urden si
h die vx- und vy-Komponenten derPseudoteil
hen in (in Bezug auf die Zentralmasse) punktsymmetris
hen Volu-menelementen zu Null mitteln, da sie unters
hiedli
he Vorzei
hen aufweisen.Demgegen�uber werden si
h in zylindris
her Betra
htungsweise die vr- und v�-Komponenten ni
ht herausmitteln. Beide Betra
htungsweisen w�urden dasselbeErgebnis liefern, wenn jeweils zuerst der Betrag der Ges
hwindigkeit und danndie Mittelung vorgenommen werden w�urde, d.h. unter Verwendung von nun hjvji2statt wie in Gl. (B.3) von hvi2.Unterteilt man die Teilringe in Parzellen, so kann man als weiteres Kriterium,wel
he Temperaturde�nition im System die relevante ist, die Forderung geltenlassen, dass die Standardabwei
hung unabh�angig von der Parzellenzahl dieselbezu sein hat, glei
h, wel
he Art von De�nition man verwendet. Bei Einteilung inParzellen muss es in kartesis
her Betra
htungsweise letztendli
h glei
h sein, obman zuerst mittelt und dana
h die Betr�age bestimmt oder umgekehrt, da si
hdie vx- und vy-Komponenten innerhalb einer Parzelle sowieso ni
ht zu Null mit-teln, wenn die Parzellen hinrei
hend klein gew�ahlt wurden. Also muss si
h hvi2umso e�ektiver zu Null mitteln und damit die Standardabwei
hung umso gr�o�erwerden, je weniger Parzellen benutzt werden.Anhand eines weitestgehend relaxierten Ringes wurden vers
hiedene Temperatur-de�nitionen untersu
ht. Die folgenden Glei
hungen stellen die a
ht vers
hiedenenM�ogli
hkeiten dar, na
h denen die Standardabwei
hung bzw. Temperatur jeweilsbestimmt wurde:BM jvT jz;kR := � hv2�iR + hv2�iR + hv2
iR � hqv2� + v2� + v2
 i2�1=2 (B.4)MBjvT jz;kR := � hv2�iR + hv2�iR + hv2
iR � hv�i2R � hv�i2R � hv
i2R�1=2 (B.5)BM jvT jz;kP := � hhv2�iP i+ hhv2�iP i+ hhv2
iP i� hqhv2� + v2� + v2
iP i2�1=2 (B.6)MBjvT jz;kP := � hhv2�iP i+ hhv2�iP i+ hhv2
iP i� hqhv�i2P + hv�i2P + hv
i2P i2�1=2 : (B.7)Der Index P (Parzellenmittelung) bedeutet, dass eine Parzelleneinteilung,R (Ring-mittelung) bedeutet, dass keine Parzelleneinteilung vorgenommen wurde. Sowohlf�ur die Ringmittelung als au
h f�ur die Parzellenmittelung wurde einerseits zuerstder Betrag, dann die Mittelung (Index BM), andererseits zuerst die Mittelung,



Die De�nition der Temperatur 1031 72 36 12 BM jvT jzP 7:075 � 10�8 7:112 � 10�8 7:059 � 10�8 BM jvT jzR 7:126 � 10�83 MBjvT jzP 1:465 � 10�7 1:506 � 10�7 1:543 � 10�7 MBjvT jzR 1:546 � 10�74 BM jvT jkP 7:070 � 10�8 7:088 � 10�8 7:062 � 10�8 BM jvT jkR 7:125 � 10�85 MBjvT jkP 6:800 � 10�7 1:371 � 10�6 2:762 � 10�5 MBjvT jkR 2:762 � 10�5Tabelle B.1.: Verglei
h unters
hiedli
h bere
hneter Standardabwei
hungen jvT j sowohlf�ur die Ringmittelung als au
h f�ur die Parzellenmittelung. Zur Erl�aute-rung der einzelnen Zeilen s. Text.dann der Betrag (Index MB) bestimmt und daraus in Tab. B.1 die Standard-abwei
hung jvT j bere
hnet. Die Betra
htung in unters
hiedli
hen Koordinatensy-stemen wird dur
h die Indizes k (kartesis
h) und z (zylindris
h) angezeigt. Eingutes Ma� f�ur die Temperatur im System hat man gewonnen, wenn der Wert un-abh�angig von der Parzellenanzahl und unabh�angig vom angewendeten Verfahren(BM oder MB) ist.Wie man erkennen kann, �andern si
h die Werte in der Zeile 5 (bestimmt dur
hdie Gln. (B.5) bzw. (B.7)) re
ht stark, was daran liegt, dass si
h auf Grund derkartesis
hen Betra
htung { wie oben erw�ahnt { die kartesis
hen Komponentenherausmitteln. Je weniger Parzellen verwendet werden, desto e�ektiver mittelnsi
h die Werte heraus und desto gr�o�er wird die Standardabwei
hung. W�urdeman sehr viele Parzellen nehmen, dann w�urde si
h der Wert der wahren Stan-dardabwei
hung anglei
hen. Bei einer Parzelle unters
heidet si
h der Wert ni
htvon dem der Ringmittelung (wie au
h erwartet).Die Werte in Zeile 3 (ebenfalls bestimmt dur
h die Gln. (B.5) bzw. (B.7)) blei-ben f�ur unters
hiedli
he Parzellenzahlen beinahe konstant und entspre
hen demder Ringmittelung, was an den zylindris
hen Komponenten liegt, die si
h ni
htherausmitteln. Trotzdem k�onnen si
h au
h hier die zylindris
hen Komponenten,wenn au
h nur geringf�ugig, herausmitteln, wenn z.B. in einer Parzelle Teil
hensind, die sowohl negative wie au
h positive hvri- bzw. hvzi-Komponenten besit-zen. Dies muss in Zeile 3 der Fall sein, da die dortigen Standardabwei
hungenein wenig gr�o�ere Werte besitzen als in den anderen Zeilen (Bsp. hierf�ur zur Ver-ans
hauli
hung ist der radial zer
ie�ende Ring (Kapitel 5), bei dem am innerenRingrand Teil
hen si
h in Ri
htung Zentralmasse und am �au�eren Ringrand inentgegengesetzte Ri
htung bewegen).In Zeile 2 und 4 (beide bestimmt dur
h die Gln. (B.4) bzw. (B.6)) sind dieStandardabwei
hungen unabh�angig von der Parzellenanzahl, stimmen au
h mitder Ringmittelung und sogar gegenseitig �uberein. Dies liegt daran, dass in beidenF�allen zuerst der Betrag und dann die Mittelung vorgenommen wird. Das wird diegegenseitige Verni
htung von Komponenten unters
hiedli
hen Vorzei
hens ver-



104meiden. Folgli
h m�ussen beide De�nitionen ein gutes Ma� f�ur die Standardab-wei
hung sein, weshalb sie au
h zur Temperaturbestimmung (bzw. Bestimmungder Ges
hwindigkeitsdispersionen) innerhalb der gesamten Arbeit verwendet wur-den. Es s
heint also, dass sol
he Temperaturen, die dur
h die Gln. (B.4) und (B.6)zum Ausdru
k kommen, geeignet sind zur Bes
hreibung einer gesamten granula-ren Systemtemperatur.Die hier dur
h Plausibilit�atsbetra
htungen erhaltenen Begr�undungen, wel
he Stan-dardabwei
hung nun die angepasste ist, ist nat�urli
h au
h auf einzelne Kom-ponenten des jeweils benutzten Koordinatensystems zu �uberf�uhren, so dass dierelevanten Glei
hungen zur Bere
hnung der Standardabwei
hung auf eine Kom-ponente reduziert werden k�onnen. F�ur die beiden na
h den �Uberlegungen diesesKapitels ges
hlussfolgerten De�nitionen der Standardabwei
hungen f�ur eine be-liebige Komponente i giltBM jvT;ijz;kR := � hv2i iR � hqv2i i2�1=2 (B.8)BM jvT;ijz;kP := � hhv2i iP i � hqhv2i iP i2�1=2 ; (B.9)wobei im kartesis
hen Fall i 2 fx; y; zg und im zylindris
hen Fall i 2 fr; �; zgist. Die De�nition (B.8) wird in den Kapiteln 4, 5 und 6 zur Bestimmung vonGes
hwindigkeitsdispersionskomponenten benutzt.



C. Verwendete EinheitenIn der astronomis
hen Literatur sind die L�angeneinheiten Li
htjahr (ly), Parsek(p
) und Astronomis
he Einheit (au) �ubli
h, da sie die gro�en kosmis
hen Ent-fernungen am Bequemsten bemessen k�onnen. Die Ausdehnungen planetaris
herRinge (bis wenige 105 km) oder von Akkretionss
heiben (einige au) sind allerdingsso klein, dass na
h geeigneten Einheiten gesu
ht werden sollte. F�ur eine bequeme-re A
hsenbes
hriftung sind hierf�ur Sonnenradien und -massen eingef�uhrt worden.In der gesamten Arbeit sind� L�angen in Sonnenradien R� (1 R� = 6:960 � 105 km),� Massen in Sonnenmassen M� (1 M� = 1:989 � 1030 kg),� Zeiten in Sekunden sin SI-Einheiten in neuen EinheitenR 273528 m 0:000393 R��M 0:0137 kg m�3 2:32 � 10�6 M� R�3�mred 5:866 � 1014 kg 2:949 � 10�16 M�� 1:01 � 1014 kg s�1 5:078 � 10�17 M� s�1� 0:0861 s�1 0:0861 s�1k 2:5564 � 1014 kg s�2 1:285 � 10�16 M� s�2!0 0:6601 s�1 0:6601 s�1! 0:6545 s�1 0:6545 s�1t
 4:8 s 4:8 s� 0:66 0:66M
 5:77 � 1026 kg 2:9 � 10�4 M�G 6:67 � 10�11 N m2 kg�2 3:93 � 10�7 R3� M�1� s�2Tabelle C.1.: Diese hier aufgef�uhrten Gr�o�en waren beispielsweise f�ur die Simulationmit � = 0:66 eingestellt und sind hier im Verglei
h mit den SI-Einheitenaufgef�uhrt. M
 und der Zeits
hritt �t = 0:08 s hatten alle Simulationengemeinsam; G ist die Newton's
he Gravitationskonstante.angegeben. Alle anderen in der Arbeit benutzten physikalis
hen Gr�o�en besitzendie in Tab. C.1 aufgef�uhrten Einheiten.



106



D. Teil
hengenerierungDa der Verlet-Algorithmus aus den alten und aktuellen Orten der Teil
hen dieneuen Orte und Ges
hwindigkeiten bere
hnet, m�ussen zu Beginn der Simulationdiese Anfangsdaten angegeben werden, damit innerhalb des ersten Zeits
hrittesder neue Ort bere
hnet werden kann. Dazu muss eine Anfangsverteilung der Teil-
henorte und -ges
hwindigkeiten erzeugt werden, wel
he zumindest die aktuellenOrte liefert. Daraus werden dann mit Hilfe der aktuellen Ges
hwindigkeiten diealten Orte extrapoliert, worauf dann der Verlet-Algorithmus zur�u
kgreifen unddie Simulation starten kann.Um bei der Teil
hengenerierung m�ogli
hst nahe an eine Glei
hgewi
htsverteilungheranzukommen (damit sp�atere Simulationen ni
ht zu lange laufen), wurden dieVerteilungen hinsi
htli
h der Orte und der Ges
hwindigkeiten so realit�atsnah wiem�ogli
h gew�ahlt. Das bedeutet insbesondere f�ur die Teil
henorte� eine Gauss's
he Verteilung in radiale Ri
htung,� eine Glei
hverteilung in azimutale Ri
htung� und eine Gauss's
he Verteilung in axiale Ri
htung,w�ahrend f�ur ihre Ges
hwindigkeiten� eine Gauss's
he Verteilung aller kartesis
hen Komponenten um den Betragder Keplerges
hwindigkeit vKep;S (s. Abb. D.1) f�ur den radialen Rings
hwer-punkt (bzw. Ringmitte r = 0:151 R�)generiert wurde. Bei der Teil
henerzeugung kann ein Maximal- und ein Mini-malwert z.B. f�ur die vx-Komponente angegeben werden, zwis
hen denen eineGauss's
he Verteilung der Werte vorliegt. F�ur diese Art von Verteilung kann eineStandardabwei
hung der Ges
hwindigkeiten bere
hnet werden,vT;x =qhv2xi � hvxi2 ;wel
he die mittlere Relativges
hwindigkeit bzw. die Ges
hwindigkeitsdispersionf�ur die entspre
hende Ges
hwindigkeitskomponente liefert.
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0.00001930.0000179Abbildung D.1.: Verans
hauli
hung der Generierung einer Gauss's
hen Verteilung amBeispiel der Ges
hwindigkeitskomponente vx [R�/s℄, mit vx;min =vx;S�0:05 �vKep;S und vx;max = vx;S+0:05 �vKep;S (vKep;S = 2:73 �10�5R�/s).Da leider die Generierung der Teil
henorte willk�urli
h erfolgt (d.h. mit einemZufallszahlengenerator), kann kein direkter Ein
uss auf die Orte der Teil
hen ge-nommen werden. D.h. es sind dann �Uberlappungen die Folge, wel
he no
h zueliminieren sind. Die damit entstandene ringf�ormige Ausgangskon�guration hatim Falle von N = 9108 dann au
h eine vorgegebene optis
he Tiefe � = 0:3 (s.Abs
hnitt 3.2), was eigentli
h im Verglei
h zu der Verteilung der optis
hen Tiefeim Saturn-Ring einem eher d�unnen granularen Gas (wel
hes die Cassini- oderEn
ke-Spalte f�ullt) entspri
ht.W�ahlt man maximal auftretende Anfangswerte von z.B. 5 % der Keplerges
hwin-digkeit vKep;S bez�ugli
h des radialen Ortes von r = 0:151 R� bei den einzelnen Ge-s
hwindigkeitskomponenten (eins
hlie�li
h der z-Komponente), dann erh�alt manein oszillierendes Verhalten der kinetis
hen Energie, wel
hes f�ur Ekin;z eine klei-nere Periode besitzt als f�ur Ekin;x + Ekin;y, was ein Verglei
h der Abb. D.2 mitD.3 zeigt. Dies ist auf die Entkopplung der NSG-Komponenten zur�u
kzuf�uhren(Abs
hnitt 5.4.2). Au�erdem sieht man in Abb. D.2, dass Ekin;x+Ekin;y f�ur die Si-mulation, bei der zu Beginn vz;0 = 0:05 �vKep;S gew�ahlt wurde, um einen kleineren
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110Mittelwert oszilliert als bei der Simulation, f�ur die vz;0 = 0 gew�ahlt wurde. Diesist verst�andli
h, da die Wahl vz;0 6= 0 auf Kosten von Ekin;x;0 + Ekin;y;0 geht. Derallgemein ansteigende Verlauf der einzelnen Komponenten der kinetis
hen Ener-gie resultiert wieder aus der Heizung des Systems dur
h di�erenzielle Rotation.N�aheres dazu ist in Kapitel 4 na
hzulesen.



E. Auswertung der SimulationenDie Auswertungen der einzelnen Simulationen beziehen si
h jeweils auf die Ein-teilung der ringf�ormigen Teil
henaggregate in sogenannte Teilringe, in denen si
hjeweils nur no
h ein Teil aller Teil
hen be�ndet (im Allgemeinen wenige 102 Pseu-doteil
hen) und die in Abb. E.1 zur Verans
hauli
hung in das System mit einge-zei
hnet sind. Relevante physikalis
he Gr�o�en wie die Anzahldi
hte, die einzelnenGes
hwindigkeitskomponenten der Teil
hen sowohl in kartesis
hen wie au
h in zy-lindris
hen Koordinaten oder au
h die daraus zu bere
hnenden Temperaturkom-
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Abbildung E.1.: Das Auswertungsvolumen (hier Draufsi
ht) wird in viele Teilringederselben Breite �r und H�ohe h eingeteilt, worin si
h dann zu jedemSimulationszeitpunkt eine bestimmte Anzahl von Pseudoteil
hen be-�ndet, �uber wel
he dann relevante physikalis
he Gr�o�en gemitteltwerden k�onnen.ponenten k�onnen dann f�ur jeden Teilring zu einem bestimmten Simulationszeit-punkt bestimmt werden. Diese Auswertung entspri
ht dann der Dur
hf�uhrungeines Experimentes, da man zu einem bestimmten Zeitpunkt den Zustand des



112Systems untersu
ht. Dabei muss man darauf a
hten, dass die Volumina der Teil-ringe hinrei
hend gro� gew�ahlt werden, damit sie hinrei
hend viele Pseudoteil
henbeinhalten und man daher mit der erforderli
hen Genauigkeit Statistik betreibenkann. Ein typis
her Mittelungsvorgang im Rahmen einer Auswertung ist die Auf-summierung einer an ein Teil
hen gehefteten physikalis
hen Gr�o�e �i �uber alle�N Pseudoteil
hen in dem Teilring i und der ans
hlie�enden Division dur
h �Nh�ii = 1�N �NXn=1 �in : (E.1)So werden z.B. die einzelnen gemittelten Ges
hwindigkeitskomponenten gewon-nen. Die Bestimmung der totalen Ges
hwindigkeitsdispersion pro Teilring wirdaus bereits gemittelten Gr�o�en gewonnen, s. Anhang B, n�amli
hhvT ii =vuut 1�N �NXn=1 (v2T )i � � 1�N �NXn=1 viT�2 =rhv2T ii � � hvT ii �2 ; (E.2)d.h. f�ur jeden Teilring werden die Gr�o�en hv2T ii und �hvT ii�2 gem�a� Gl. (E.1)bestimmt und dana
h die Ges
hwindigkeitsdispersion gem�a� Gl. (E.2) ermittelt.Die Bestimmung von Anzahldi
hten entspre
hen keiner Mittelung, sondern ledig-

i

r

z

θmin

θmax
rAbbildung E.2.: S
hnitt dur
h eine Kugels
hale des Auswertungsvolumens. Das �-Intervall wird so gro� gew�ahlt, dass in vertikaler Ri
htung alle Pseu-doteil
hen erfasst werden. Zu einem gegebenen Kugels
halenort rikann dann die vertikale Teil
henzahldi
hte ni(z) bestimmt werden.



Auswertung der Simulationen 113li
h einer Aufz�ahlung der Teil
hen pro Teilring:�ni(r) = �N i(r)�V i(r) ; (E.3)wobei �N i(r) die Gesamtzahl der Pseudoteil
hen und �V i(r) = �h �r2i+1 � r2i �das Volumen des jeweiligen Teilringes (h sei die H�ohe des Teilringes) darstellen,wobei beide Gr�o�en vom radialen Ort des Teilringes abh�angen. Diese Form derTeil
henzahldi
hte wurde in den Kapiteln 5.3, 6.1 ben�otigt.Die in den Kapiteln 5.4, 6.2 benutzte vertikale Anzahldi
hte �ni(z) wird in derWeise gewonnen, dass man das Auswertungsvolumen nun ni
ht in Teilringe auf-teilt, sondern in Kugels
halen (in der Praxis wurde in beiden F�allen das Simula-tionsvolumen in 60 Teilringe bzw. Kugels
halen eingeteilt). Man betra
htet da-zu eine Kugels
hale an einem bestimmten radialen Ort ri und z�ahlt innerhalbeines vorgegebenen �-Intervalls [�min : �max℄ { s. Abb. E.2 { alle in diesem aus-ges
hnittenen Volumen be�ndli
he Teil
hen und teilt s
hlie�li
h dur
h das Volu-men. Aufgetragen werden die so gewonnenen Werte ni
ht �uber r, sondern �uberz(r; �). Damit gewinnt man dann zu einem gegebenen radialen Ort die Teil
hen-zahldi
hte in Abh�angigkeit der vertikalen Koordinate z. Das Ergebnis ist dannein Verlauf der vertikalen Teil
henzahldi
hte zu einem bestimmten radialen Ortf�ur einen bestimmten Simulationszeitpunkt. Die in dieser Arbeit gezeigten verti-kalen Anzahldi
hten wurden immer f�ur die Mitte der verwendeten ringf�ormigenTeil
henaggregate, d.h. f�ur ri = 0:151 R�, bestimmt.
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h zu der Form f�uhrte, wie siejetzt vorliegt. J�urgen S
hmidt sei zudem no
h f�ur die Erstellung seiner Routinegedankt, wel
he die numeris
he L�osung des radial viskos zer
ie�enden Ringes be-stimmt, daraus folgende Ergebnisse jedo
h aus zeitli
hen Gr�unden ni
ht mehr indiese Arbeit eingehen konnten.Au
h meinem Leidensgenossen J�urgen Falkner, mit dem i
h ni
ht nur dieses Jahrverbra
ht hatte, sei f�ur seinen au�ergew�ohnli
hen Eifer hinsi
htli
h der Program-mierung gedankt, wovon i
h oftmals pro�tieren konnte. Zudem waren die kontro-versen Gespr�a
he mit ihm re
ht ergiebig.Meinen Eltern danke i
h einerseits f�ur die �nanzielle Unterst�utzung, andererseitsf�ur aufmunternden Zuspru
h w�ahrend des Studiums, was mi
h dahin f�uhrte, woi
h jetzt angelangt bin.
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