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Vorwort v

Vorwort

Ein sehr grofler Teil der gesamten im Kosmos befindlichen Materie liegt im
gasformigen Zustand vor. Auf Grund auftretender Gravitations- und damit ver-
bundener Zentrifugalkrifte resultieren Gasfliisse, wie sie z.B. in Akkretionsschei-
ben in Doppelsternsystemen oder in den differenziell rotierenden Schichten aller
Sterne vorkommen. Eine solche Gasdynamik ist physikalisch nur mit den Glei-
chungen der Hydrodynamik zu beschreiben, bei deren Anwendung man versucht
ist, das in den Gleichungen auftretende Geschwindigkeitsfeld zu 16sen. Dazu wur-
den viele numerische Methoden entwickelt, u.a. sei hier die Methode der Smoothed
Particle Hydrodynamics (SPH) erwihnt, welche natiirlich imstande ist, hydro-
dynamische (makroskopische) Parameter einzubinden und damit makroskopische
Effekte zu beriicksichtigen. Demgegeniiber steht die in dieser Arbeit verwende-
te Methode der Molekulardynamik, welche explizit die Trajektorien der in den
Simulationen das Gas oder das granulare Material aufbauenden Teilchen nume-
risch berechnet. Die MD-Methoden stellen insofern zur SPH keine Konkurrenz
dar, als sie nur die Bewegung diskreter Teilchen betrachtet. Grofier Vorteil ge-
geniiber der SPH ist zweifellos die Moglichkeit der Beriicksichtigung dissipativer
Stofvorgénge.

Im Allgemeinen stellt diese Arbeit mehr eine generelle Untersuchung von schei-
ben- und ringférmigen Aggregaten von diskreten Teilchen dar als eine explizite
Analyse von Akkretions- oder Staubscheiben. Mit Hilfe molekulardynamischer
Methoden werden einerseits die gefundenen Eigenschaften von solchen ringformi-
gen Teilchensystemen diskutiert und analysiert, andererseits ein Ubergang vom
diskreten N-Teilchen-System (MD-Simulation) zum kontinuierlichen Medium (Hy-
drodynamik) versucht, indem die Simulationsergebnisse mit speziellen Losungen
der hydrodynamischen Grundgleichungen verglichen werden, wobei im Rahmen
der Auswertungen wichtige Teilchengrofien iiber viele Teilchen in hinreichend
kleinen Volumenelementen gemittelt werden. Deshalb wird in einem ersten Ka-
pitel eine Einfiihrung in die Theorie der Hydrodynamik und ihrer grundlegenden
Gleichungen gegeben, welche in spiteren Kapiteln im Speziellen untersucht und
iiberpriift werden. Das zweite Kapitel handelt von der in dieser Arbeit verwen-
deten Simulationsmethode und die damit verbundenen physikalischen Approxi-
mationen, ferner werden erste Ergebnisse prisentiert. Das dritte Kapitel zeigt
dann die zu Grunde gelegten Annahmen der kinetischen Theorie und es werden
die fiir die Simulationen relevanten Parameter wie Zeitschritt und Dissipation
diskutiert und ihre Werte hinsichtlich der Optimierung des Programmlaufes und
der physikalischen Erfordernisse geeignet gewéhlt. Im Rahmen allgemeiner Un-
tersuchungen ringférmiger Systeme des vierten Kapitels wurde mehr die Niahe zu
planetarischen Ringen gesucht, um bessere Vergleichsmoglichkeiten mit anderen
theoretischen Arbeiten zu haben. Es wird dort vor allem das Hauptaugenmerk auf
die Temperaturverteilung in den Systemen gelegt. Kapitel fiinf und sechs widmen
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sich ausschlieBlich der Uberpriifung der Navier-Stokes-Gleichung, welche in geeig-
neter Form die radiale wie auch die vertikale Dynamik der Ringe und Scheiben
beschreibt. Letztendlich wird noch kurz der Einfluss eines weiteren Gravitations-
potenzials in Form eines umlaufenden Mondes auf den Ring untersucht.

Im Groflen und Ganzen soll diese Arbeit verdeutlichen, dass nicht nur granu-
lare Medien, aus denen planetarische Ringe bestehen, sondern auch gastérmige
Materieansammlungen durch die mikroskopische Natur der Molekulardynamik
beschrieben werden koénnen.



Vorwort

vii

Fine supermassive Staubscheibe im Zentrum der Galazie
NGC 4261, aufgenommen am 4. Dezember 1995 mit der
WFPC?2 des Hubble Space Telescope.

Saturn, wie er von der WFPC2 am 1. Dezember 1994 vom
Hubble Space Telescope aufgenommen wurde. Sein Ringsystem
zeigt deutlich die dunkle Cassini-Spalte.
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1. Grundlagen der Hydrodynamik

Fiir die Beschreibung der Bewegung eines Kontinuums denkt man es sich in
infinitesimale Volumina zerlegt, welche aus dem Stoff bestehen, der das ganze
Kontinuum aufbaut. Die Bewegung der Volumenelemente und ihre Wechselwir-
kung untereinander ist im Folgenden von Interesse. Hinreichend viele Atome oder
Molekiile im Falle von Gasen, Fliissigkeiten oder gar Plasmen wie z.B. ionisierte
Sternmaterie in Akkretionsscheiben sollen ein solches Volumenelement aufbauen,
ihre Existenz aber in der Hydrodyamik, die ja eine makroskopische Theorie ist,
nicht weiter beachtet werden. Die in Abschnitt 2.3 eingefiihrten Pseudoteilchen
sind nicht mit diesen Volumenelementen zu verwechseln, sondern gleichzustellen
mit den erwidhnten atomaren Teilchen.

Solche makroskopischen Volumenelemente 7 seien nun zu einer Referenzzeit ¢ = t,
an den Orten &' = (&1, &8, ¢8)" (das sind die sog. materiellen Koordinaten, da sie
den Ort eines Volumenelementes markieren) beziiglich eines festen Koordinaten-
systems. Jedes Volumenelement nimmt zur Referenzzeit einen anderen Ort ein
und wird daher durch seine materiellen Koordinaten eindeutig identifiziert. Fiir
Zeiten t > t;, bewegen sie sich von ihren urspriinglichen Orten weg und finden
sich fiir irgendein ¢ an den aktuellen Orten

' =a (Ei, t) (1.1)

wieder (das sind die sog. rdumlichen Koordinaten, da sie kein Volumenelement,
sondern einen festen Punkt im Raum, der von den Volumenelementen passiert
werden kann, kennzeichnen), natiirlich vereinbarungsgemif mit (Si,to) = ¢
als Anfangsbedingung. Die Abhéngigkeit des aktuellen Ortes & des Volumenele-
ments vom Ausgangsort &' stellt ndmlich ein Anfangswertproblem dar: ist ne-
ben dem Ausgangsort noch die Beziehung (1.1) bekannt, so kann man fiir jeden
Zeitpunkt ¢ den aktuellen Ort bestimmen. Gl. (1.1) stellt also die Bahnen der
Volumenelemente im Raum dar, deren Bestimmung z.B. eines der obersten Ziele
der klassischen Mechanik ist.
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1.1. Die materielle und raumliche
Betrachtungsweise

Wenn sich nun ein Kontinuum durch den Raum bewegt, so werden sich i.A.
wichtige Groflen mit der Zeit dndern. Um die zeitliche Anderung einer Grofle A
ndher zu untersuchen, hat man zwei Moglichkeiten:

e entweder man setzt das Koordinatensystem des Beobachters in das Volu-
menelement i und beobachtet die zeitliche Anderung der an das Volumen-
element gehefteten, zu untersuchenden GroBe A (dann ist A = A(€',1),
worin die materiellen Koordinaten konstant sind und ¢ die Variable ist
— Lagrange’sches Bild),

e oder man betrachtet einen festen Punkt x’ des Raumes und beobachtet die
sich an diesem Ort auf Grund der passierenden Volumenelemente édndernde,
zu untersuchende Gréfie (dann ist A = A (', t), worin die rdumlichen Ko-
ordinaten ein konstanter Parameter und ¢ die Variable sind — Fuler’sches
Bild).

Die Grofle A kann z.B. ein skalares Dichte- oder Temperaturfeld, ein vektorielles
Geschwindigkeits- oder Beschleunigungsfeld v bzw. a oder auch ein tensorielles
Spannungsfeld T sein.

Das FEuler'sche Bild impliziert, dass verschiedene Volumenelemente jeweils zu
unterschiedlichen Zeitpunkten einen festen rdumlichen Ort passieren, da ein kon-
stantes raumliches Koordinatentripel und eine variable Zeit gem&f Gl. (1.1) auch
einen variablen Satz materieller Koordinaten (d.h. verschiedene Volumenelemen-
te) zur Folge hat.

1.2. Die materielle Ableitung und die
Beschleunigung eines Volumenelements

Die totale Zeitableitung einer GréBe A(£°,t) im Lagrange’schen Bild ist

DA ( 94 > . A asi DA agl A Ol
Dt 8t &'1256 86% t=to at 86% t=to at 8€§ t=to at
_ ( 0A > _ (1.2)
0t ) ¢i—gi

Hierin verschwinden die %2 (mit oo = 1, 2, 3 fiir die drei Raumdimensionen x, y, z),
da ja ein bestimmtes Volumenelement i betrachtet wird und deshalb seine mate-
riellen Koordinaten zeitlich konstant bleiben. Die totale Zeitableitung derselben
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GroBe im Buler’schen Bild, also A = A(x(€',1),1), ist

DA _ (04 04
Dt \ 0t )y 01

oxrt  0A

N oxh,  0A
ot 0

ot om

(1.3)

t=to t=to

Da diese totalen Zeitableitungen hinsichtlich eines durch seine materiellen Koor-
dinaten eindeutig identifizierten Volumenelements zu bilden sind, nennt man sie
auch die materiellen oder substanziellen Zeitableitungen D/Dt, wie sie z.B. auch
in der Navier-Stokes-Gleichung (im Folgenden abgekiirzt als NSG geschrieben)
vorkommen.

Da in Gl. (1.3) die zeitabhingigen riumlichen Koordinaten ' die Trajektorie
eines Volumenelements &’ reprisentieren, sind die

) dz’
g 1.4
v, = o (1.4

die Geschwindigkeitskomponenten des Volumenelements am Ort @’(¢). Damit
kann Gl. (1.3) vektoriell auch als

DA 0A 0A

geschrieben werden, wobei der Punkt das Skalarprodukt zwischen Tensoren be-
liebiger Stufe kennzeichnet. Fiir vektorielle Groflen, wie z.B. das in der NSG
vorkommende Geschwindigkeitsfeld v, gilt dhnlich
Dv  0Ov
Dt Ot

wobei fiir den in der Geschwindigkeit nicht-linearen Term zusétzlich

+(-V)v, (1.6)

(v-V)v= (Vo) -v=(Vyv) v (1.7)

gilt. Wihrend Vo einen Vektorgradienten darstellt (welcher fiir die Schervis-
kositét in Kapitel 3.2.3 wichtig wird), bezeichnet der Index ,d* ein dyadisches
Produkt.

Gl. (1.6) ist bereits die Beschleunigung eines materiellen Volumenelements im
Euler’schen Bild, d.h. es ist in Gl. (1.3) die allgemeine Grofie A durch die Vek-
torkomponenten v, ersetzt worden. Zur Beschleunigung im Lagrange’schen Bild
kommt man, wenn man Gl. (1.2) zu Grunde legt.

Zusammenfassend sei nochmals erwdhnt, dass man in der Lagrange’schen Dar-
stellungsweise einem Volumenelement &' auf seiner Bahn folgt und sich damit
speziell sein Ortsvektor *(£”,t) wie auch die zu beobachtende GroBe A(€,t) zeit-
lich &ndern. Demgegeniiber sucht man sich in der Euler’schen Darstellung einen
festen Raumpunkt @’ aus, wobei dieser durch verschiedene Volumenelemente zu
verschiedenen Zeitpunkten besetzt wird und man der zu beobachtenden Grofie
eine zeitliche Anderung unterstellen kann.
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1.3. Die Massenbilanzgleichung

Fiir das Folgende sei nochmals erwidhnt, dass der bisher eingefiihrte Begriff ei-
nes Volumenelements im hydrodynamischen Sinn einen Bereich im Kontinuum
reprisentiert, der ein endlich grofles Volumen einnimmt, welches viele Punktteil-
chen (Atome, Molekiile, Pseudoteilchen) beinhaltet.

Die Masse eines Volumenelements mit Volumen AV (und Oberfliche AF) ist

M:/pdV. (1.8)

Hier ist p die Massendichte des Volumenelements. Tritt mit der Zeit Materie aus
der Oberfliche aus, so kann man eine Massenstromdichte (oder Impulsstrom-
dichte) pv = nmv = j mit v als Geschwindigkeit, n als Anzahldichte und m
als die Masse der stromenden Punktteilchen (analog zur elektrischen Stromdich-
te nev in der Elektrodynamik) definieren, welche positiv ist, wenn Masse aus
dem Volumenelement austritt und negativ, wenn Masse in das Volumenelement
hineinflieft. Fiir die zeitliche Massenénderung gilt dann

dM,
— -dF . 1.9
- / pv (1.9)

AF

Andererseits wird auch eine zeitliche Massendnderung des Volumenelements ein-
treten, wenn sich dessen Dichte innerhalb AV zeitlich dndert:

dM2 - /8’) dv (1.10)

worin das negative Vorzeichen den Umstand ausdriickt, dass ein Einstromen von
Masse eine Dichtezunahme innerhalb AV verursacht. Die Bilanzierung der Gln.
(1.9) und (1.10) und danach die Anwendung des Gauss’schen Integralsatzes auf
das Oberflachenintegral trigt dem Umstand Rechnung, dass im Inneren eines
Volumenelementes die Dichte zeitlich zu- bzw. abnimmt, wenn Masse in das Vo-
lumen ein- bzw. herausstromt:

dM, = /V-(pv /8” dV = dM, (1.11)
bzw.
dp
SV (pv) = 0. (1.12)

Gl. (1.12) ist die sogenannte Kontinuitéitsgleichung, welche die Massenbilanz in-
nerhalb eines Volumenelements zum Ausdruck bringt.
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1.4. Die Impulsbilanzgleichungen

1.4.1. ... fiir ideale, reibungsfreie Kontinua

Die Bewegungsgleichung fiir Volumenelemente in obigem Sinne entspricht dem
zweiten Newton’schen Axiom der Klassischen Mechanik und wurde fiir die Hy-
drodynamik von L. Euler aufgestellt. Zu dieser Fuler’schen Gleichung gelangt
man, wenn man ein Volumenelement im Kontinuum genauer betrachtet. Auf das
betrachtete Volumenelement wirken im idealen Kontinuum zwei Krifte, einerseits
eine externe Kraft (ein Beispiel hierfiir ist das auf den Saturn-Ring wirkende Zen-
tralpotenzial des Planeten), ausgedriickt durch

Fy = /pf qv (1.13)

AV

wobei hier das Produkt pf die sogenannte Volumenkraftdichte ist. Andererseits
iiben die umgebenden Volumenelemente durch ihre Bewegung auf das betrachtete
Volumenelement Krifte aus, die allgemein durch

F, = fﬂ-dF (1.14)

AF

beschrieben werden kénnen, worin 7" den allgemeinen Spannungstensor, wie er
im nichsten Kapitel eingefiihrt wird, darstellt. Fiir reibungsfreie Medien ist T"
isotrop, weshalb 7" = —p1 gilt. Damit ist dann

Fp:—]{de:—]{pndF, (1.15)

AF AF

wenn p den Druck bezeichnet. Das negative Vorzeichen impliziert eine Kompres-
sion des Volumenelementes, wobei die Kraft durch den Druck parallel zu der
Normalen n eines Flidchenelementes dF' in Richtung Volumeninneres weist. Die
infinitesimale Masse des Volumenelementes ist dm = pdV und in Anlehnung
an das zweite Newton’sche Gesetz folgt mit der durch diese Krifte verursachten
Beschleunigung %} des Volumenelements

dv

om dV =pf dV —pn dF (1.16)

oder in integraler Form, wenn das Oberflichenintegral in ein Volumenintegral
umgewandelt und das Teilchenvolumen AV hinreichend klein gewahlt wird, da-
mit die Beschleunigung im gesamten Teilchenvolumen als konstant angenommen
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werden kann,

/p‘fl—’; dV:/pf dV—/pn iF . (1.17)

AV AV AF
N———

- [ Vpdv
AV

Die Beschleunigung entspricht der totalen Zeitableitung des Geschwindigkeits-

feldes v(x,t) und ist die materielle Zeitableitung im Euler’schen Bild. Gl. (1.17)

geht damit iiber in die gesuchte Fuler-Gleichung fiir ideale, reibungsfreie Medien:
ov

pa—l—(v-V)v =pf—Vp. (1.18)

1.4.2. ... fiir zahe Kontinua

Wiéhrend die Euler’sche Gleichung reibungsfreie Kontinua beschreibt und rever-
sible Impulsiibertragungen beriicksichtigt, die nur mit der mechanischen Bewe-
gung der Volumenelemente und den von der Umgebung auf das betrachtete Ele-
ment ausgeiibten Druckkréiften zusammenhéngen, kommen bei realen Kontinua
noch irreversible Impulséinderungen auf Grund (energiedissipierender) innerer
Reibungskréfte hinzu, was in der NSG in Form eines tensoriellen Spannungs-
feldes als Zusatzglied zum Ausdruck kommt und diese damit zur Beschreibung
zdher Medien beméchtigt.
Welcher Art das Zusatzglied ist, mit dem die Euler-Gleichung in die NS-Gleichung
iibergeht, wird nun mittels der zeitlichen Anderung der auf ein Teilchen iibertra-
genen reversiblen Impulsdichte gezeigt. Diese lautet in Indexschreibweise
v v;

a(gt’) :p%Jrvi%. (1.19)
Setzt man hierin fiir die partiellen Ableitungen die Euler- (Gl. (1.18)) bzw. die
Kontinuitdtsgleichung (Gl. (1.12)) in Indexschreibweise ein, so folgt mit der Be-

zichung —22 = —§,;, 22 der Zusammenhang zwischen reversibler Impulsdich-

or; . Zkﬁ_xk
teinderung und Anderung der reversiblen Impulsstromdichte
d(pv;) 9, 0
5 ouy Owp & psvi) + pfi = =5 ik + pf (1.20)

wobei hier II;;, der Tensor der Impulsstromdichte ist, der offensichtlich sym-
metrisch ist (ein Vertauschen der Indizes dndert die Gestalt nicht, d.h. es ist

'In der sog. Indexschreibweise wird die vektorielle vermieden; die Indizes repréisentieren Vek-
torkomponenten und unterliegen der Finstein’schen Summenkonvention, nach der in einem
Term wiederholt auftretende Indizes hochsummiert und als stumme Indizes bezeichnet wer-
den.
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O=0" —T = ITy;).

Die Beriicksichtigung ziher Medien gelingt durch Hinzufiigen des negativen vis-
kosen (zdihen) Spannungstensors und es folgt dann der Tensor der gesamten (re-
versiblen und irreversiblen) Impulsstromdichte

i = poar. + purvi — Tig = =T + pogv; . (1.21)
T}, ist hier der Spannungstensor. Damit folgt dann aus Gl. (1.20)

0 ov; op

0
o (pvi) = Por + Vigr = "o (0irp + porvi — Ti) + pfi (1.22)

und damit nach Umformung und unter Verwendung der Kontinuitétsgleichung
die Navier-Stokes-Gleichung in Komponentenschreibweise

ov; 0 0
- — | vi| = —5— (pdir — T; i 1.2
p{afr(v’“avk)v] 6)xk(p k= Tir) + pf (1.23)
bzw. in vektorieller Schreibweise
0
p[a—iﬂv-v)v}=—Vp+V-I+pf=V-I’+pf, (1.24)

wobei V - T" die Divergenz des viskosen Spannungstensors darstellt.

1.4.3. Spannungstensor und viskoser Spannungstensor

Betrachtet wird nun die auf das Teilchen von seiner Umgebung {ibertragene
Impulsstromdichte auf Grund von Druck- und Reibungseffekten, d.h. der Span-
nungstensor

I'=-pl+T. (1.25)

Beziiglich der Tangentialfliche mit Normalenvektor n an einem bestimmten Punkt
x an der Volumenelementoberfliche wirken nun Spannungen von Betrag und
Richtung, die durch den Spannungstensor in Gl. (1.25) bestimmt werden. Die
Spannungskomponenten lassen sich durch

berechnen.

Wihlt man den Punkt so, dass die anliegende Tangentialfliche parallel zu einer
Koordinatenfliche eines orthogonalen Koordinatensystems ist, so ist der Norma-
lenvektor ein Basiseinheitsvektor des Koordinatensystems, was speziell zu

tiley) =T, (1.27)
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als Komponenten des Spannungstensors fiihrt, der damit gleich der i-ten Spalte
des Spannungstensors ist. Dann gilt die in Abb. 1.1 gezeigte Nomenklatur der
Indizierung.

Komponenten mit ¢ = k£ nennt man Normalspannungen, solche mit 7 # k£ Tan-
gential- oder Scherspannungen. Negative Normalspannungen heiflen Kompressi-
onsspannungen, positive Normalspannungen bezeichnet man als Dehnungsspan-
nungen.

Da der Spannungstensor 7" symmetrisch ist, lisst sich fiir ihn stets ein Koor-
dinatensystem finden, dessen Achsen parallel zu den zueinander orthogonalen
Tensoreigenvektoren sind. In diesem orthogonalen Koordinatensystem hat der
Tensor Diagonalform, d.h. die Scherspannungen sind Null und Normalspannun-
gen sind seine Eigenwerte. Ein solcher Tensor wiirde an Ebenen, die parallel zu
den drei Koordinatenflichen sind, zu Spannungsvektoren fiihren, die parallel zu
den entsprechenden Basisvektoren orientiert sind. Das bedeutet, dass der Tensor
an Ebenen, deren Normalen die Tensoreigenvektoren darstellen, die Eigenwert-
gleichung T-m — AM1-n =71 -n —t-1 = 0 erfiillt. Demgegeniiber erzeugt in
diesem Koordinatensystem der Tensor an allen anderen Ebenen geneigte Span-
nungsvektoren.

Tyy+A4Tyy
. Txy+ ATXy
Tyx"'ATyx
A
TXX Ay >TXX+ATXX
y
Tyx AX
TXy -

Y
X T

yy

Abbildung 1.1.: Zur Indizierung der Tensorkomponenten: der erste Index gibt die
Richtung an, in der die Spannungskomponente wirkt, der zweite den
Normalenvektor der Ebene, an der sie wirkt.
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1.4.4. Die Form des viskosen Spannungstensors

Die genaue Form des viskosen Spannungstensors aus Gl. (1.25) lasst sich aus
Symmetrieiiberlegungen ableiten [8], worauf hier nicht n&her eingegangen werden
soll. Sie lautet in Komponentenschreibweise

ov, Ov, 2. 0Oy oy
Ty = — SOt ) 4 Ot 1.2

womit die NSG {ibergeht in

Dv; op 0 ov; Ovx 2. Oy v,

Py = " om + orr {77 <8xk + 0m §5zka—xl> +C5z’k8—xl:| +pfi . (1.29)
1, ¢ heiflen Zahigkeitskoeffizienten, ersteren nennt man speziell die dynamische
Viskositét (nicht zu verwechseln mit der Stofiviskositit aus Kapitel 3.1), letzte-
ren die Volumenuviskositit, welche durch Volumenénderung zustande kommt. Um
den Spannungstensor zu erhalten, addiert man an Gl. (1.28) einfach den Term
—pd;x. Er enthélt also in seinen Diagonalelementen i = k zu den viskosen Ten-
sorkomponenten noch den Kompressionsdruck —p.

Zur Vereinfachung der NSG kann man die riumliche Anderung der Zihigkeits-
koeffizienten als klein ansehen, sie also vor die Differenziationssymbole ziehen.

Wieder mit Beriicksichtigung der Beziehung _z% = —51-,9% folgt dann
Duv; Oop 0?v; 1 d*vy
=— - : 1.30

Betrachtet man inkompressible Medien (darunter fallen viele Fliissigkeiten), dann
ist V- v = 0 und es verschwindet der letzte Term und der dritte Term in der
Klammer der rechten Seite von Gl. (1.28). Damit vereinfacht sich der Spannungs-
tensor in Komponentenschreibweise zu

ov; 8’Uk
T! = —pd; ’ = —pdir + 20Dy, , 1.31
ih pk+n<8xk+axi> Poir + 2nDiy (1.31)
wobei Dj, = % (% + g—ﬁ) den sogenannten Deformationstensor bezeichnet.

Diese Vereinfachung fiir inkompressible Medien ist fiir astrophysikalische Beispiele
i.A. nicht zu machen, da es sich im Falle von Akkretionsscheiben um kompressi-
ble Gase, im Falle von Planetenringen um ein kompressibles, granulares Material
handelt. Es kénnen daher im Laufe der zeitlichen Entwicklung durchaus Verdich-
tungen auftreten (— Kapitel 7), welche V - v # 0 erzwingen.
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1.4 Die Impulsbilanzgleichungen




2. Die Bewegung der Teilchen und ihre
Simulation

Im Universum treten vielfach (n&herungsweise) kugelsymmetrische Gravitations-
potenziale auf, die man auf Grund ihrer Symmetrie Zentralpotenziale nennt, und
um die sich kleinere Massen in Orbits bewegen. Wichtige Beispiele solcher spezi-
eller Umlaufbahnen sind die Planetenbahnen in unserem Sonnensystem, die Kep-
lerbahnen des Ringmaterials in Planetenringen, die Bewegung der Gasmassen in
Akkretionsscheiben oder die differenzielle Rotation der Zentralgebiete rotierender
Galaxien. Die auf solchen Bahnen laufenden Koérper beschreiben mehr oder we-
niger ausgeprigte Ellipsenbahnen, auf denen sie sich hauptséchlich mit der noch
zu besprechenden Keplergeschwindigkeit bewegen. Néheres zu der Physik dieser
Bewegungen findet sich in dem spéateren Abschnitt 2.2.

Da die Kraftgesetze, denen die Teilchen unterliegen, bekannt sind und an ver-
schiedenen Zeitpunkten die auf sie wirkenden Kréfte und die daraus resultie-
renden Orte berechnet werden konnen, ist eine Simulationsmethode erforderlich,
die die Newton’schen Bewegungsgleichungen aller Teilchen zu jedem Zeitpunkt
aufintegrieren kann. Die in dieser Arbeit verwendete Simulationsmethode ist die
Molekulardynamik, auf die im folgenden Abschnitt 2.1 ndher eingegangen wird.
Ferner wird in Abschnitt 2.3 noch auf verwendete notwendige physikalische Ap-
proximationen eingegangen, ohne die die numerischen molekulardynamischen Si-
mulationen wesentlich zeitintensiver gewesen wéren.

2.1. Molekulardynamik

Simulierte Akkretionsscheiben oder planetarische Ringe bestehen aus Pseudo-
teilchen, die im Falle von Akkretionsscheiben Volumenelementen entsprechen (s.
Kapitel 1), die mit Gas und im Falle von Planetenringen mit Festkérpern gefiillt
sind. Auf sie wirkt dann die Gravitationskraft des Zentralkérpers. In den Si-
mulationen wird die Figengravitation der Scheibe vernachlissigt, was sicherlich
bei Planetenringen und stellaren Akkretionsscheiben gerechtfertigt ist. Dagegen
wiirde die molekulardynamische Simulation von massiven Akkretionsscheiben,
wie sie in Zentren vieler Galaxien anzutreffen sind, die Implementierung eines
Eigengravitationspotenzials, was auf die Teilchen selbst zuriickwirkt, erfordern.
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2.1 Molekulardynamik
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Abbildung 2.1.: Draufsicht (links) und radialer Querschnitt (rechts) eines dissipati-
onsfreien Ringes zu den Zeitpunkten ¢ = 0.5, 5.0, 10.0 und 14.3 Tkep
(von oben nach unten).
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Abbildung 2.2.: Draufsicht (links) und radialer Querschnitt (rechts) eines dissipativen
Ringes zu den Zeitpunkten ¢ = 0.5, 5.0, 10.0 und 14.3 Tkep (von
oben nach unten).
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Seine Implementierung wiirde im Rahmen sogenannter Tree-Codes geschehen,
was allerdings iiber das Ziel dieser Arbeit hinaus gehen wiirde. Es werden also
im Folgenden ring- bzw. scheibenférmige Teilchenaggregate mit gegeniiber der
Zentralmasse vernachlissigharer Masse untersucht. Beispiele fiir molekulardyna-
mische Simulationen zeigen die Abbn. 2.1 und 2.2, welche einerseits die Verteilung
der Pseudoteilchen auf der x,y-Ebene, andererseits ihre von r abhéngige axiale
Verteilung demonstrieren. In diesen Beispielen sieht man die zeitliche Entwicklung
eines dissipationsfreien wie auch eines stark dissipativen Ringes. Das stabilisie-
rende Verhalten des dissipativen Ringes resultiert aus der sehr dissipativen Natur
der TeilchenstoBe (s. Abschnitt 3.1.2).

In den molekulardynamischen Simulationen werden die Bewegungsgleichungen
der Form

d2’l"z' (t)

(t) =mi—

= F'(t) - v (95() + 6(1)) (2.1)
numerisch integriert, wobei

Fio(e) = 3 Filt)
J#i

die durch den simultanen Stofl von N — 1 Teilchen hervorgerufene Kraft auf das
Teilchen i ist. Bei Eigengravitation miisste man alle N — 1 Teilchen im System
beriicksichtigen, wihrend bei den in dieser Arbeit verwendeten kurzreichweitigen
Wechselwirkungen weicher Teilchen Mehr-Teilchen-St688e aber eher selten die Re-
gel sind. Wihrend die Kollisionskréfte nur endliche Zeiten wirken, nehmen die
Potenziale

Gmi Mc
Tie(t)

¢; (1) =

und

m . G iMm
d)i (t) = - Z_l TTm(t)

auf das Teilchen i permanent Einfluss. Ersteres gibt die Kraft durch die Zentral-
masse, letzteres durch eventuell vorhandene Begleiter wieder (bei Planetenringen
konnten z.B. n Monde die Ursache dieses Storterms sein — s. Kapitel 7).

In den Simulationen wird die wahre kontinuierliche Zeit diskretisiert, d.h. in soge-
nannte Zeitschritte At aufgeteilt, und fiir jeden dieser Zeitschritte die momentan
auf das Teilchen i wirkenden Kréfte durch Gl. (2.1) berechnet. Fiir die Zeitdis-
kretisierung und die Berechnung der neuen Teilchenorte wurde der Verlet’sche
Integrationsalgorithmus in der Form

ri(t + At) = 2r;(t) — ri(t — At) + #;(t) At? (2.2)
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verwendet, wonach aus der Kenntnis der alten Teilchenorte r;(t — At), der ak-
tuellen Teilchenorte r;(t) und der aktuell einwirkenden Krifte #;(t) = F;(t)/m;
die neuen Orte (des néchsten Zeitintervalls) berechnet werden kénnen. Danach
kénnen dann natiirlich auch noch die aktuellen Geschwindigkeiten

7i(t) = (m(t AL — it — At)) J2A¢ (2.3)

bestimmt werden, da die Kenntnis des neuen Ortes bereits vorhanden ist. Den
Verlet-Algorithmus (2.2) kann man durch eine Taylor-Entwicklung der Funkti-
on r;(t) bis zur zweiten Ordnung in A¢ um den Zeitpunkt ¢ sowohl mit dem
Schritt At als auch mit —At¢ gewinnen, indem man danach die beiden Taylor-
Entwicklungen miteinander addiert. Dadurch heben sich dann die Terme erster
und dritter Ordnung auf.

Die Vorteile des Verlet’schen Algorithmus gegeniiber anderen Integrationsalgo-
rithmen liegen in dem geringen Speicherbedarf, da bis zu dem Zeitschritt, in dem
die Berechnung von »;(t + At) erfolgt, nur die alten und aktuellen Orte gespei-
chert werden miissen. Ferner sollte At nicht zu grofl gewéhlt werden, da sonst die
Impuls- und Energieerhaltung nicht mehr gewéhrleistet sind.

Nachteile ergeben sich zum Einen durch die Vernachlédssigung von Termen hoher-
er als die 3. Ordnung in At bei den Taylor-Entwicklungen, andererseits durch
die auftretende Subtraktion einer kleinen Zahl #;(¢)A#? von einer viel grofieren
2r;(t) — r;(t — At), wodurch numerische Ungenauigkeiten auftreten kénnen.

2.2. Bewegung im Zentralpotenzial

Zentralfelder iiben auf in ihrer Niahe befindliche Kérper Zentralkrifte aus, welche
durch einen Richtungsvektor ausgezeichnet sind, der entweder in Richtung des
Zentralkorpers oder von diesem weg orientiert ist. In dieser Arbeit handelt es
sich um Teilchenbewegungen in einem attraktiven Zentralpotenzial, dessen Zen-
tralkraft die Form

F(r)=f(r)r (2.4)

mit f(r) = —GmM,/r* < 0 besitzt. G, m und M, bezeichnen die Gravitati-
onskonstante, die Masse des umlaufenden Korpers und die des Zentralkorpers.
Wie in jedem Lehrbuch der klassischen Mechanik gezeigt, z.B. [7], liefern die
Newton’schen Gleichungen fiir Potenziale dieser Art fiir die Bahnform des um-
laufenden Teilchens in Polarkoordinaten r, ¢

k

r(@) = 1+ €ecc cOS()

(2.5)
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‘ €occ ‘ Gesamtenergie F ‘ Kegelschnitt ‘ Beispiel ‘
>0 >0 Hyperbel Streutheorie
=1 =0 Parabel Kometenbahnen
<1 <0 Ellipse Planeten- und

Kometenbahnen
=0 | = —mpeaG*m*M?/2L? < 0 Kreis -

Tabelle 2.1.: Unterschiedliche numerische Exzentrizititen €e.. bedingen unterschiedli-
che Bahnformen und unterschiedliche Gesamtenergien F.

was der Gleichung eines allgemeinen Kegelschnittes entspricht. Hierin bedeuten
k = L*/GM.m? der Abstand vom Zentralkérper zum Punkt r(¢ = 7/2) (s.
Abb. 2.3) mit L = m|r X v| als den Betrag des Teilchenbahndrehimpulses und
€ecc = (14 2E!€/GmMc)1/2 die numerische Ezzentrizitdt der Bahn mit E als die
Gesamtenergie des Teilchens.

Je nach dem, welchen Betrags €. ist, spezifiziert man den Kegelschnitt genauer.
Fiir gebundene Bahnen, d.h. fiir Ellipsenbahnen, gilt fiir die Gesamtenergie eines
Teilchens E = —GmM.,/2a < 0 (a ist die grofe Halbachse) —s. Abb. 2.4 — und
damit €e.c < 1 (s. Tab. 2.1). Diese heifien auch Keplerbahnen, wenn M, > m ist,
was in Hinsicht auf die Planetenbahnen im Sonnensystem das 1. Kepler’sche
Gesetz zum Ausdruck bringt. Die grofie Halbachse wird damit nur durch die
Gesamtenergie bestimmt, wiithrend die kleine Halbachse b = —L?/2FEm sowohl
durch die Gesamtenergie als auch durch den Drehimpuls beeinflusst wird.

Abbildung 2.3.: Zur Veranschaulichung einer Kepler-Bahn. Die Zentralmasse befindet
sich immer in einem der beiden Ellipsenbrennpunkte. Die Simulatio-
nen z.B. zeigen (s. Abbn. 4.15 bis 4.18), dass sich die meisten Teilchen
auf nahezu kreisféormigen Bahnen bewegen mit 0 < €qec < 0.1.
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Bei Drehimpulserhaltung, d.h. bleibt der Bahndrehimpuls des Teilchens iiber eine
Periode konstant, bewegt sich das Teilchen auf einer Ebene, auf der L senkrecht
steht. Dann iiberstreicht der Radiusvektor r des Massenpunktes m in gleichen
Zeiten gleiche Flichen. Dann ist im an M, nichstgelegenen Punkt ( Perizentrum)
vy am grofiten, im an M, entferntestgelegenen Punkt (Apozentrum) am kleinsten.
Dies besagt wiederum in Hinblick auf das Sonnensystem das 2. Kepler’sche Ge-
setz. Abb. 2.3 zeigt die einzelnen eine Ellipse beschreibenden Gréfien, u.a. auch
die Ezzentrizitit ¢ = €qc @, welche den Abstand zwischen Ellipsenbrennpunkt
und -schwerpunkt beschreibt. Fiir den Extremfall einer Ellipse, einem Kreis mit
Radius r, sind €,.c = e =0 und a = b = r, d.h. Brenn- und Schwerpunkt fallen
zusammen.

J. Kepler formulierte im frithen 17. Jahrhundert dann auch das 3. Kepler’sche
Gesetz anhand von langjihrigen Planetenbeobachtungen, was die Konstanz des
Quotienten aus der Umlaufszeit eines Planeten der Masse m in zweiter Potenz
zu seiner groflen Halbachse in dritter Potenz deutlich macht

T? 42 42

m
a® G (M,+m)~ GM,

= const. (2.6)

Aus diesem Gesetz kann man auch den Betrag der Tangentialgeschwindigkeit des
auf einer Keplerbahn laufenden Teilchens ableiten,

GM,
r

Vg = €y, (2.7)

die auch die Keplergeschwindigkeit des Teilchens genannt wird. Zu ihr gelangt

-2.028 -16%

-2.040 -16%

0 2 4 6 8 10 12
t

Abbildung 2.4.: Alle Simulationen zeigen, dass die Gesamtenergie E [MoR2s™?] aller
Teilchen negativ ist (d.h. es handelt sich um Keplerbahnen). Hier ist

sie fiir Simulationen unterschiedlicher Kiihlrate (Ndheres zur Kithlung
s. Kapitel 4.1) iiber die Zeit ¢ [Tkep| aufgetragen.
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man, wenn man fiir die Umlaufdauer T = 277 /v, und fiir angenédherte Kreis-
bahnen (wie sie die Planeten beschreiben) r ~ a setzt. Man beachte, dass die
Keplergeschwindigkeit eine zeitlich gemittelte Grofle pro Umlauf ist, die wahre
Tangentialgeschwindigkeit jedoch zu unterschiedlichen Zeitpunkten (wenn auch
nur minimal) davon abweicht. Sie ist vom Betrage her die grofite Geschwindig-
keitskomponente, d.h. insbesondere fiir den radialen Bereich r = 0.151 R, gilt
(vg) > (v,) = (v,) ~ 0. Dies ist verstandlich, wenn man bedenkt, dass sich mit
der Zeit genauso viele Teilchen sowohl in positive als auch in negative r- und
z-Richtung bewegen, und daher die Annahme (v,) ~ (v,) ~ 0 durchaus berech-
tigt ist. Dieses Verhéltnis der mittleren Geschwindigkeitskomponenten zueinander
sollte auch durch die Auswertungen der Simulationen zu Tage treten. Das genaue
Vorgehen zur Bestimmung der mittleren Geschwindigkeitskomponenten ist in An-
hang E genau erklidrt und in den Abbn. 2.5 bis 2.7 gezeigt. Man sieht, dass die
(vy)- und (v,)-Komponente zu kleineren Radien hin im Allgemeinen grofere Wer-
te annimmt als zu gréferen. Das beruht auf den Effekt der zu kleineren Radien
hin zunehmenden Heizrate (Niheres dazu ist im Kapitel 4.4 nachzulesen). Dem-
gegeniiber zeigt (vs) den aus der Theorie folgenden 1/4/r-Verlauf.

Generell kann man durch Vorgabe der drei momentanen Orts- und Geschwin-
digkeitskomponenten eines Teilchens mit bekannter Masse alle hier eingefiihrten
GroBen, d.h. insbesondere die Bahnform, bestimmen (wie in Abschnitt 4.4 zur
weiteren Analyse der Geschwindigkeitsdispersionskomponenten geschehen).
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Abbildung 2.5.: Die in den einzelnen Teilringen iiber alle Teilchen gemittelte radia-
le Geschwindigkeitskomponente (v,) [Rg/s| tiber den radialen Ort r

[Re]-
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Abbildung 2.6.: Die in den einzelnen Teilringen iiber alle Teilchen gemittelte azimu-
tale Geschwindigkeitskomponente (v4) [Re/s] tiber den radialen Ort
r [Re]. Man erkennt den 1//r -Verlauf gemafl Gl. (2.7) recht gut.
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Abbildung 2.7.: Die in den einzelnen Teilringen iiber alle Teilchen gemittelte axia-
le Geschwindigkeitskomponente (v,) [Re/s| iiber den radialen Ort r

[Re]-
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In der Realitdt verdndern sich die rdumlichen Lagen der Ellipsenbahnen der ein-
zelnen Planeten des Sonnensystems mit der Zeit, so dass sich das Perihel (al-
so der sonnenniichste Punkt der Bahn) dreht. Diese Verdnderung ist auf eine
Storung des Gravitationspotenzials des betrachteten Planeten durch die anderen
Planeten zuriickzufiihren, welche sich in der Funktion f(r) durch einen additiven
Term der Form ¢/r? duBert. Mit diesem Term bekommt man keinen Kegelschnitt
in der Form von GL (2.5), sondern eine sogenannte Rosettenbahn, welche eine
Periheldrehung bedingt. Allerdings zeigt der sonnennichste Planet Merkur ei-
ne groflere jiahrliche Periheldrehung als die Newton’sche Gravitationstheorie auf
Grund dieses Terms voraussagt. Eine Erklarung dafiir liefert die Allgemeine Re-
lativitdtstheorie, welche durch diesen Storterm eine groflere Anziehungskraft auf
den Planeten bewirkt und damit ein groflerer Winkel als ¢ = 27 von Perihel zu
Perihel durchlaufen wird. Dieser Effekt fillt natiirlich mit der Entfernung von
der Sonne ab (schwécher werdende Raumkriimmung durch die Sonne), weshalb
er bei Merkur am deutlichsten auftritt und dadurch auch erst bekannt wurde.

2.3. Physikalische Vereinfachungen

Um den Zeitaufwand numerischer Rechnungen gering zu halten, kann man physi-
kalische Probleme niemals exakt naturgetreu erfassen, sondern muss immer Néhe-
rungen oder Vereinfachungen beliebiger Art in Kauf nehmen, die dann in der
Tat die wahren Verhéltnisse nur noch beschrinkt wiedergeben kénnen. Natiirlich
muss man zusehen, dass die Natur dadurch nicht zu oberflichlich beschrieben
wird. Vereinfachungen dieser Art sind z.B. die vernachlissigte Eigengravitation
des Ringes, obwohl dieser im Falle des Saturn eine Masse von etwa 10712 M
besitzt oder die Annahme von Ringteilchen gleichen Radius’ und gleicher Mate-
riedichte, obwohl dies fiir Planetenringe natiirlich nicht der Fall sein kann. Auf
die folgenden drei Vereinfachungen, die gleichfalls das Ziel einer Minimierung des
Rechenzeitaufwandes haben, soll nun néher eingegangen werden.

2.3.1. Das Konzept der Pseudoteilchen

Da heutige Grofirechner nicht in der Lage sind, die Trajektorien aller z.B. in
einem planetarischen Ring vorkommenden Teilchen numerisch zu behandeln, be-
steht hinsichtlich des Rechenzeitaufwandes auf den fiir diese Arbeit zugingli-
chen Workstations die wohl groite Vereinfachung der Simulationen darin, dass
nur einige 10® Teilchen numerisch behandelt werden (vorwiegend N = 9108).
Diese Teilchen werden dann als sogenannte Pseudoteilchen aufgefasst, da jedes
fiir sich eine Ansammlung vieler realer Teilchen darstellt. Demgegeniiber werden
in Kapitel 1 Volumenelemente betrachtet, welche nach der Theorie hinreichend
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viele dieser mikroskopischen Pseudoteilchen beinhalten. D.h.; man hat sich drei
,, Teilchenarten® vorzustellen:

e reale Teilchen (wie sie in der Natur vorkommen)
e mikroskopische Pseudoteilchen (wie sie in der Simulation behandelt werden)

e Volumenelemente (wie sie in der Hydrodynamik zu Grunde gelegt werden)

Will man bei der Teilchenerzeugung (s. Anhang D) die immense Teilchenzahl ver-
kleinern, so muss man die Radien der Pseudoteilchen vergrofern. Dabei sollte ihre
Massendichte entsprechend herab gesetzt werden, damit die gesamte Ringmasse
konstant bleibt.

2.3.2. Die Methode der Linked Cells

Hierbei handelt es sich um eine Vereinfachung der Stofiiberpriifung zwischen den
Ringteilchen, die im Vergleich zu anderen Methoden fiir grofe Teilchenzahlen, wie

I~ L

o
& —

Abbildung 2.8.: Die r,¢- bzw. z,y-Ebene des Systems, welches man sich in qua-
derférmige Linked Cells eingeteilt denken kann. Da bei Ringstruk-
turen sich die meisten Pseudoteilchen in einer Ebene befinden, wurde
auf eine Unterteilung der z-Achse in gleicher Weise wie die hier ge-
zeigte verzichtet. Die eingezeichneten Grundflichen der Quader haben
eine Flache von 0.0015 x 0.0015 R, wihrend der mittlere Ringradius
bei etwa 0.15 R, liegt (Figur nicht mafistabsgetreu).
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sie im Rahmen dieser Arbeit angestrebt wurden, hinsichtlich des Rechenaufwan-
des am besten geeignet ist. Da es hinsichtlich der Programmierung wesentlich ein-
facher ist, ein Teilchen ¢ auf Stofl mit allen anderen Teilchen zu iiberpriifen, aber
der Rechenaufwand hierfiir mit N? anwichst, bietet die Methode der Linked Cells
einen Zuwachs in der Rechenzeit linear mit N an (NN sei die Gesamtteilchenzahl).
Wenn in der Simulation alle z Zeitschritte ein Teilchen ¢+ nur mit Teilchen der
unmittelbaren Nachbarschaft (andere Teilchen in derselben und in den angren-
zenden Zellen) auf Stof} iiberpriift wird, muss zu dem entsprechenden Zeitpunkt
die Nachbarschaft bekannt, d.h. eine Auswahl getroffen worden sein, welche der
benachbarten Teilchen St68e mit : machen kénnen. Diese Kenntnis von der Nach-
barschaft dndert sich dann in einem Zeitintervall ¢ + 2At nicht mehr, obwohl die
Nachbarschaft sich von Zeitschritt zu Zeitschritt dndert. Deshalb darf die Ak-
tualisierung nicht zu selten vorgenommen werden. Es muss die Grofle der Linked
Cells so grofl gewihlt werden, dass sich die Teilchen auf Grund ihrer Geschwindig-
keiten innerhalb der z Zeitschritte nicht oder nicht weit aus den Zellen bewegen.
Im Programm-Code wurde die Zellgréfle unter Beriicksichtigung der im System
auftretenden Teilchengeschwindigkeiten und eines optimalen Rechenzeitaufwan-
des gewihlt. Bei einer Kantenldnge von 0.0015 R, und einer mittleren Kepler-
geschwindigkeit von etwa 2.7 - 107 Ry /s in der Ringmitte braucht ein Teilchen
im Mittel etwa 55 Zeitschritte, um eine Zelle zu durchqueren. Der verwendete
Aktualisierungszeitschritt betrigt z = 25 Zeitschritte, liegt also unterhalb der
akzeptablen Grenze. Ein zu grof§ gewihltes z wiirde sporadische Teilcheniiber-
lapps ermoglichen, welche zu unrealistischen Spriingen der kinetischen Energie
fiihren. Dies ist also auch ein Kriterium fiir die Wahl von z. Da solche Spriinge
nicht beobachtet wurden, kann man daher auch davon ausgehen, dass bei den
Programmléufen z und die Zellgrofie giinstig gewéhlt wurden.

2.3.3. Die auBBere Wand

Eine weitere Vereinfachung des Problems ist die Implementierung einer &ufleren
Wand, an der Teilchen, sobald sie sie beriihren, vollkommen elastisch reflektiert
werden, wobei natiirlich die Impuls- und Energieerhaltung gewéhrleistet bleiben
sollen. Mit der Einfiihrung dieser Wand wird das effektive Simulationsvolumen
verkleinert und die Simulation in der Weise verkiirzt, dass durch Stofe so stark
abgelenkte Teilchen aus dem Teilchenverband austreten und durch Stofl mit der
duBeren Wand in das Simulationsvolumen zuriick gelenkt, iiberfliissige Simulati-
onszeit damit eingespart und dadurch schneller ein angestrebtes Systemgleichge-
wicht erreicht werden kann. Das Prinzip der dufleren Wand besteht darin, dass
dasselbe Teilchen, welches wenige Zeitschritte zuvor reflektiert wurde, einem an-
deren Teilchen entspricht, das vor lingerer Zeit an anderer Stelle aus dem Simu-
lationsvolumen ausgetreten ist und zufillig hier wieder eintritt (s. Abb. 2.9).

Bei niedriger Teilchendichte ist diese Annahme insofern gerechtfertigt, als man
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Wand

Abbildung 2.9.: Zur Veranschaulichung des Prinzips einer dufieren Wand. Teilchen 1
tritt aus dem Simulationsvolumen aus, ein anderes Teilchen 2 tritt

genau an demselben Ort wieder ein und ersetzt dann im weiteren
Verlauf der Bahn Teilchen 1.

nur einen kleinen Fehler in Kauf nimmt. Fiir hohe Dichten sollte die Annahme auf
Grund einer grofleren Anzahl von St6fen mit der Wand ebenfalls gerechtfertigt
sein, miisste allerdings noch iiberpriift werden.
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3. Grundlagen der kinetischen Theorie

In dieser Arbeit werden die dreidimensionalen scheiben- oder ringférmigen Sy-
steme als Ansammlungen diskreter Teilchen betrachtet, auf die dann gewisse
Aspekte der Kontinuumstheorie angewendet werden (s. Kapitel 5 und 6), um
einen Ubergang von der diskreten zur kontinuierlichen Beschreibung zu bewerk-
stelligen. Im Folgenden jedoch wird die diskrete Natur der Teilchen ein wenig
unter dem fiir diese Arbeit relevanten Aspekt der kinetischen Theorie betrachtet.

3.1. Das Weiche-Kugel-Gas

Im Gegensatz zu dem Harte-Kugel-Gas, welches zeitlich infinitesimal kurze Kol-
lisionen (= Ereignisse) zwischen den harten Teilchen erfihrt und daher am be-
sten mit ereignis-getriebenen Methoden zu simulieren ist (sie berechnen nur die
durch die Kollision bedingten Teilchengeschwindigkeiten und setzen zwischen den
StoBen eine gleichférmige Bewegung voraus), sind bei einem Weichen-Kugel-Gas
(WKG) die Sto8e zeitlich endliche Vorginge, innerhalb derer die Teilchen iiberlap-
pen, weshalb fiir dieses Teilchenmodell zeitschritt-gesteuerte molekulardynamische
Methoden zur Simulation geeignet sind (hier werden die Teilchenorte und -ge-
schwindigkeiten sowohl wéhrend als auch zwischen den St6fen numerisch berech-
net — Abschnitt 2.3).

Bei der Molekulardynamik werden die momentan wirkenden Kréfte dazu benutzt,
den neuen Ort des Teilchens (2. Newton'sches Axiom) zu berechnen. Die Riick-
stellkréifte wihrend der Kollisionen sollen fiir den elastischen Stof3 proportional
mit dem Teilcheniiberlapp anwachsen (Hooke’sches Gesetz), fiir den inelastischen
Stof noch zusitzlich durch ein Dampfungsglied ergénzt werden [13], welches cha-
rakteristisch fiir den Inelastizitéitsgrad des Stofles sein soll.

Stoflen zwei Teilchen, s. Abb. 3.1, dann werden sie, abhéngig von den Riickstell-
kriiften, bis zu einem gewissen Grade iiberlappen. Der Betrag des Uberlapps wird
im Folgenden durch

5(t) = d — (rl(t) - rz(t)) " (3.1)

reprisentiert, wobei d = R; + Ry = 2R dem Durchmesser der Teilchen entspricht,
wobei alle Teilchen denselben Radius R besitzen, und i = (r; — r3) /|71 — 72|
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X

Abbildung 3.1.: Veranschaulichung der fiir einen Teilchenstof} relevanten Grofien. rio
ist senkrecht zur Ebene t, die den Kontaktpunkt beinhaltet. Weitere
Erlduterungen hierzu s. Text.

der Normaleneinheitsvektor ist, der parallel zur Verbindungslinie der beiden Teil-
chenzentren und vereinbarungsgemifl in Richtung Teilchen 1 orientiert ist. Man
erkennt damit, dass fiir Zeitpunkte ¢, an denen 6(¢) > 0 ist, Uberlapp und an
denen 6(t) < 0 bzw. §(t) = 0 ist, kein Uberlapp herrscht. Die erste und zwei-
te Zeitableitung der Uberlappfunktion ergeben die Uberlappgeschwindigkeit und
-beschleunigung. Die Uberlappbeschleunigung geht jeweils in die Bewegungsglei-
chungen der beiden Teilchen ein, wobei man beachten muss, dass auf Grund
der Impulserhaltung die Krifte auf beide Teilchen diametral entgegen wirken
(und damit ein negatives Vorzeichen bei einer der beiden Bewegungsgleichungen
eingeht). Setzt man die beiden Bewegungsgleichungen in die Gleichung fiir die
Uberlappbeschleunigung ein, so folgt die Bewegungsgleichung fiir den Uberlapp
z.B. fiir das Teilchen 2:

F{ () = muead () - (3.2)

Hier ist FQ(”)(t) = Fy(t) - n die Kraftkomponente parallel zu 7v (ihr entgegen
gerichtet ist dann F(¢)) und myq = myims/ (my + ms) = m/2 die reduzierte
Masse fiir Teilchen gleicher Masse. Ersetzt man die Stokraft durch die Hooke’sche
Riickstellkraft mit einem Dampfungsglied, dann folgt die Bewegungsgleichung fiir
die Zeit wahrend eines Stofes

Miread (1) = —vnd (1) — ko (t) , (3:3)

welche der gewohnlichen Differenzialgleichung eines harmonisch geddmpften Os-
zillators entspricht, wenn w? = k/m.q die Eigenfrequenz des ungeddmpften
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Schwingers und 27, = v,/mq das Dampfungsglied sind. Wegen den Einheits-
bezeichnungen werden 7, als effektive Viskositit (nicht zu verwechseln mit der
dynamischen Viskositdt des Kapitels 1) und v, als Stofviskositit bezeichnet. k
hat die Bedeutung einer Federkonstante (die hier verwendeten Einheiten sind in
Anhang C besprochen). Die Losung von Gl. (3.3) lautet

i(t) = %exp (=nut) sin (wt) . (3.4)

v ist die Teilchenrelativgeschwindigkeit unmittelbar vor dem Stof} (was spéter
noch der zu besprechenden Geschwindigkeitsdispersion entspricht) und

w=/wi—n2 (3.5)

die Eigenfrequenz des geddmpften harmonischen Oszillators. Im Allgemeinen wird
die Stofiviskositit vorgegeben, und es muss auf 7,, < wy geachtet werden. Gl. (3.4)
ist eine periodische Funktion, die bei £ = 0 und bei

t=—-=t, (3.6)

einen Nulldurchgang hat. ¢, entspricht dann der Dauer eines Kontaktes [13].

3.1.1. Elastische und inelastische StoBe

Aus Griinden der Impulserhaltung folgen aus dem Impulsiibertrag bei einem ela-
stischen Stofl zweier gleich grofler Teilchen gleicher Masse fiir die Geschwindig-
keiten der beiden Teilchen fiir die Zeit ¢ > ¢,

o (1) = vl(t)—i-(vm(t)-ﬁ)ﬁ (3.7)
vh(t) = v2(t)—(v12(t)-ﬁ>ﬁ, (3.8)

wobei v12(t) = v1(t) — va(t) der Relativgeschwindigkeitsvektor und vq2(t) - o
= v§’2‘> die Relativgeschwindigkeit in Normalenrichtung ist. Da sich fiir vollkom-
men elastische Stofle v15 im Vorzeichen umkehrt, gilt fiir die Differenz der Rela-
tivgeschwindigkeitsvektoren vor und nach dem Stof v"{% — v\» = —20(?). Eine
Inelastizitdt kann man in diese Stofigesetze einbauen, indem man einfach an-
nimmt, dass aus der Normalengeschwindigkeit eines Teilchens nach dem Stof3
v =5 (g) = —o{Wexp ( — 77n7T) (3.9)

w

fiir den Quotienten aus der Geschwindigkeit vor und nach dem Stof}

(n)
v’y - ThT\ _
——y — &P ( . ) =€, (3.10)
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folgt, wenn ¢, den normalen Restitutionskoeffizienten darstellt. Er ist ein Maf}
dafiir, wieviel kinetische Energie der normalen Geschwindigkeitskomponenten
durch einen Stof} dissipiert wird. Ein tangentialer Restitutionskoeffizient ¢; wiirde
auch benotigt werden, wenn man neben der normalen Energiedissipation auch
eine tangentiale zuliele, d.h. wenn die Teilchenoberfliche rauh wire und dadurch
kinetische Energie tangentialer Geschwindigkeitskomponenten dissipiert wiirde.
Da jedoch keine rauhen Teilchenoberflichen beriicksichtigt werden, soll darauf
nicht weiter eingegangen werden. Dann kann es im Folgenden auch keine Ver-
wechselungen zwischen Normal- und Tangentialrichtung geben, weshalb der In-
dex n weg gelassen werden kann (v, — v,n, — 1, €, — €). Verwechselungen mit
der kinematischen und dynamischen Viskositét v, n wird es in spiteren Kapiteln
nicht geben, da ein gemeinsames Auftreten nicht erfolgt.

Mit dem Restitutionskoeffizienten aus Gl. (3.10) folgen fiir die Geschwindigkeiten
nach einem inelastischen Stof3

o) = vi(t)— % (140 (violt) - 2) (3.11)
vh(t) = wvo(t) + % (1+¢) (’Ulg(t) : ﬁ)ﬁ : (3.12)

3.1.2. Energieverlust bei einem inelastischen StoB3

Wenn fiir eine Simulation eine von Null verschiedene Stoflviskositit gewéhlt wird,
so beschert dies dem System eine Abkiihlung. Die kinetische Energie der normalen
Geschwindigkeitskomponenten, die bei einem inelastischen Stof3 verloren geht, ist
vom Betrage

1 1

= —m(v'?—i—v’g) _ _m(v%+v§>
2 2

_ 1 1 2 A2

= _Z( —e)m(vlg-n) .

Wie in Abschnitt 4.1 gezeigt, wird dieser Energiebetrag bei jedem Stofl dem
System entzogen, d.h. eine Kiihlung ist die Folge.

3.1.3. Die Wahl des Zeitschrittes und der Federkonstante

Zur rasanteren Entwicklung eines Simulationslaufes ist man geneigt, den Zeit-
schritt At beziiglich einer systemtypischen Zeitskala (wie z.B. der Keplerperiode)
grof} zu wihlen. Die Grofle des Zeitschrittes bestimmt, wie im Folgenden gezeigt,
die Wahl von £ und 7. Die Theorie des WKG gibt eine bestimmte Kollisionsdauer
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t. fiir einen Stof} vor. Zur numerischen Integration muss die Kollisionsdauer ein
Vielfaches des Zeitschrittes betragen, t. = zAt, um noch eine hinreichend hohe
Genauigkeit des Stoflvorganges zu erzielen. Auf der sicheren Seite befindet man
sich, wenn man grofziigig z = 40...100 wihlt (fiir die Simulationen war immer
z = 60). Wird néamlich At hinsichtlich der im System auftretenden Stogeschwin-
digkeiten zu grofl gewéhlt, dann kann es einerseits zu numerischen Ungenauig-
keiten kommen, andererseits kann es durchaus sein, dass zwei stoflende Teilchen
wahrend der Zeitspanne von einem Zeitschritt einen Weg zuriicklegen, der gréfer
ist als ein Teilchendurchmesser. Bei gegebenem k wiirde dies den Energieerhal-
tungssatz verletzen, da ihre Zentren nidher kommen konnen als £ erlaubt. Daher
wiirden dann gréflere kinetische Energien resultieren als physikalisch sinnvoll und
man hétte dann bei jedem Stof3 eine Quelle kinetischer Energie.

Will man diesen Umstand vermeiden und trotzdem At grofl wihlen, so muss
gemifl Gl. (3.5) die Eigenfrequenz w des geddmpften harmonischen Oszillators
entsprechend gesenkt werden. Da nun w von k£ und n abhéingt, miissen diese
entsprechend gewéhlt werden: d.h. letztendlich fiihrt die Wahl von At zur Be-
stimmung von k bei vorgegebenem 7, denn aus Gl. (3.5) erhélt man fiir die
Federkonstante

2 2
k:%( u +”">. (3.14)

2AL2 T m2

Um nun fiir eine groflere Kollisionsdauer aber den normalen Restitutionskoeffizi-
enten € konstant zu lassen (man mochte ja nur die Simulation beschleunigen, die
Physik jedoch beibehalten), muss 7 entsprechend Gl. (3.10) um denselben Faktor
gesenkt werden wie ¢, erhoht wird. Aus Gl. (3.14) kann man ersehen, dass die
Diskriminante von Gl. (3.5) immer positiv, d.h. 2mk > 12 erfiillt ist.

Wenn man nun noch bei den auftretenden Kollisionen fiir t = ¢./2 = 7/2w einen
maximalen Uberlapp 6max = (017 /w) exp(—nr/2w) der Teilchen von poax % des
Radius’ zuléisst, so kann aus der Losung (3.4) die zugeordnete maximale Relativ-
geschwindigkeit zu Beginn des Stofles errechnet werden

n),max mar A Rpmax ™ 1
v§2)a = oy A= e (577ZA7§> . (3.15)

Diese Gleichung gibt nun fiir eine gegebene effektive Stofiviskositit und Kollisi-
onsdauer eine bestimmte Relativgeschwindigkeit an, welche vereinbarungsgeméfl
nicht iiberschritten werden sollte. D.h. die sich im System einstellende Tempe-
ratur (s. Abschnitt 4) sollte Relativgeschwindigkeiten bedingen, die immer unter
dieser Grenze liegen. Treten hohere auf, dann wird es groBere Uberlappungen
als die erwiinschte geben. Z.B. ist in Anlehnung an die Realitit eine Grenze von
Pmax = 10 % in den Simulationen gewihlt, da groBere Uberlappungen nicht der
Realitéit entsprechen, denn ein Uberlapp von z.B. weit mehr als 10 % zwischen
Festkorpern wird sicherlich zu einem Zerfall in Fragmente fiihren, was in den hier
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vorgestellten Simulationen nicht beriicksichtigt wird. Die Simulationen zeigen je-
doch Relativgeschwindigkeiten, die mindestens um einen Faktor 10 unter dieser
Grenze liegen, bei stark dissipativen Simulationen ist der Faktor noch viel hoher.

3.2. Wichtige kinetische GroBen fiir diskrete
N-Teilchen-Systeme

3.2.1. Die optische Tiefe

Obwohl diese Grofle nicht direkt in das Gebiet der kinetischen Theorie fillt,
stellt sie doch ein Maf fiir die Dichte des diskreten N-Teilchen-Systems dar. Die
optische Tiefe

. Y R? _ NrR?
m AA

T

(3.16)

projiziert die Gesamtzahl N aller in einem Teilring befindlichen Teilchenquer-
schnittsflichen mR? auf dessen Grundfliche AA, was in Abb. 3.2 zur Veranschau-

nR2

Abbildung 3.2.: Zur Veranschaulichung der Berechnung der optischen Tiefe 7. Die
Summe der Querschnittflichen aller Teilchen innerhalb eines Teilrin-
ges werden auf die Grundfliche des Teilringes projiziert.

lichung gezeigt ist. X ist hier die aus der Simulation zu gewinnende Flidchendichte
des entsprechenden Teilringes (Projektion der Massen aller Teilchen des Teilringes
auf seine Grundfliche). Die optische Tiefe der Ringe nimmt beim Zerflieflen, wie
Abb. 3.3 zeigt, mit der Zeit natiirlich ab, was eine Verringerung ihrer ortlichen
Teilchenzahldichten bedeutet. Die Simulation fiir den Fall mit ¢ = 1.00 zeigt
ein zeitlich stiarkeres Abfallen der optischen Tiefe als der sehr dissipative Fall
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Abbildung 3.3.: Die optische Tiefe 7 iiber die Zeit [Tkep] aufgetragen fiir zwei unter-
schiedlich dissipative Systeme ¢ = 1.00 und ¢ = 0.42. Thr zeitlicher
Verlauf ist fiir die Ringmitte bei » = 0.151 R, dargestellt.

€ = 0.42, d.h. er zerfliet schneller. Beide Simulationen haben eine anfiingliche
optische Tiefe von 7 & 0.3.

3.2.2. Mittlere freie Weglinge und Kollisionsfrequenz

Eine wichtige Beschreibungsgrofie fiir ein Gas ist z.B. die mittlere freie Weglinge
eines Teilchens im System. Das ist der Weg, den ein Teilchen zwischen zwei St688en
zuriicklegt, gemittelt iiber viele Stéfe. Da die Stofle umso héufiger werden, je
dichter das System ist, kann die mittlere freie Weglidnge im Ring iiber den radialen
Ort unterschiedliche Werte annehmen. Sicherlich ist der klassische Ausdruck

1

= W ion (3.17)

ein geeignetes Maf} fiir die mittlere freie Weglidnge fiir Gase mit nicht allzu ho-
her optischer Tiefe. Diesen Ausdruck kann man leicht ableiten, wenn man fiir die
Teilchenzahldichte n = N/V ein Volumen annimmt, welches Zylinderform besitzt
(Linge L, Grundfliche m(2R)? = doppelte Teilchenfliiche) und in dem sich das be-
trachtete Teilchen iiber die gesamte Linge bewegen kann, ohne dass es ein anderes
Teilchen st6Bt (per definitionem ist dann L = )\). D.h. aus n = N/V = 1/47rR?\
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Abbildung 3.4.: Mittlere freie Weglinge A [Rg], berechnet nach Gl. (3.17), fiir zwei
unterschiedlich dissipative Systeme, aufgetragen iiber die Zeit [Tkep)
im Auswertungsvolumen 0.147 Ry < r < 0.153 Rg, —0.0005 Rg <
z < 0.0005 Re.

folgt Gl. (3.17). Eine genauere Berechnung der mittleren freien Weglidnge fiir Teil-
chen in Gasen ist von Enskog durchgefiihrt worden, auf die jedoch hier nicht ndher
eingegangen werden soll. Niheres dazu (in 2D-Form) ist in [18] nachzulesen.
Einen auf dieser klassisch bestimmten mittleren freien Wegldnge basierenden Aus-
druck fiir die Kollisionsfrequenz pro Teilchen stellt

(3.18)

We =~
dar, welcher natiirlich anwéchst, wenn die Relativgeschwindigkeit vy grofer und /
oder die mittlere freie Weglénge des Teilchens kleiner wird. Die Gréfien (3.17) und
(3.18) kann man aus den Simulationen bestimmen (s. Anhang E), wenn man hin-
reichend kleine Volumina auswertet, in denen eine homogene Teilchenzahldichte
(n = const.) angenommen werden kann. D.h. die Rénder des Teilchenaggregats
diirfen nicht innerhalb des Auswertungsvolumens liegen, da dort der Teilchen-
konzentrationsgradient sehr grof3 ist und die Ergebnisse verfilschen wird. Bei der
rechnerischen Bestimmung von w,. nach Gl. (3.18) ist also ein Auswertungsvo-
lumen zu Grunde gelegt worden, welches einem Teilring um r = 0.151 Ry mit
hinreichend kleiner axialer Hohe entspricht. Damit wird sicher gestellt, dass die
Verteilung der Teilchen in diesem Auswertungsvolumen so weit wie moglich ho-
mogen ist. Die Abbn. 3.4 und 3.5 zeigen die klassische mittlere freie Wegléinge
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Abbildung 3.5.: Kollisionsfrequenz pro Teilchen w, [s~!], berechnet nach Gl. (3.18),
fiir zwei unterschiedlich dissipative Systeme, aufgetragen iiber die Zeit
[Tkep) im Auswertungsvolumen 0.147 Rs < r < 0.153 Rg, —0.0005
Re < 2 < 0.0005 Re,.

und die daraus bestimmte Kollisionsfrequenz pro Teilchen fiir das Auswertungs-
volumen 0.147 Rg < r < 0.153 Rg, —0.0005 Rg < 2z < 0.0005 Rg. Die mittlere
freie Wegldnge nimmt natiirlich fiir ¢ = 1 mit der Zeit zu, da der Ring von An-
fang an noch nicht im Gleichgewicht ist und seine mittlere Teilchenzahldichte
abnimmt. Fiir den dissipativen Fall ¢ = 0.42 bleibt sie ungefahr konstant, was
darauf schlieflen ldsst, dass der Ring kaum (radial und vertikal) zerfliefit (dazu in
den Kapiteln 5 und 6 mehr). Die Kollisionsfrequenz pro Teilchen nimmt fiir den
dissipationsfreien Fall permanent ab, da nach GI. (3.18) A stéirker zunimmt als
vy (wie spéter in Kapitel 4 noch zu sehen sein wird, nehmen fiir dissipationsfreie
und schwach dissipative Systeme die Temperatur und damit die Relativgeschwin-
digkeiten mit der Zeit zu). Gleiches gilt fiir den dissipativen Fall.

Abb. 3.6 zeigt fiir das dissipationsfreie System die experimentelle Uberpriifung
aller momentanen Kollisionen im gesamten System, wiahrend sich Abb. 3.7 nur
auf das besagte Auswertungsvolumen beschrinkt und damit natiirlich weniger
Kollisionen pro Zeitschritt zeigt. Fiir den dissipationslosen Fall ist ab dem Zeit-
punkt ¢t = 4 Txe, alle 10% s die Gesamtzahl C; aller Uberlappungen in dem jeweils
aktuellen Zeitschritt detektiert worden (bei einer Simulationszeit von 10° s sind
das M = 360 Momentaufnahmen) und ausgegeben. Wenn ). C; mit ¢ = 1...360
die Summe aller ausgegebenen Werte bezeichnet, ergibt (1/M) ). C; den iiber



34 3.2 Wichtige kinetische Grofien fiir diskrete N-Teilchen-Systeme

% 20 |
§ 15 |
=

c 10 ]
% o LI M.\WIMLHI‘LImlmﬂ;m Ih\“lﬂinhmh. I
2 0 2 4 6 8 10 12

t

Abbildung 3.6.: Die aus der Simulation mit € = 1.00 folgende Anzahl aller pro Zeit-
schritt stattfindenden Kollisionen im gesamten Ring mit N = 9108,
aufgetragen iiber die Zeit ¢ [Tkep)-
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Abbildung 3.7.: Die aus der Simulation mit ¢ = 1.00 folgende Anzahl aller pro
Zeitschritt stattfindenden Kollisionen im Auswertungsvolumen 0.147
Re < r <0.153 Re, —0.0005 R < z < 0.0005 R, aufgetragen iiber
die Zeit t [Tkep)-
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alle Momentaufnahmen gemittelten Wert der Uberlappungen pro Zeitschritt, d.h.
einen repriasentativen Wert. Diesen durch die allgemeine Kollisionsdauer ¢, geteilt,
ergibt die Kollisionsfrequenz aller Teilchen im gesamten System. Ein Faktor 2 ist
zudem noch vonnoten, da pro Teilchenkontakt 2 Teilchen bei einem Stofl beteiligt
sind. Die Kollisionsfrequenz pro Teilchen ergibt sich, wenn man den so erhaltenen
Wert durch die Anzahl der im System befindlichen Teilchen dividiert. Da sich die
Teilchenzahl mit der Zeit fiir das ausgeschnittene Volumen dndert, gilt fiir die
Kollisionsfrequenz pro Teilchen

=l

i=1

) (3.19)

=S

Damit folgt fiir ¢ = 1.00 fiir das besagte Volumen eine Kollisionsfrequenz pro
Teilchen f. ~ 4.75-107° s™!, was in etwa in derselben Grofienordnung liegt, wie
die in Abb. (3.5) gezeigte Kollisionsfrequenz (pro Teilchen). Damit ist zumindest
eine nitherungsweise Ubereinstimmung von Theorie mit der Simulation gelungen.

3.2.3. Die Scherviskositat

Befindet sich ein Gas im Gleichgewichtszustand (d.h. die das Gas beschreibende
thermodynamische Groflen wie Temperatur, Dichte und mittlere Geschwindig-
keit sind zeitlich konstant), dann werden die Geschwindigkeiten der einzelnen
Teilchen Mazwell-Boltzmann-verteilt sein. Stellt sich aus irgendeinem Grunde lo-
kal ein Nicht-Gleichgewicht im System ein, dann versucht das System, dieses
Nicht-Gleichgewicht durch den Transport bestimmter Groflen auszugleichen und
damit einen energetisch giinstigeren Zustand anzustreben. Transportierte Gréfien
konnen Teilchen (= Diffusion), Impuls (= innere Reibung durch Sté8e) oder Ener-
gie (= Wirmeleitung) sein. In den im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Syste-
men ist der Effekt der inneren Reibung ein sehr wichtiger, weshalb hier nur auf
ihn eingegangen werden soll. Auf Grund unterschiedlicher Keplergeschwindigkei-
ten werden benachbarte Teilchenschichten eine differenzielle Rotation iiber den
gesamten Ring bedingen, was zu inneren Reibungen zwischen diesen Schichten
fiihrt und damit in Bezug auf die bereits besprochene Hydrodynamik sogenann-
te Nebendiagonalelemente im viskosen Spannungstensor auftreten ldsst. Diese
Scherspannungen sind letztendlich der Grund fiir einen radialen Transport von
Impuls: innere schnellere Schichten werden abgebremst, wihrend benachbarte
duflere Schichten einen Zuwachs des azimutalen Impulses erfahren, d.h. die azi-
mutale Impulskomponente wird radial transportiert.

Der Proportionalititsfaktor zwischen Spannungskraft pro Flacheneinheit und dem
Geschwindigkeitsgradienten entspricht der dynamischen Viskositit 7, wie sie be-
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reits in Kapitel 1.4.2 eingefiihrt wurde:

ov,,

Txy = na—y

(3.20)
Dies ist die kartesische Darstellung des relevanten Nebendiagonalelements des
viskosen Spannungstensors (s. Abb. 3.8), andererseits aber auch eine Kompo-
nente des in Abschnitt 1.2 eingefiihrten Geschwindigkeitsgradienten, wiahrend in
Anhang A die fiir die betrachteten Systeme geeignete zylindrische Form zu finden
ist. Wie z.B. in [1] nachzulesen, liefert die Transporttheorie fiir die Proportiona-

y
A
— %)
X

Abbildung 3.8.: Veranschaulichung der wirkenden Scherspannungen. Die obere
Schicht bewegt sich langsamer in z-Richtung als die untere. Folglich
treten Spannungskrifte parallel zur z-Richtung auf.

litdtskonstante

n & mnurA = purA , (3.21)

wenn man Systeme mit moderater Dichte betrachtet. Mit der Form (3.17) fiir die
mittlere freie Weglinge A erweist sich die dynamische Viskositét als dichteunab-
héngig:

n~vr. (3.22)
Fiir die kinematische Viskositit ergibt sich damit dann

v=mn/p~uvr/p. (3.23)



4. Die Rolle der Temperatur im System

4.1. Die Energie im System

Wie bereits erwahnt, besitzen Akkretionsscheiben eine andere Geometrie als pla-
netarische Ringe. Wihrend planetarische Ringe eine Massenverteilung besitzen,
die den hier erzeugten und in Anhang D beschriebenen Verteilungen dhnelt, be-
sitzen Akkretionsscheiben eine in der z-Dimension etwas kompliziertere Struktur,
denn die z-Ausdehnung ist bei ihnen fiir gréflere radiale Abstinde grofler als fiir
kleinere. Die Wechselwirkung zwischen den Kérpern bzw. Gasmassen ist durch-
aus von grofler Bedeutung fiir die zeitliche Entwicklung dieser Teilchenaggregate,
zumal dissipative Wechselwirkungen in der Realitéit die Regel sind. Bei Planeten-
ringen konnen tief inelastische St68e (Umwandlung von Bewegungsenergie der
Teilchen in innere Energie) eine Deformation der Teilchen oder einen Zerfall in
Bruchstiicke bedingen und fiir eine Senkung des Gesamtenergiehaushalts sorgen.
Bei akkretierenden Gas- und Staubscheiben um Zentralgestirne tritt eine Ener-
giesenke in der Weise auf, dass Teilchen letztendlich — nachdem sie einige Male
die Zentralmasse umlaufen haben —in dieselbe hineingezogen werden kénnen und
damit dem System Energie entzogen wird. Andererseits besitzen diese Ringe und
Scheiben den gemeinsamen Effekt der differenziellen Rotation, welcher zu einer
Heizung des Systems fiihrt. Akkretionsscheiben bekommen zudem noch kineti-
sche Energie zugefiihrt, da ihnen Masse vom Begleitstern zukommt. Heizung und
Massenzufuhr entsprechen einer Quelle kinetischer Energie. Im Falle von Akkreti-
onsscheiben wird die dadurch auftretende Reibungswirme in Form von Strahlung,
welche vorwiegend im Rontgenbereich liegt, abgegeben. Solche Objekte néhren
sogenannte Rontgendoppelsterne, welche im Allgemeinen kompakte Zentralmas-
sen (Weile Zwerge, Neutronensterne oder Schwarze Locher) haben, die von einem
normalen Begleitstern umlaufen werden und von dem sie Masse abziehen, welche
dann auf Grund der Drehimpulserhaltung zuerst eine Akkretionsscheibe bildet,
um dann von dem massiven Zentralobjekt geschluckt zu werden. Im Falle von pla-
netarischen Ringen duflert sich der dadurch entstehende Energiegewinn natiirlich
nicht in einer Abstrahlung, sondern in einem Anstieg der (kinetischen) Gesamt-
energie des Systems, wie in den folgenden Abschnitten noch deutlich wird.
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4.1.1. Granulare Temperatur und Geschwindigkeitsdispersion

Hat man einmal fiir ein azimutalsymmetrisches System eine zuverléssige Defini-
tion der Temperatur gefunden und diese fiir die Simulationen bestimmen kénnen
(vgl. dazu Anhang B), dann kann man einige Aussagen iiber die energetischen
Verhéltnisse im System treffen.

Die Gesamttemperatur des Systems wird im Folgenden durch Gleichsetzen des
thermodynamischen Gesamtenergiebegriffs Ey;, = %kBT und der kinetischen
Energie Ey;, = %mv% gewonnen, wobei T" bzw. vy die Gesamttemperatur bzw.
die der Gesamttemperatur zugeordnete Fluktuationsgeschwindigkeit sind, und
dufert sich in

T = %v% - % ((v*) = (v)?) . (4.1)

Hierin sind m die Teilchenmasse und v = (vr,v¢,vz)T der Gesamtgeschwindig-
keitsvektor. Hier und im Folgenden bedeutet

or =/ (v?) — (v)? (4.2)

auch die gesamte Geschwindigkeitsdispersion der Teilchen, bei der die azimuta-
le Hauptgeschwindigkeitsstromung der Teilchen extrahiert ist und die deshalb
ungefihr der Relativgeschwindigkeit der Teilchen untereinander entspricht. Die
Geschwindigkeitsdispersion ist eine aus den Simulationen zu gewinnende Grofe.

4.1.2. Inelastische Teilchenkollisionen - eine Energiesenke

Wird der normale Restitutionskoeffizient ¢ < 1 gewihlt, dann wird dem System
mit jedem Teilchenstof kinetische Energie entzogen. Das bedeutet, dass es mit
der Zeit abkiihlt und irgendwann ein Gleichgewicht erreicht, welches durch soge-
nannte nichtlokale Transportprozesse aufrecht erhalten wird. Hierauf wird jedoch
nicht ndher eingegangen. Die kinetische Energie, die dem System bei einem Zwei-
Teilchen-Stofl entnommen wird, ist vom Betrage her

1
AEkoll = Z (1 - 62) mv% . (43)

Hierbei wird wiederum von der Vereinfachung Gebrauch gemacht, dass alle Teil-
chen denselben Radius und bei gleicher Materiedichte dieselbe Masse besitzen
mogen. Betrachtet man die zeitliche Rate, mit der kinetische Energie dem System
entzogen wird, so ist einfach Gl. (4.3) mit der Kollisionsfrequenz pro Teilchen zu
multiplizieren:

dBon _ 1
dt 4

(1—€) mujw, . (4.4)
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Ekoll stellt nun den Betrag an kinetischer Energie dar, der pro Zeiteinheit dem
System durch Kollisionen verloren geht, wenn w, die Anzahl der Kollisionen pro
Teilchen wahrend dieser Zeiteinheit ist.

4.1.3. Differenzielle Rotation - eine Energiequelle

Da die Teilchen im Zentralpotenzial auf Bahnen laufen, die durch die Kepler-
Gesetze beschrieben werden, ist ihre Tangentialgeschwindigkeit streng von ihrem
Abstand vom Zentralteilchen abhingig, also ~ r~'/2. Damit existiert ein Ge-
schwindigkeitsgradient in r-Richtung, der in Richtung Zentralmasse orientiert ist.
Betrachtet man die Teilchen zweier sehr diinner benachbarter Teilringe (um den
Abstand Ar voneinander entfernt), so besitzen die Teilchen im zur Zentralmasse
néher gelegenen Teilring eine um den Betrag Avy grofiere Keplergeschwindigkeit
als die Teilchen im entfernteren Teilring. Der Geschwindigkeitsgradient iiber diese

Distanz lautet dann
A’U¢ 1 GMC 1
¢ _ _Z =_20 4.
Ar 2V 3 2 (4.5)

wobei Q die Keplerfrequenz bedeutet. Uberfithrt man GI. (4.5) in die Form der
kinetischen Energie und ersetzt den Abstand der Teilringe durch die mittlere freie
(radiale) Weglinge, d.h. Ar =~ A, so folgt

1 1
AEvisk = §m (AU¢)2 = ngQ)\Z s (46)

oder entsprechend der Gl. (4.4) die zeitliche Rate, mit der das System geheizt
wird,

dEvisk
dt

1
= ngQ)\ch : (4.7)

Eiq hiingt also von der Anderung der Keplergeschwindigkeit iiber eine gegebene
radiale Distanz ab (Gl. (4.5) bringt dies zum Ausdruck). Je groflier das Geschwin-
digkeitsgefille ist (z.B. weil die Zentralmasse grofer ist oder beide Teilringe néher
an ihr liegen), desto grofier muss dann auch die Heizrate sein, da die auftretenden
Scherkréfte zunehmen. Tab. 4.1 zeigt fiir bestimmte radiale Orte r die entspre-
chenden Relativkeplergeschwindigkeiten vkep rel. Eine Konsequenz dieser stérke-
ren viskosen Reibung an kleineren Orten r ist dort eine stidrkere Heizung. Dies
ist in den Abbn. 4.10 und 4.11 in Abschnitt 4.4 eindrucksvoll zu erkennen.

In einer differenziell rotierenden Scheibe aus Gas oder granularem Medium treten
immer viskose Scherspannungen auf, welche kontinuierlich Energie der geordne-
ten Bewegung (Keplerbewegung) in ungeordnete Bewegung (radiale und axia-
le Komponenten = Geschwindigkeitsdispersion) umwandeln. Auf Grund dieser
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‘ r [Re) ‘ UKepyrel [Ro/$] ‘
0.18 3.544-107°
0.16 3.760 - 10°°
0.15 3.883.10°°
0.14 4.019-107°
0.12 4.341-107°

Tabelle 4.1.: Relative Keplergeschwindigkeiten vkep rel zweier sich im Abstand von ei-
nem Teilchenradius R = 3.93 - 10~* R, begegnenden Teilchen, deren
Schwerpunkt sich im Abstand r von der Zentralmasse M, = 2.9 - 1074
Mg befindet.

kontinuierlich wirkenden viskosen Scherspannungen wird die ungeordnete Bewe-
gungskomponente der Teilchen mit der Zeit anwachsen und das System so auf-
heizen.

4.1.4. Energiegleichgewicht

Die Scheibendynamik wird durch das relative Gréflenverhéltnis zwischen Winkel-
geschwindigkeit 2 pro Umlauf (Keplergeschwindigkeit) und Kollisionsfrequenz w,.
pro Teilchen bestimmt ([6], [17]). Ist 7 groB, dann ist w, > © und die Scheibe ent-
spricht einem viskosen Fluid mit der kinematischen Viskositit v ~ v%/w,, worin
vy die Geschwindigkeitsdispersion ist. Ist w. < €2, dann beschreiben die Teilchen
lingere und damit gekriimmte Bahnen zwischen den Stoflen, womit die kinema-
tische Viskositédt nicht mehr als isotrop angesehen werden kann. Fiir beliebige
Verhiltnisse ©/w, ist der Wert der kinematischen Viskositét von der Grofienord-
nung

2
vp 1

r_ .
we 1+ &
c

(4.8)

V=

Die Teilchen oszillieren durch die Aquatorialebene der Scheibe mit einer Frequenz
von 2. Die mittlere Zahl an Stéfen, die ein Teilchen beim Durchgang durch die
Scheibe erfihrt, ist von der Groflenordnung der optischen Tiefe 7. Deshalb ist
we &~ Qr und Gl. (4.8) geht damit {iber in
v 1

VR —

QT+%.

(4.9)

Diese Form der kinematischen Viskositit ist in [6] bewiesen. Mit dem allgemei-
nen Zusammenhang (welcher auch fiir hohe 7 giiltig ist) zwischen kinematischer
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Viskositéat und mittlerer freier Weglédnge, v ~ vy, folgt dann eine fiir beliebige
optische Tiefen giiltige Form fiir die mittlere freie Weglénge

)\_’UT 1
TOVite

womit eine T-Abhéngigkeit der Heizrate aus Gl. (4.7) auftritt. Da 7 praktisch mit-
tels der Teilchenerzeugung vorgegeben ist und sich nur begrenzt einstellen lésst,
und da € der vorzugebende Parameter ist, muss es einen Schwellwert €. fiir die
Restitution geben, bei dessen Uberschreitung es zu einer Aufheizung bzw. bei des-
sen Unterschreitung es zu einer Abkiihlung des Systems kommt. Da A ~ 1/n und
we ~ n ist, wird bei einem sich aufweitenden Ring (n wird kleiner) die Heizrate
groBer, gemdf Gl. (4.7), und die Kiihlrate kleiner, geméf Gl. (4.4). Dies bedeu-
tet fiir eine abnehmende Dichte stets eine Zunahme der Temperatur im Ring.
Bei stabilen Ringen, in denen durchaus eine Dichtezunahme erfolgen kann, wird
der umgekehrte Fall eintreten und der Ring sich abkiihlen miissen. Wird nun ein
€t fiir eine Simulation vorgegeben, dann miissen sich Heiz- und Kiihlrate exakt
im Gleichgewicht befinden und die Geschwindigkeitsdispersion bzw. Temperatur
des Systems sollte zeitlich konstant bleiben. Zur analytischen Berechnung des
Schwellwertes miissen Gl. (4.4) und GI. (4.7) mit Gl. (4.10) gleichgesetzt werden,
woraus dann eine e-7-Relation folgt

(4.10)

(=€) (1+77) =0, (4.11)

wobei nach [17] b & 0.61 ist. Bei der allen Simulationen mit N = 9108 Teilchen zu
Grunde liegenden Anfangskonfiguration wurde fiir die Ringmitte bei » = 0.151
R eine optische Tiefe von 7 ~ 0.3 (s. Abb. 3.3 zu Beginn der Simulationen)
ermittelt. Aus der Gleichgewichtsbedingung (4.11) folgt damit ein Schwellwert
€erit = 0.66. Mit diesem Wert fiir den Restitutionskoeffizienten liefert die Simula-
tion ein sehr nahe am Energiegleichgewicht befindliches Verhalten der Geschwin-
digkeitsdisperion. Diese Simulation und andere (mit unterschiedlichen €) zeigt
Abb. 4.1.

Die Abbildung zeigt fiinf Simulationen mit unterschiedlich starker Dissipation.
Die Systeme mit ¢ = 1.00 und € = 0.78 heizen sich iiber die gesamte Zeit auf
(bei einem Stofl wird zu wenig kinetische Energie dissipiert), wihrend jene mit
€ = 0.42 und € = 0.29 bis zu einem Gleichgewichtszustand abkiihlen, da die Stof3-
dissipation die viskose Heizung iiberwiegt, solange das System sich verdichtet,
Gl. (4.7).

Fiir das System mit €. = 0.66 erkennt man allerdings eine nicht ganz exakt
horizontal verlaufende, sondern eine leicht ansteigende Kurve. Das liegt daran,
dass 7 zwar exakt aus der Anfangskonfiguration bestimmt, jedoch nicht weiter
beriicksichtigt wurde, dass sich der Ring anfinglich noch nicht im relaxierten Zu-
stand befunden hat. Ein sich zu Beginn der Simulation nicht im Gleichgewicht
befindlicher Ring verédndert seine radiale und vertikale Form und erzwingt damit
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Abbildung 4.1.: Gesamte Geschwindigkeitsdispersion vr [Rg/s] iiber die Zeit [Txep)
aufgetragen fiir fiinf verschiedene Restitutionen. Fiir 7 = 0.3 wurde
aus Gl. (4.11) €iy = 0.66 bestimmt (mittlere Kurve). Die Reihenfolge
in der Legende entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach
unten).

eine zeitlich verinderliche optische Tiefe. Im Allgemeinen nimmt 7 mit der Zeit
ab, da der Ring weniger dicht wird. Aber genau ein zeitlich konstantes 7 wur-
de bei der Herleitung von Gl. (4.11) stillschweigend angenommen. Dies ist der
Grund, warum mit €. = 0.66 nicht der exakte Schwellwert getroffen wurde.
Wenn nun die optische Tiefe eines relaxierten Ringes zur Bestimmung des Schwell-
wertes von €.y genommen werden muss, diese Simulationen aber ein zeitlich ab-
nehmendes 7 zeigen, so heifit das, dass der zu spiteren Zeitpunkten (etwa nach
t = 4 Tkep) erst eingenommene relaxierte Zustand eine optische Tiefe mit 7 < 0.3
haben muss. Damit folgt dann natiirlich auch ein Schwellwert fiir den Restituti-
onskoeffizienten von €.y < 0.66. Aus Gl. (4.11) folgt z.B. fiir €4 = 0.624 eine
optische Tiefe mit 7 ~ 0. Damit liegt der wahre Schwellwert zwischen 0.624 und
0.66.

Aber wie Abb. 4.1 zeigt, hingt die Bestimmung des Schwellwertes empfindlich
von der Vorgabe der optischen Tiefe ab: wenn man bei den Simulationen erst ab
t &~ 4 Tkep von einem relaxierten Zustand sprechen kann (d.h. 7 bleibt weitest-
gehend konstant), dann nimmt vr bis ¢ = 12 Tk, immerhin noch etwa um 15
bis 20 % zu. Eine groflere Sicherheit der bisher gebrachten Argumente hinsicht-
lich des Schwellwertes €. = 0.66 kann eigentlich nur dann bestehen, wenn man
Langzeitsimulationen untersucht (= 100 Tgep)-
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4.2. Die Temperaturkomponenten aus der
Simulation

Zur Bestimmung der einzelnen Geschwindigkeitsdispersionskomponenten vr ., v 4
und v, wird das ringférmige Simulationsvolumen, in dem sich das System be-
findet, in Teilringe der radialen Breite Ar, wie in Anhang E genauer beschrieben,
aufgeteilt und die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten aller im Teilring vor-
handenen Teilchen und deren Quadrate addiert und dann durch die Teilchenzahl
geteilt (Naheres zur Auswertungsmethode ist im Anhang E nachzulesen). Damit
hat man fiir einen Zeitpunkt die Grofien (v, ) und (v2) gewonnen und kann daraus
die gewiinschte Standardabweichung bzw. Geschwindigkeitsdispersion gemafl Gl.
(4.2) aller Teilchen zu diesem Zeitpunkt in einem bestimmten Teilring bestim-
men.

Uber die gesamte Simulationszeit betrachtet, ergibt sich aus den Simulationen fiir
die einzelnen Geschwindigkeitsdispersionskomponenten vr 4 < v, < vr,, wobei
sich fiir hoher eingestellte Energiedissipationen v, immer mehr an vr 4 angleicht.
Zudem bleibt fiir die gesamte Simulationszeit vp, um einen Faktor 2 grofer als
vT,4. Diese Beobachtungen sollen die auf den néchsten Seiten folgenden drei Fi-
gurenpaare fiir unterschiedlich stark dissipative Systeme mit ¢ = 0.42,0.66, 1.00
verdeutlichen, wobei jeweils die erste Figur (Abbn. 4.2, 4.4, 4.6) die Geschwin-
digkeitsdispersionen im Vergleich und die zweite (Abbn. 4.3, 4.5, 4.7) jeweils den
Quotienten aus der r- und ¢-Komponente zeigt, der — wie die mit eingezeichnete
und an die Ergebnisse angepasste Modellfunktion f(z) = const. verdeutlicht —
fiir alle Zeiten (bis auf Zeiten zu Beginn der Simulationen) in etwa bei 2 liegt.
Die Erklarung dieses zeitlich konstant bleibenden Faktors liefern die im System
auftretenden, unterschiedlichen Keplerellipsen, die durch die Pseudoteilchen be-
schrieben werden. Bewegt sich ein Teilchen auf einer ellipsenférmigen Bahn um
die Zentralmasse, so wird es im zeitlichen Mittel eine mittlere Abweichung seiner
Geschwindigkeitskomponenten von einem mittleren Geschwindigkeitswert erfah-
ren, welche zwangsldufig fiir die - und fiir die ¢-Komponente unterschiedlich grof3
sein miissen, da sich auch die zugeordneten Geschwindigkeiten zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt unterscheiden. Naheres dazu ist im Abschnitt 4.3 nachzulesen.

4.3. Rechnerische Bestimmung der
Temperaturkomponenten

Betrachtet man das System zu einem bestimmten Zeitpunkt, dann hat man
Kenntnis iiber Ort und Geschwindigkeit aller Teilchen fiir jeden Freiheitsgrad,
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4.3 Rechnerische Bestimmung der Temperaturkomponenten
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Radiale, azimutale und axiale Geschwindigkeitsdispersionen [Rg /s]
iiber die Zeit ¢ [Tkep] fiir einen Restitutionskoeffizienten von e = 0.42
am Ort » = 0.151 Rg aufgetragen. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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Quotient aus v, und v 4 und Fitfunktion (Fit ab ¢ = 2 Txkep) fiir
die Simulation mit e = 0.42 iiber die Zeit ¢ [Tkep| aufgetragen. Es ist

f(z) = 1.78.
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Abbildung 4.4.: Radiale, azimutale und axiale Geschwindigkeitsdispersionen [Rg/s]
iiber die Zeit ¢ [Tkep] fiir einen Restitutionskoeffizienten von e = 0.66
am Ort » = 0.151 Ry aufgetragen. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).

Abbildung 4.5.: Quotient aus v, und vy, und Fitfunktion (Fit ab ¢t = 2 Tkep) fiir
die Simulation mit e = 0.66 iiber die Zeit ¢ [Tkep| aufgetragen. Es ist
f(z) = 1.95.
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Abbildung 4.7.: Quotient aus v, und vy, und Fitfunktion (Fit ab ¢ = 5 Tkep) fiir
die Simulation mit e = 1.00 iiber die Zeit ¢ [Tkep| aufgetragen. Es ist

f(z) = 1.95.



Die Rolle der Temperatur im System 47

was im 6/N-dimensionalen Phasenraum einen Phasenraumpunkt x ergibt. Be-
trachtet man das System zu verschiedenen Zeitpunkten, so ergeben sich entspre-
chend viele Phasenraumpunkte, die sich innerhalb eines bestimmten Volumens
im Phasenraum befinden. Mit der Kenntnis dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung
p(x) der Punkte im Phasenraum kann man dann den Ensemble-Mittelwert einer

Observablen ¢(x) definieren als

(6) = / pla)p(@) dVa | (4.12)

Betrachtet man nun eine Geschwindigkeitskomponente v, als Observable, so ist

= [ p(@)va(z)d® z der Ensemble-Mittelwert der Geschwindigkeit, welches

das sogenannte erste Moment der Geschwindigkeitsverteilung darstellt. (v2) =
[ p(x)v2(x)d®N z wird dann als zweites Moment definiert, und der Ausdruck

V= (02) — (va)’ (4.13)

als Varianz bezeichnet. Die Quadratwurzel aus der Varianz entspricht der mitt-
leren Abweichung der v, vom Mittelwert (v,), wird als Standardabweichung be-
zeichnet und ist von auflerordentlicher Wichtigkeit, wie im Folgenden noch zu
sehen sein wird.

Im Folgenden wird versucht, den auftretenden Faktor 2 auf analytischem Wege
zu erkliren. Dazu wird eine andere Art von Mittelung, ndmlich die Zeitmitte-
lung, verwendet, bei der man tiber diskrete Zeitschritte At geht und damit auch
den Ort x(t + iAt) des Teilchens sprunghaft dndert. Ein mittlerer Wert fiir ei-
ne Geschwindigkeitskomponente iiber ein systemtypisches Zeitintervall (z.B. eine
Keplerperiode Txep) wire dann durch

(V) = — /1t T (2t) dt (4.14)

TKep

gegeben, wobei t; einen bestimmten Zeitpunkt wihrend des Umlaufs darstellt.
Um die Standardabweichung zu bekommen, muss noch das zweite Moment ge-
bildet werden, also

(va) =

und es folgt fiir die Standardabweichung der Ausdruck

/ 2 () dt (4.15)

TKep

T =/ (02) = (va)” . (4.16)

UT,o ISt mit @ € {r, ¢, 2z} die Geschwindigkeitskomponente, der eine Temperatur
zugeordnet werden kann.
In Tab. 4.2 sind fiir ein Teilchen die Geschwindigkeitsdispersionen fiir die r- und
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€ecc | VT [107° Re/s] | vrg [10°° Re/s] | vre/vre | afb

0.10 0.193 0.096 2.0000 | 1.0050
0.20 0.777 0.388 2.0001 | 1.0206
0.30 1.771 0.885 2.0004 | 1.0483
0.40 3.210 1.604 2.0013 | 1.0911
0.50 5.151 2.571 2.0036 | 1.1547
0.60 7.690 3.828 2.0086 | 1.2500
0.70 10.100 5.440 2.0195 | 1.4003
0.80 15.380 7.520 2.0451 | 1.6667
0.90 21.639 10.230 2.1201 | 2.2940
0.99 33.024 12.182 2.7108 | 7.0888

Tabelle 4.2.: Analytische Berechnung der Standardabweichungen und des Quotienten
aus ihnen fiir verschiedene numerische Exzentrizititen €eqcc fiir ein Teil-
chen mit a = 0.3 Rg als die grole und b als die kleine Halbachse der
Bahn.

¢-Koordinate und ihr Quotient berechnet und in Abb. 4.8 veranschaulicht, wobei
die numerische Exzentrizitit €... als zu variierender Parameter verwendet wird.
Die durch die Ergebnisse (s. Abschnitt 4.2) offenbarte Diskrepanz zwischen den

2.8 - - - - . . . .
2.7
2.6
2.5
2.4
2.3
2.2
2.1

2

1.9 1 1 1 1 1 1 1 1
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

€

V1l Vi

ecc

Abbildung 4.8.: Grafische Verdeutlichung der Tabelle 4.2. Aufgetragen ist hier der
Quotient vt /vt 4 iiber die numerische Exzentrizitat eecc.
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Standardabweichungen der r- und ¢-Geschwindigkeitskomponente ist durch die
auftretenden Bahnexzentrizitdten der Teilchen zu erkliren. Z.B. ist die Standard-
abweichung fiir ein Teilchen, das auf einem kreisférmigen Orbit um die Zentral-
masse lduft, sowohl fiir die r- als auch fiir die ¢-Geschwindigkeitskomponente
Null, da ja wéihrend einer Keplerperiode geméfl des zweiten Kepler'schen Geset-
zes die durch den Fahrstrahl zwischen Teilchen und Zentralmasse pro Zeiteinheit
iberstrichene Fliche gleich bleiben muss und daraus fiir kreisformige Bahnen
stets eine konstante Tangentialgeschwindigkeit folgt. Demgegeniiber haben Teil-
chen auf ellipsenféormigen Bahnen zu unterschiedlichen Zeitpunkten unterschied-
liche Geschwindigkeitskomponenten (z.B. ist die Geschwindigkeit im Perizentrum
der Bahn maximal und im Apozentrum minimal), weshalb dann die Einfiihrung
einer Standardabweichung fiir die Temperaturen von Bedeutung ist.

Wie aus Abb. 4.8 ersichtlich, liegt fiir unterschiedlich auftretende aber hinreichend
kleine numerische Exzentrizitdten €. der Quotient der Geschwindigkeitsdisper-
sionen bei 2. Die Abweichung von diesem Faktor wird fiir zunehmende numerische
Exzentrizitdten grofier, d.h. es nimmt vr, stirker zu als vy 4. Da die Simulationen
im Allgemeinen einen konstanten Faktor 2 offenbaren, kann man daraus schlie-
Ben, dass die wenigsten Teilchen im System auf stark ausgeprigten Ellipsen um
die Zentralmasse laufen, da solche Bahnen im Quotienten vrp,/vr , die grofiten
Abweichungen von dem Faktor 2 bedingen. D.h. auf Grund des in Abb. 4.8 of-
fenbarten Faktors 2 beschreiben die meisten Teilchen Bahnen, deren numerische
Exzentrizitdten Werte bis maximal 0.6 annehmen.

4.4. Die ortsabhangigen Temperaturkomponenten

Wihrend bisher die Geschwindigkeitsdispersionskomponenten iiber die Zeit fiir
die Ringmitte bei etwa r = 0.151 Ry aufgezeigt wurden, sollen die folgenden
Figuren ein Gefiihl fiir die radiale Verteilung der Geschwindigkeitsdispersions-
komponenten fiir bestimmte Entwicklungszeitpunkte geben. Verglichen wird der
Ortsverlauf der Geschwindigkeitsdispersionskomponenten zu vier verschiedenen
Zeitpunkten zweier verschieden stark dissipativer Systeme. Das erste System ent-
wickelt sich auf Grund vollkommen elastischer Stofle (e = 1.00), das zweite Sy-
stem besitze einen recht hohen Dissipationsanteil (¢ = 0.29).

Bei dieser Darstellung der Geschwindigkeitsdispersionen ist man im Gegensatz
zur zeitaufgelosten Darstellung des letzten Abschnitts fiir gewisse radiale Orte im
Ring imstande, Abschitzungen iiber das Verhéltnis zwischen Heiz- und Kiihlra-
te zu machen. Da die dissipationsfreie Simulation keinen Kiihleffekt besitzt und
nur Heizung durch differenzielle Rotation stattfindet, konnen durch die Form der
Kurven Riickschliisse auf das Heizverhalten des Systems gezogen werden.

Zum ersten fillt ein allgemeiner Trend bei mehr oder weniger dissipationsfrei-
en Simulationen derart auf (stellvertretend fiir solche seien die folgenden drei
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Abbildung 4.9.: Die r-Geschwindigkeitsdispersion [Rg /s] iiber den Ort [Rg] zu vier
verschiedenen Zeitpunkten fiir ¢ = 1.00. Die Reihenfolge in der Le-
gende entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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Abbildung 4.10.: Die ¢-Geschwindigkeitsdispersion [Rg /s] iiber den Ort [Rg] zu vier
verschiedenen Zeitpunkten fiir ¢ = 1.00. Die Reihenfolge in der Le-
gende entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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Abbildung 4.11.: Die z-Geschwindigkeitsdispersion [Rg /s] iiber den Ort [Rg] zu vier
verschiedenen Zeitpunkten fiir ¢ = 1.00. Die Reihenfolge in der Le-
gende entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).

Figuren fiir ¢ = 1.00), dass die Geschwindigkeitsdispersionskomponenten mit
zunehmendem Abstand r von der Zentralmasse, d.h. in Richtung duflere Ringbe-
reiche, deutlich abfallen. Dies ist besonders bei der ¢- und z-Komponente (Abbn.
4.10, 4.11) zu erkennen. Bei der r-Geschwindigkeitsdispersionskomponente ist
dieser Trend nur noch schwach zu erkennen, weil dort die Randeffekte, auf die
gleich ndher eingegangen wird, stirker ausgepréigt sind und die besagte Tendenz
iiberdecken. Dieser fiir alle Zeitpunkte giiltige abnehmende Trend ist dann also
ausschlielich durch die Heizung zu erklidren, denn in inneren Ringbereichen ist
die Heizrate wesentlich grofler als in dufleren, da, wie Tab. 4.1 zeigt,

9vy
or |,

)
or

i a

gilt, wobei 7; einen kleinen und r, einen groflen radialen Ort bezeichnen. Aufler-
dem ist hier fiir jeweils einen bestimmten Zeitpunkt wieder vy, > vr, > vr 4 zu
erkennen, was fiir beliebige Orte r innerhalb des Ringes (d.h. 0.1 Ry < r < 0.2
Rq, ohne Randbereiche) giiltig ist.

Die folgenden Abbildungen beinhalten in derselben Reihenfolge die Geschwin-
digkeitsdispersionskomponenten, jedoch fiir tief inelastische Stéfle zwischen den
Teilchen (¢ = 0.29). Bei solchen stark dissipativen Systemen werden die Heiz-
effekte durch die stark ausgepréigte Kiihlung iiberdeckt und man kann z.B. den
zu dufleren Ringbereichen abnehmenden Trend der Geschwindigkeitsdispersio-
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Abbildung 4.12.: Die r-Geschwindigkeitsdispersion [Rg /s] iiber den Ort [Rg] zu vier
verschiedenen Zeitpunkten fiir e = 0.29.
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Abbildung 4.13.: Die ¢-Geschwindigkeitsdispersion [Rg /s] iiber den Ort [Rg] zu vier
verschiedenen Zeitpunkten fiir e = 0.29.
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Abbildung 4.14.: Die z-Geschwindigkeitsdispersion [Rg /s] iiber den Ort [Rg] zu vier
verschiedenen Zeitpunkten fiir e = 0.29.

nen nicht mehr erkennen (s. Abbn. 4.13, 4.14). Wie beim elastischen Fall sind
auch hier wieder bei der r-Geschwindigkeitsdispersionskomponente die Randef-
fekte stiarker ausgepriigt als bei den anderen Komponenten.

Es stellt sich nun die Frage, warum die Randeffekte bei diesen hier gezeigten
und auch anderen untersuchten Simulationen so sehr ausgeprigt, d.h. warum
an den Ringrdndern (innen und aufien) die Geschwindigkeitsdispersionen (vor
allem gut bei der radialen Geschwindigkeitsdispersion zu erkennen) und damit
auch die Temperaturen so hoch sind und weshalb diese Randeffekte auftreten.
Zum Einen spielt hierbei die Statistik eine grole Rolle, da bei der Auswertung
die wenigen Teilchen, die sich in Teilringen der Ringrandgebiete befinden, die
Bestimmung der MittelungsgroBen (hier: Geschwindigkeitsdispersionskomponen-
ten) verfdlschen und damit mitunter hohe Geschwindigkeitsdispersionen bedin-
gen. Aber es kann dies nicht der einzige Grund fiir die groen Werte am Ringrand
sein, da beispielsweise bei stark dissipativen Simulationen diese beobachteten
,Horner in der Geschwindigkeitsdispersion nicht mehr so ausgeprigt sind. Zum
Anderen konnen die Bahnformen der Teilchen in den Randgebieten einen Einfluss
auf die dortigen Temperaturen nehmen, wenn sie vorwiegend stark ausgeprigten
Ellipsen entsprechen. Denn dann haben dort die Trajektorien der Teilchen in
der Zeit zwischen den St6flen hohe Exzentrizititen im Gegensatz zu denen in
Gebieten hoherer optischer Tiefe, also in der Mitte des Ringes. Dass hohe Bah-
nexzentrizititen zu hoheren Geschwindigkeitsdispersionen fiihren, ist auch aus
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Tab. 4.2 zu entnehmen. Dort nehmen die Geschwindigkeitsdispersionskomponen-
ten vp, und vty mit zunehmender numerischer Exzentrizitdt €e.. zu, d.h. mit
zunehmender Ellipsenform der Bahn.

Die Abbn. 4.15, 4.16, 4.17 und 4.18 zeigen die aus den momentanen Orten und
Geschwindigkeiten aller im System befindlichen Teilchen analytisch berechneten
numerischen Exzentrizititen (der Ubersichtlichkeit halber wurden hier die Werte
von jedem fiinften Teilchen eingezeichnet). Jeder Punkt besitzt als Ordinaten-
wert den Ort des zugehorigen Teilchens, wihrend der Abszissenwert die nume-
rische Exzentrizitdt der Bahn des Teilchens angibt. Man erkennt in den inneren
und dufleren Ringbereichen stirkere Exzentrizitdten als in der Ringmitte. Um
den ortlichen Verlauf von €... besser sichtbar zu machen, wurde als Modellfunk-
tion ein Polynom f(z) fiinften Grades genommen und an die Daten angepasst.
Wie in diesen Abbildungen deutlich zu erkennen, nimmt die Modellfunktion an
den Ringrindern die groBten Werte an. Man darf die ,,H6rner“ von f(z) an den
duflersten Réndern nicht {iberbewerten, da dort nur wenige Daten (Teilchen) vor-
handen sind, an die f(z) angepasst wird (schlechtere Statistik !). Nichtsdestotrotz
ist in einem engen Intervall um die Ringmitte bei » = 0.151 R, dieses Verhalten
doch zu erkennen. Zu erkldren ist diese Beobachtung nur durch die Annahme,
dass Stofle im Allgemeinen die Bahnexzentrizititen der Teilchen mit der Zeit zu
kleineren Werten evolvieren lassen [19] und in Gebieten hoherer optischer Tiefe
(also der Ringmitte) auf Grund der auftretenden héheren Kollisionsfrequenz pro
Teilchen zu einem gegebenen Zeitpunkt niedrigere Bahnexzentrizitéiten zu fin-
den sind als in Bereichen mit spérlicher Teilchenzahldichte (Ringréinder). An den
Réandern der Scheiben und Ringe haben die Teilchen wesentlich gréfere mittlere
freie Wegléngen, womit sie dann auf Bahnen mit durch den jiingsten Stof} verur-
sachten Bahnexzentrizititen linger verweilen kénnen, bevor sie ein nichstes Mal
stoBen. Wéhrend dieser Zeit erfahren die Teilchen in der Ringmitte sehr viel 6fter
Stofle und dadurch eine schnellere Abnahme ihrer Bahnexzentrizitdten. Damit ist
das Wesen der ,Horner“ an den Ringrdndern geklért.

Zudem ist noch fiir den vollkommen elastischen Fall (Abbn. 4.15 und 4.16) ein
allgemeiner Anstieg der Bahnexzentrizitdten mit der Zeit an allen Orten zu erken-
nen (zu bedenken ist, dass eine Zeitspanne von knapp 9 Keplerperioden zwischen
beiden Figuren liegt), was dadurch zu begriinden ist, dass der Ring sowohl radial
wie auch vertikal zerflieBt und dadurch die Anzahl der Kollisionen pro Zeiteinheit
und Teilchen {iberall im Ring in gleichem Mafle abnimmt. Im Gegensatz dazu gibt
es diesen allgemeinen Anstieg von €. fiir stark dissipative Systeme - wie es die
Abbn. 4.17 und 4.18 prisentieren - nicht, da der Ring durch die starke Dissipation
zusammen gehalten wird und dadurch die Kollisionsfequenz fiir alle Orte kaum
abnimmt.
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Abbildung 4.15.:

Fiir jedes Teilchen berechnete numerische Exzentrizitit €. zum
Zeitpunkt ¢ = 2.8 Tkep fiir € = 1.00.
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Zeitpunkt t = 11.5 Tkep fiir € = 1.00.
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Abbildung 4.17.: Fiir jedes Teilchen berechnete numerische Exzentrizitit €e.. zum
Zeitpunkt ¢ = 2.8 Tkep fiir € = 0.29.
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Abbildung 4.18.: Fiir jedes Teilchen berechnete numerische Exzentrizitit €ee. zum
Zeitpunkt ¢ = 11.5 Tkep fiir € = 0.29.



5. Die Dynamik von Systemen ohne
Dissipation

Die Abb. 2.1 z.B. zeigt eine Simulation mit einem normalen Restitutionskoef-
fizienten € = 1.00, welche deutlich ein starkes Aufweiten des Ringes sowohl in
radiale als auch in vertikale Richtung offenbart. Parallel zur Rotationsachse be-
trachtet, erkennt man einen mit der Zeit radial zerflielenden Ring, d.h. es tritt
ein radialer Massenfluss in Richtung Zentralmasse wie auch einer von ihr weg
auf, so dass die effektive radiale Breite zeitlich zunimmt. Verfolgt man die Ent-
wicklung der radialen Teilchenzahl pro Flicheneinheit in der Zeit zuriick, so kann
man annehmen, dass zu einem urspriinglichen Zeitpunkt die Verteilung mit einer
Delta-Distribution zu vergleichen war. In der Praxis hat der Ring allerdings zu
Beginn der Simulationen eine endliche, wenn auch eine sehr diinne Breite. Damit
verbunden ist aber auch eine sehr hohe anféingliche optische Tiefe in der Ringmit-
te, z.B. 7 &~ 0.3 bei der hierfiir verwendeten und in Anhang D zu besprechenden
Teilchengenerierung. Es wird sich noch zeigen, dass die auf Grund des im Ring
auftretenden Geschwindigkeitsgradienten resultierenden Scherspannungen fiir die
radiale (und vertikale) Aufweitung verantwortlich sind.

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Briicke zwischen der Simulation, die mikrosko-
pische Ziige besitzt, und der makroskopischen Theorie der Hydrodynamik, wie
sie in Kap. 1 beschrieben wurde, zu schlagen und anhand einiger Beispiele die
Navier-Stokes’schen Gleichungen zu iiberpriifen, nachdem sie an das Problem an-
gepasst, d.h. in eine zweidimensionale Form gebracht wurden. Dies ist natiirlich
fiir flache Staubscheiben und planetarische Ringe, wie sie vielfach im Universum
beobachtet werden und zur Zeit im Rahmen der extrasolaren Planetenforschung
Gegenstand intensiver Forschung sind, erforderlich.

Die benétigten zwei-dimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen enthalten keiner-
lei Terme, die die Dissipation durch inelastische Sto8e beriicksichtigen, weshalb
die Theorie zuerst fiir den dissipationsfreien Fall iiberpriift wird. Dazu wird nun
e = 1 gewihlt.
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5.1. Die Nadherung fiir eine diinne Scheibe

Eine wesentliche Vereinfachung der mathematischen Behandlung diinner astro-
physikalischer Gasscheiben und Ringe ist die Vernachldssigung der vertikalen
gegeniiber der radialen Ausdehnung des Objektes ([4], [14], [15], [16]). Eine in

z-Richtung hinreichend flache Scheibe, fiir die diese Uberlegungen gelten, muss
also der Forderung

(H) <r (5.1)

geniigen, wobei (H) die mittlere vertikale Hohe und r die radiale Ausdehnung des
Ringes sind. In Anlehnung an die Mittelungen des Anhanges E stellt (H) gemé&f
E.1 die Wurzel aus der Mittelung der z-Ortskoordinatenquadrate der Teilchen
pro Teilring dar, d.h. (H) = \/(22). Die mittlere vertikale Skalenhche ist dann
ein gutes Ma# fiir die vertikale Ausdehnung des Ringes. In den dissipationsfreien
Simulationen ist diese Bedingung vorwiegend fiir anfingliche Zeiten erfiillt, wie
die beiden Figuren 5.1 und 5.2 zeigen. Als Abszisse ist die mittlere vertikale Ska-
lenhohe (H) aufgetragen. Man muss zudem noch beachten, dass einzelne Teilchen
z-Koordinaten haben, welche grofer sind als (H), aber im Mittel beschreibt (H)
die mittlere vertikale Breite des Teilchenaggregats recht gut.

Wie die beiden Abbildungen zeigen, ist (H) iiber die Simulationszeit in Einhei-
ten einer Umlaufperiode (Keplerperiode Tkep) aufgetragen. In Abb. 5.1 ist fiir die
Ringmitte die zeitliche Entwicklung der mittleren vertikalen Ausdehnung in Ein-
heiten des doppelten Teilchenradius’ (2R= 0.000786 R,), in Abb. 5.2 in Einheiten
des Sonnenradius’ (Rg) aufgetragen. Die Dynamik eines Ringes mit ¢ = 1 ent-
spricht einem sich permanenten Aufblihen sowohl in vertikale als auch in radiale
Richtung. Die Simulationen zeigen, dass (H) zu Beginn (bis etwa t = 1 Tkep)
stark anwiichst, dann allerdings eine Verzogerung in der zeitlichen Ausdehnung
erfihrt. Die Oszillation von (H) iiber die Zeit ist auf die Teilchengenerierung
(Anhang D) zuriickzufiihren, welche keinen Gleichgewichtszustand des Ringes
darstellt. Letztendlich dehnt er sich aber permanent vertikal aus, wobei aber in
der betrachteten Simulationszeit von 14 T, obige Gl. (5.1) erfiillt bleibt. Dies
bestétigt Abb. 5.2, worin im ungiinstigsten Falle (d.h. nach der ldngsten in der
Figur eingetragenen Simulationszeit von ¢ = 11.5 Tkep,) 7 &~ 15 (H) gilt. Nach
anfénglicher rapider Ausdehnung geht in Abb. 5.1 (H) wihrend seines Zuwach-
ses in eine geddmpfte Oszillation {iber. Die Oszillation hat eine Periode von ca. %
Tkep, nach der sich die (v,)-Komponente aller Teilchen in einem Teilring in ihrem
Vorzeichen umkehrt.

Der weitere Verlauf der Ausdehnung ohne oszillierende Substruktur (ab etwa
t = 2 Tkep) verbleibt dann gleichférmig: die mittlere vertikale Skalenhéhe nimmt
dann linear mit der Zeit zu. Irgendwann ist (H) so stark angewachsen, dass die
Forderung fiir eine diinne Scheibe verletzt wird und es physikalisch nicht mehr
sinnvoll ist, die NSG in zwei Dimensionen nieder zu schreiben. D.h. man muss
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Abbildung 5.1.: Die mittlere vertikale Ausdehnung des Ringes (H) [2R] in Abhéngig-

keit von der Zeit ¢ [Tkep) fiir die Ringmitte r ~ 0.151 Re.
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Abbildung 5.2.: Die mittlere vertikale Ausdehnung des Ringes (H) [Rs] in Abhéngig-

keit des Ortes r [Rg)] fiir verschiedene Zeitpunkte. Die Reihenfolge in
der Legende entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach
unten).
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zusehen, dass die Auswertungen sich auf ein Zeitintervall beschrinken, innerhalb
dessen die Bedingung fiir eine diinne Scheibe erfiillt bleiben. Im Folgenden reicht
dieses Intervall bis 11.5 Tkep.

5.2. Die hydrodynamischen 2D-Gleichungen

Die hier benétigten hydrodynamischen Gleichungen in Zylinderkoordinaten, d.h.
die Kontinuitétsgleichung (A.17) und die Navier-Stokes-Gleichung (A.13), kénnen
also nur dann guten Gewissens in eine zwei-dimensionale Form gebracht werden,
wenn die Bedingung (5.1) erfiillt und die Struktur der Scheibe in z-Richtung
hinreichend einfach ist. Denn dann sind die relevanten Gréflen wie Raumdich-
te p, Druck p und die Zahigkeitskoeffizienten 7, v, ¢ nicht empfindlich von der
z-Koordinate abhéngig und durch eine z-Integration der Gleichungen iiber die
gesamte Scheibendicke von —H bis H z-unabhéngig zu machen, woraus dann
die 2D-Form der hydrodynamischen Gleichungen folgt. Obwohl die daraus re-
sultierenden Gleichungen z-unabhingig sind, darf nicht vergessen werden, dass
der dadurch beschriebene zwei-dimensionale Materiefluss dennoch in einem drei-
dimensionalen Raum eingebettet ist, insbesondere verhilt sich die Volumenkraft
nach wie vor proportional zu 2.

Fiir die Betrachtung einer diinnen Scheibe sind folgende Annahmen zu machen:

e cs wird kein resultierender Materiefluss in z-Richtung gemessen, da die Ge-
schwindigkeitskomponenten (v,), (v,) und (v,) gemittelte Gréflen darstel-
len und deshalb (v,) ~ 0, wihrend fiir die anderen beiden Komponenten
(vr) = 0 mit (v,) < (vy) gilt

e (v,) und (vy) seien nicht z-abhingig, sondern {iber die gesamte vertikale
Breite konstant. Damit verschwinden auch die Tensorkomponenten 7, und
T,p, mit o, B # 2

e bei der z-Integration der hydrodynamischen Gleichungen soll

H H H H
Z::/ pdz, p*::/ pdz, 77*::/ ndz, C*::/ ¢ dz
_H —H -H —-H

gelten, wodurch die zwei-dimensionalen Groflen Flichendichte ¥, Druck
p*, dynamische Viskositit n* und Volumenviskositit (* eingefiihrt werden
konnen, wobei fiir die z-integrierte kinematische Viskositét

vii=n"%8 (5.2)

gilt; sie alle sind nun von der z-Koordinate unabhéngig
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Zur Vereinfachung der hieraus resultierenden 2D-Gleichungen werden noch zusétz-
liche Ndherungen gemacht:

e das System sei fiir alle Zeiten rotationssymmetrisch, d.h. 9/0¢ =0

e die Volumenviskositét ist gegeniiber der Scherviskositéit zu vernachléssigen,
d.h. in den Gln. (A.14) gilt ( ~ 0

e der iibrig bleibende radiale Druckgradient ist gegeniiber den viskosen Ter-
men zu vernachlissigen, d.h. dp/0r = 0, da in der Theorie der Akkreti-
onsscheiben auf Grund der turbulenten kinematischen Viskositdt [15] diese
viskosen Terme als sehr viel grofler angenommen werden als der Druckgra-
dient

Mit diesen Annahmen und Naherungen folgt fiir die hydrodynamischen Gleichun-
gen in Zylinderkoordinaten, d.h. im Falle der Kontinuititsgleichung Gl. (A.17)
die 2D-Form

) N 19(Zrv,)
ot r Or

und im Falle der drei Komponenten der Navier-Stokes-Gleichung (A.13) die 2D-
Gleichungen

=0 (5.3)

v, ov, vy GM,
ot “or T r T
120 [ .o (20(rv,) 1 v*E [10(rv,)
+ EF(E[”E<§ o ‘“r)_* ; (5 g ) 64
dvg Qg vy 110 T[4 0 (v,
ot +vr8r+ r Nr2or _Tyz&“(r) ’ (5:5)
/H W 200G oy, G2l (5.6)
g0z 302 vTP TS S '

wenn man noch die Gln. (A.12) und (A.14) zu Hilfe nimmt. Die Integration der
z-Komponente der Navier-Stokes-Gleichung ist noch nicht ausgefiihrt worden, da
sie - wie im Folgenden noch gezeigt - eine Sonderstellung einnimmt.

Wihrend mit der r- und ¢-Komponente Gl. (5.4) und (5.5) Aussagen iiber die
zeitliche Entwicklung des Ringes in der r, p-Ebene gemacht werden kénnen, kann
die z-Komponente Gl. (5.6) Aufschluss iiber die vertikale Teilchenzahldichte zu
einem bestimmten Zeitpunkt geben.
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5.3. Der radial viskos zerflieBende Ring

In diesem Abschnitt werden nun die r- und ¢-Komponente der 2D-NSG néher
betrachtet, um Aussagen iiber die dynamische Entwicklung des Ringes mit der
Zeit zu gewinnen.

Dazu konnen die 2D-Gleichungen vereinfacht werden, wenn man annimmt, dass
ausschliellich die z-integrierte kinematische Viskositit v* dafiir verantwortlich
ist, dass der Ring radial (aber auch — wie spéter noch gezeigt wird — vertikal)
auseinander fliet und damit nichtverschwindende radiale Geschwindigkeitskom-
ponenten auftreten. Das soll heiflen, dass mit v* auch (v,) zu- bzw. abnimmt.
Da nun, wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, (v,) < (vp) ist, sollte auch v* klein sein.
v* wird somit als hinreichend klein angenommen, so dass dann alle Terme in
Gl. (5.4), in denen v* vorkommt, gegeniiber der Volumenkraft —G M. /r? ver-
nachliissigt werden koénnen und, da (v,.) &~ 0 sei, ebenfalls auch jene Terme, in
denen (v,) enthalten ist. Dann vereinfacht sich Gl. (5.4) ein weiteres Mal zu

2
_v_¢:_GMc

2 Y

" " (5.7)
wohingegen die Terme mit v* in Gl. (5.5) erhalten bleiben. Mit Gl. (5.7) folgt
nochmals die Erkenntnis, dass sich das Scheibenmaterial hauptséchlich mit Kepler-
geschwindigkeit bewegt. Setzt man nun die Keplergeschwindigkeit in die ¢-Kom-
ponente (5.5) der NSG ein und nimmt an, dass die mittlere Tangentialgeschwin-
digkeit des Ringmaterials im Allgemeinen keinen zeitlichen Anderungen unter-
worfen ist, d.h. v, /0t ~ 0, dann folgt

3 0
Yri/2 or
Man erkennt, dass der mittlere radiale Massenfluss von v* abhéngig ist und,
wie oben angenommen, auch verschwindet, wenn v* verschwindet. Wenn man
Gl. (5.8) in die Kontinuitdtsgleichung (5.3) einsetzt, dann erhilt man eine nicht-
lineare Diffusionsgleichung fiir die Oberflichendichte, welche eine von der Zeit
und vom Ort abhéngige Entwicklungsgleichung darstellt:

9% 30 |10
ot ror ’ or

(v r'?s) . (5.8)

v =

(y*r1/22)] : (5.9)

Diese Gleichung kann numerisch gelost werden, aber auch eine analytische Losung
gelingt fiir eine besondere Abhéngigkeit der z-integrierten kinematischen Visko-
sitdt vom Ort, ndmlich fiir die spezielle Form

v (r) = vor® . (5.10)

Nur fiir diese Ortsabhéingigkeit von v* ist die Diffusionsgleichung analytisch
l6sbar. Im Allgemeinen wird die Viskositéit zwar vom Ort abhéngig sein, aber ob
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in dieser Art und Weise, ist nicht bekannt, sollte aber durch Simulationen iiber-
priift werden kénnen. Mit den Substitutionen x = r/rq als neue Ortsvariable (in
Einheiten des anfinglichen Radius’ rq fiir ¢ = 0) und Tyig = t/tyisk = 1200t /12
als neue Zeitvariable (in Einheiten der viskosen Zeitskala t.g = ra ®/12u) folgt

die analytische Losung fiir die Oberflichendichte

M o 1 2x 1+ 2@
Y(r,t) = — (1 — —) I, -, 5.11
(r ) WT% 2/ Tya!/ite <Tviskxa/2> exp ( Tvisk ) ( )

worin M die Scheibenmasse und I, die modifizierte Bessel-Funktion der Ordnung
n=1/(4 — 2«) sind.
Zum Zeitpunkt ¢t = 0 entspricht die Verteilung der Oberflichendichte in radialer
Dimension einer Delta-Distribution der Form
M
Yo(r) = §(r—rp) .

211

Fiir den speziellen Fall a = 0 wird fiir die Lésung der Diffusionsgleichung eine
konstante z-integrierte kinematische Viskositit v* = vy = const. angenommen.
Mit diesem speziellen Ansatz folgt fiir die orts- und zeitunabhéngige Viskositét
als Losung fiir die Oberflichendichte

S(r,t) = L1 I < 27 ) exp (—1 +x2> . (5.12)

1/4
Ty Tvisk® / Tvisk Tvisk

Die darin vorkommende komplexwertige modifizierte Bessel-Funktion der Ord-
nung n = i und dem Argument z = 2z/7Tyiqc lautet

I.(2) = e’éi”J%(ze%i”)

1
142k
1, 4 1,
(—1)* <%ze5”) e '

4
K T(2+k)

( z) L+2k

1
2
TG +k)

e 11

(5.13)

=
I

0

worin .J1 die Bessel-Funktion der Ordnung § und I'(2 + k) die Gamma-Funktion

sind. Die Komplexwertigkeit in der mittleren Zeile geht verloren, da e'™ =

cos(mk) + isin(mwk) = (—1)* fiir k =0,1,2, ..., 00 ist.

Fiir eine verschwindende kinematische Viskositat v, wiirde die Oberflichendichte
nicht definiert sein, da 7y;g in mehreren Nennern von Gl. (5.11) vorkommt, womit
dann auch kein viskoses Zerflieen auftreten konnte. Da dies aber offensichtlich
der Fall ist, muss vy # 0 gelten. Fiir nichtverschwindende v ist also ein Zerflielen
analytisch zu sehen, woraus der Schluss gezogen werden kann, dass das viskose
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Abbildung 5.3.: Die analytische Losung (5.12) zeigt einen radial viskos zerflielenden
Ring zu vier verschiedenen Zeiten. Aufgetragen ist die Oberflichen-
dichte $(r,t) [Mg/RZ)] iiber den Ort r [Rg). Es ist: M = 5.37- 1012
Mg, o = 0.151 R und vp = 3-107'0 R2 /s.
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Abbildung 5.4.: Die Simulation zeigt einen radial viskos zerflieBenden Ring zu vier

verschiedenen Zeiten. Aufgetragen ist die Oberflichendichte X(r, 1)
[M/R2] iiber den Ort r [Rg) fiir eine dissipationsfreie Simulation
mit € = 1.00. Es ist: M = 5.37 - 1072 My, und ro = 0.151 Ry . Die

Reihenfolge in der Legende entspricht der Reihenfolge der Kurven
(von oben nach unten).
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Zerflielen ausschliefllich auf die kinematische Viskositéit zuriickzufiihren ist, wel-
che letztendlich durch die differenzielle Rotation hervor gerufen wird.

Die analytische Losung fiir die radiale Aufweitung zeigt Abb. 5.3 fiir verschie-
dene Zeiten, im Vergleich dazu ist in Abb. 5.4 das Zerflielen in der Simulation
zu sehen. Fiir grofle viskose Zeiten verschiebt sich das Maximum der Kurven in
Richtung kleinere Orte, d.h. niher zur Zentralmasse — was andeutungsweise in
der analytischen Losung zu erkennen ist. Ein Grofiteil der Masse fliefit nach in-
nen, verliert daher Energie und Drehimpuls, wihrend sich ab einem bestimmten
Radius die Materie nach auflien bewegt und wieder Drehimpuls aufnimmt. Letzt-
endlich resultiert fiir grofle Zeiten ein Massenfluss in Richtung Zentralmasse.
Der Ubergang von der mikroskopischen Betrachtungsweise der Simulation zu der
makroskopischen Theorie der Hydrodynamik wird nun in der Weise bewéltigt,
dass die Information iiber die Oberflichendichte ¥ (Projektion der Massen aller
Teilchen innerhalb eines Teilringes auf dessen Grundfliche — Massenbelegung
dieser Grundfliche) aus der Simulation gewonnen und auf Konsistenz mit der
obigen analytischen Losung iiberpriift wird. Die analytische Losung dient also
als Modellfunktion. Die zur Anpassung von Theorie an das Simulationsergebnis
zu variierenden Parameter sind in Gl (5.12) die GroBen ry und die z-integrierte
kinematische Viskositét vy, welche ja in 7y eingeht.

Wie verhalten sich nun die durch Gl. (5.12) dargestellten analytischen Kurven fiir
unterschiedliche viskose Zeiten 7 Wie zu erwarten, zerfliefit ein dissipationsfreier

T T T T T T T T T T T T T — T
0.02 0.06 0.10 0.14 0.18 0.22 0.26 0.30

Abbildung 5.5.: Beispiel fiir einen Fit einer analytischen Kurve an eine Datenkurve
zur Zeit t = 10.1 Tkep. M und € wie oben, Fitparameter hierfiir:
ro = 0.155 R und g = 4.43 - 1010 R?D/s.
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(% [Tiep] | 7ok | 70 [Ro] | %0 [10 ° RZ/s] | AWB(d)/HWB(a) |

2.8 0.013 | 0.152 0.257 1.0075
4.3 0.020 | 0.152 0.259 1.0532
5.7 0.029 | 0.153 0.280 1.0890
7.2 0.045 | 0.154 0.350 1.0765
8.6 0.057 | 0.155 0.380 1.0903
10.1 0.075 | 0.156 0.430 1.0893
11.5 0.100 | 0.156 0.450 1.0291

Tabelle 5.1.: Aus Fits zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ gewonnene Fitparameter rg, v
und Quotient HWB(d)/HWB(a) aus der Halbwertsbreite der Daten- zur
Halbwertsbreite der Ergebniskurve fiir NV = 9108 Teilchen mit ¢ = 1.00.

(7 [Tiep] | ek | 70 [Ro] | % [10 ° RZ/s] | HWB(d)/HWB(a) |

2.8 0.014 | 0.152 0.273 1.0252
4.3 0.022 | 0.152 0.286 1.0715
5.7 0.035 | 0.153 0.340 1.0461
7.2 0.051 | 0.153 0.400 1.0961
8.6 0.068 | 0.153 0.440 1.1370
10.1 0.087 | 0.153 0.485 1.1516
11.5 0.100 | 0.154 0.495 1.1787

Tabelle 5.2.: Aus Fits zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ gewonnene Fitparameter rg, g
und Quotient HWB(d)/HWB(a) aus der Halbwertsbreite der Daten- zur
Halbwertsbreite der Ergebniskurve fiir N = 18075 Teilchen mit ¢ = 1.00.

Ring mit zunehmender viskoser Zeit immer mehr (s. Abb. 5.3). Da Ty ~ (vo/72)t
ist, kann die zeitliche Entwicklung (und damit das Breitflielen) eines Ringes be-
schleunigt werden, je grofler das Verhiltnis vy /72 gewihlt wird. Damit vergrofiert
sich ndmlich 75, wenn man den Ring zu einer bestimmten realen Zeit ¢ betrach-
tet. Dagegen wird mit konstantem vy und ry die Kurven mit fortschreitender Zeit
breiter (und in ihrer Intensitét kleiner). Wiirde vy mit der Zeit anwachsen, dann
wiirde der Ring in seinem Breitflielen noch zusitzlich verstirkt werden, da die
kinematische Viskositéit wie die Zeit ebenfalls in 75 eingeht.

Mit den Fitparametern rq und vy kénnen nun die analytisch gewonnenen Kurven
der Abb. 5.3 an die Kurven der Abb. 5.4 zu beliebigen Zeitpunkten angepasst
werden. Als Kriterium fiir einen guten Fit wurden solche Wertepaare rg, 1y aus-
gewdhlt, fiir die die Standardabweichungen (d.h. die Halbwertsbreiten) der ana-
lytischen mit denen der Ergebniskurven so gut wie mdoglich iibereinstimmen und
damit deren Quotient nahe bei 1 liegen sollte (s. z.B. letzte Spalte der Tab. 5.1 und
5.2). In Abb. 5.5 ist beispielsweise die analytische Modellfunktion ¥(r,¢ = 10.1
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Abbildung 5.6.: z-integrierte kinematische Viskositdt vy [1079 RZ/s] fiir N = 9108
und N = 18075 Teilchen iiber die Zeit ¢ [Tkep|, aufgetragen fiir den
dissipationsfreien Fall (Daten: aus Tab. 5.1 und 5.2).

Tkep) an die entsprechende Datenkurve angepasst und daraus 7o = 0.155 R, und
vo = 4.43 - 107" R2 /s bestimmt worden. Tab. 5.1 und 5.2 zeigen die Ergebnis-
se solcher Fits fiir verschiedene Zeitpunkte. Die Anderung des Fitparameters 7
liegt fiir N = 9108 Teilchen bei etwa 2.6 %, fiir N = 18075 Teilchen (s. Tab. 5.2)
bei etwa 1.3 %, was in beiden Féllen zu vernachléssigen ist, womit r, iiber das
betrachtete Zeitintervall von 9.2 Tk, als konstant angesehen werden kann. Dem-
gegeniiber nimmt vy iiber die Zeit von 9.2 Tkep, um etwa 75 % bei 9108 Teilchen
und um ca. 81 % bei 18075 Teilchen zu. Dies verdeutlicht auch Abb. 5.6. D.h. im
Gegensatz zu der Annahme einer konstanten z-integrierten kinematischen Visko-
sitdt, wie sie bei der Herleitung der Diffusionsgleichung (5.12) gemacht wurde,
erweist sich vy als zeitabhéngig, d.h. vy = vy(t).

5.4. Der vertikal viskos zerflieBende Ring

Das in den dissipationsfreien Simulationen neben dem radialen auch beobachtete
vertikale Zerflieen des Ringes wird ebenfalls durch das Auftreten scherviskoser
Kréfte auf Grund der differenziellen Rotation verursacht. Theoretisch wird diese
vertikale Dynamik durch die Gleichung (5.6) beschrieben bzw. durch (da auf die
2D-Darstellung bei der Betrachtung der vertikalen Dynamik verzichtet werden
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kann)

@—i- GM,.z
0z p r3

Da nun sich der Ring spiegelsymmetrisch zur x, y-Ebene ausdehnt und die Ge-
schwindigkeiten der NSG gemittelte Gréfen darstellen, wird sich - wie bereits
bei der Herleitung der hydrodynamischen 2D-Gleichungen in Abschnitt 5.2 an-
genommen - ein vertikaler Massenfluss herausmitteln, d.h. (v,) ~ 0, da in etwa
genauso viele Teilchen in positive wie in negative z-Richtung strémen. Die da-
mit verbundenen viskosen Spannungen (V -T) - e, mitteln sich zu Null, da sie
oberhalb der z, y-Ebene in positive, unterhalb der Ebene in negative z-Richtung
weisen und von gleichem Betrag sind. Damit wird auch der daraus folgende scher-
viskose Term %%V-’U der GI. (5.6) verschwinden, womit diese dann in Gl. (5.14)
iibergeht, welche das Kréftegleichgewicht zwischen vertikalem Druckgradienten
und der z-Komponente der Volumenkraft darstellt. Durch Verschwinden dieses
scherviskosen Termes entkoppelt sich die z-Komponente der NSG von der r- und
¢-Komponente ([16], [17]), da in ihr keine Geschwindigkeiten mehr vorkommen,
und die vertikale Dynamik kann als unabhéngig von der radialen Dynamik be-
trachtet werden.

Nimmt man fiir den z-abhéingigen Druck die Zustandsgleichung des idealen Gases
(da hier die Temperaturkomponente fiir nur einen Freiheitsgrad betrachtet wird,
ist Ty, = muy, giiltig)

=0. (5.14)

N(z)
V(z)

p(z) = T, = n(z)mv%’z (5.15)
an, so folgt mit p(z) = n(z)m aus Gl. (5.14) eine durch Trennung der Variablen
zu 16sende gewohnliche Differentialgleichung der Form

2
on - z 0z, (5.16)

n v%’z
welche mit Q2 = GM/r? als Keplerkreisfrequenz die Losung fiir die vertikale

Teilchenzahldichte

n(z) = n(0) exp (—%QQ—Q 22> (5.17)

UT,Z

besitzt. Hierin ist n(0) die vertikale Teilchenzahldichte fiir die Aquatorialebene
z = 0 des Systems. Aus Gl. (5.17) kann man eine nur von der z-Temperatur
abhéngende mittlere vertikale Skalenhohe (Standardabweichung fiir z)

(H) = =2 = \[() = ()" = /() (5.18)
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erkennen, wobei (2) sich heraus mittelt. Dies lidsst deutlich erkennen, dass die ver-
tikale Ausdehnung linear von der vertikalen Geschwindigkeitsdispersion abhéngt.
Auflerdem héngt sie iiber €2 auch noch davon ab, welchen mittleren Abstand der
Ring vom Zentralkorper hat.

5.4.1. Bestimmung von vr, und n(0)

Abb. 5.7 zeigt fiir eine dissipationsfreie Simulation die vertikale Verteilung der
Teilchenzahldichte n(z) fiir die (radiale) Ringmitte. Wie zu erkennen, zerflieit
dieser Ring auch in vertikale Richtung relativ schnell. Einen quantitativen, vom
radialen Ort abhéngigen Ausdruck fiir dieses Verhalten gibt Gl. (5.17) wieder;
sie beinhaltet jedoch keine Zeitabhingigkeit, weshalb sie keine Entwicklungsglei-
chung im Sinne des Abschnittes 5.3 ist. Sie beschreibt lediglich das 6rtliche Verhal-
ten der vertikalen Teilchenzahldichte, welche separat fiir unterschiedliche Zeiten
jeweils an die Daten angepasst wird. Die theoretische Kurve, welche aus Gl. (5.17)
zu erhalten ist, ist in Abb. 5.8 zu einer bestimmten Zeit als eine mit Quadraten
versehene Modellkurve eingezeichnet. Sie wird zu verschiedenen Zeiten iiber die
Fitparameter n(0)™ und o', an die Datenkurven angepasst. In Tab. 5.3 sind die

]_.2 . 106 T T T T T T T T T
t= 28Te ——
1.0-106 F = 97 Tkep .
=115Tygy
0.8-100 f .
N | i
y 0.6 - 106
0.4-100 | .
0.2-100 | .
O — < —
25 -20-15-10 -5 0 5 10 15 20 25

z

Abbildung 5.7.: Vertikale Verteilung der Teilchenzahldichte n(z) [Teilchen/R3] am
radialen Ort 7 ~ 0.151 Rg iiber den axialen Ort z [2R] zu vier ver-
schiedenen Zeitpunkten (N = 9108, ¢ = 1.00, 2 = 0.00018 1/s). Die
Reihenfolge in der Legende entspricht der Reihenfolge der Kurven
(von oben nach unten).
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Abbildung 5.8.: Durch Anpassung einer Modellfunktion f(z) der Form von Gl. (5.17)
fiir die Zeit ¢t = 5.7 Tkep folgen vr, = 7.5- 1077 Ry /s und n(0) =
280000 Teilchen/R2. Einheiten der Achsen s. Abb. 5.7.

so erhaltenen Fitparameter fiir vier verschiedene Zeiten eingetragen und den aus

der Simulation erhaltenen GréBen v§7 und (H )S'™ gegeniiber gestellt. Hierbei

ist (H)™™ aus den Simulationsergebnissen fiir die mittlere vertikale Skalenhohe
zu bestimmen. Auf Konsistenz wird dann (H)*™ gepriift, indem sein theoreti-
scher Wert mittels Gl. (5.18) bestimmt und zum Vergleich benutzt wird. Die
Geschwindigkeitsdispersion vy, z.B. kann dann auf Konsistenz mit den Ergeb-
nissen in Abb. 4.11 iiberpriift werden, ebenso auch die aus Gl. (5.18) errechnete
mittlere vertikale Skalenhéhe mit der aus der Simulation (— Abb. 5.1) gewonne-

Lt [ o, [ [ iy ] )T ()™
2.8 | 5.00-10°" | 670000 | 5.10-10"" | 0.0030 | 0.0029
5.7 | 7.50- 1077 | 280000 | 8.40-10~" | 0.0048 | 0.0047
8.6 | 1.05-107° | 150000 | 1.10- 1075 | 0.0069 | 0.0062
11.5 | 1.55-1075 | 80000 | 1.70 - 1075 | 0.0090 | 0.0095

Tabelle 5.3.: v%z, n(0)fi* folgen aus den Fits (s. Abbn. 5.7, 5.8), U%I;l aus der Abb.

4.11, (H)®™ aus Abb. 5.2 und es gilt (H)™"*° = v82/Q mit Q ~ 0.00018
1/s. Die Zeit t ist wieder in Keplerperioden angegeben.
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nen. Tab. 5.3 zeigt eine gute Ubereinstimmung dieser Vergleiche mit einem Fehler
von maximal 10 % bei der z-Geschwindigkeitsdispersion und von knapp 11 % bei
(H). Die Ubereinstimmung ist recht gut, rechtfertigt sie doch die Giiltigkeit der
quantitativen Beschreibung von (H) durch die vereinfachte z-Komponente. Dies
wiederum bestétigt dann auch die tatséchliche Entkopplung der axialen von der
radialen Komponente der NSG.

5.4.2. Die Entkopplung der NSG-Komponenten

Auf Grund des zur z, y-Ebene symmetrischen Zerflielens des Ringes verschwin-
det die Geschwindigkeitsabhingigkeit der z-Komponente der NSG, was sie von
den iibrigen Komponenten entkoppelt. Dies bedeutet mathematisch, dass es keine
(gemittelte) Grofie mehr gibt, welche zugleich in die z-Komponente wie auch in
die r- und ¢-Komponente eingeht. Damit kann sich der Ring in 2-Richtung auch
vollig andersartig entwickeln als in radiale Richtung. Einen weiteren experimen-
tellen Beweis fiir die Entkopplung der NSG-Komponenten bringt die dynamische
Entwicklung der Ringe. Da die Anfangskonfiguration fiir eine Simulation nicht
den Gleichgewichtszustand des Systems repriisentiert, ergeben sich anfinglich,
wie bereits an mehreren Stellen in dieser Arbeit erwéhnt, Oszillationen des Ge-
samtringes sowohl in radialer wie auch in axialer Richtung. Diese spiegeln sich
z.B. in der zeitlichen Entwicklung der kinetischen Gesamtenergie des Systems wi-
der. Betrachtet man die kinetische Energie der radialen, d.h. Fi, x + Fiyin,y, und
die der axialen Bewegung, FEii,,, unabhéngig voneinander, dann erkennt man
Oszillationen unterschiedlicher Periode. Dies zeigen die beiden Abbildungen 5.9

2.035 - 1072

Ekin,x"’Ekin,y

2.005 - 1072 ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2

Abbildung 5.9.: Verlauf der Summe der z- und y-Komponente der kinetischen Energie
Exinx + Exiny [MeR2 /s?] iiber die Zeit t [Tkep)|.
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6.010 - 10~

Ekin,z

Abbildung 5.10.: Verlauf der z-Komponente der kinetischen Energie Fyy, , [MeR2 /s?]
iiber die Zeit ¢ [Tkep)-

und 5.10 (fiir die Anfangskonfiguration wurde eine von Null verschiedene axiale
Geschwindigkeit v,0 = 0.05 - vgeps gewdhlt — Néheres dazu ist im Anhang D
nachzulesen).

Wihrend die radiale kinetische Energie eine Periode von etwa 1 Tk, und damit
eine Eigenfrequenz von 27 ngp besitzt, erkennt man bei der kinetischen Energie
fir die z-Komponente die erwartete, jedoch geringere Periode (~ 0.5 Tkep) und
damit die hohere Eigenfrequenz von etwa 41 T;{ép. Diese Dynamik in 2-Richtung
ist verstindlich, da die kinetische Energie pro Keplerperiode zwei Minima (an
den Umkehrpunkten) bzw. Maxima (in der Aquatorialebene) annimmt. Die Os-
zillation in radiale Richtung koppelt sich in der Weise davon ab, dass der Ring
innerhalb zweier Keplerperioden radial einmal um eine Ruhelage schwingt. Diese
hinsichtlich der radialen und der axialen Dimension unterschiedliche oszillato-
rische Dynamik bringt die Entkopplung der NSG-Komponenten recht gut zum

Ausdruck.



6. Die Dynamik von Systemen mit
Dissipation

Bei einem inelastischen Stofl wird die Stofldauer ldnger sein als bei einem elasti-
schen StoB, da die Teilchen bei Uberlappung nicht mehr so starke Riickstellkriifte
erfahren (s. Abschnitt 3.1). Auch héngt die Inelastizitidt der St6fe von dem Ma-
terial ab, aus dem sie bestehen und natiirlich auch vom Aggregatzustand, in
welchem sie sich befinden. Es wird Unterschiede in ¢ geben, wenn man einer-
seits Stofle zwischen eisigen Felsbrocken in planetarischen Ringen, andererseits
zwischen reibenden Gasmassen in Akkretionsscheiben betrachtet. Stofle zwischen
Festkorpern werden keine zu niedrigen Restitutionskoeffizienten aufweisen, da,
bevor zu viel kinetische Energie verloren geht, die Teilchen auseinander brechen
kénnen und die kinetische Energie auf die Fragmente verteilt wird. D.h. in der
Realitéiit entspréche ein inelastischer Stofl einer Umwandlung kinetischer Energie
in elastische Energie (Deformationsenergie), wobei die Teilchen verformt werden
oder einfach zerfallen wiirden. In diesem Kapitel sollen nun nur die Ergebnis-
se und Auswirkungen in Systemen mit € < 1 préisentiert werden, wobei € nicht
von der Impaktgeschwindigkeit (also der Relativgeschwindigkeit der Teilchen un-
mittelbar vor dem Stof}) abhéngen soll. Vorbereitende Theorie wurde bereits im
vorangegangenen Kapitel besprochen, muss also hier nicht mehr aufgefiihrt wer-
den.

Es werden Systeme untersucht, die eine von Null verschiedene Kiihlrate haben,
d.h. es geht bei Teilchenst68en kinetische Energie verloren. Es wurde die zeitliche
Entwicklung von Systemen untersucht, fiir die die verschiedensten Restitutions-
koeffizienten eingestellt waren. All diese Simulationen haben gegeniiber solchen,
fiir die € = 1 gilt, eine Kiihlung gemeinsam, die die immer auftretende Hei-
zung durch die differenzielle Rotation zu kompensieren versucht. Je nach dem,
wie hoch die Dissipationsrate ist, wird dem System mehr oder weniger kinetische
Energie entzogen, was natiirlich auch zu einer Abnahme der Gesamtenergie fiihrt.
Durch Einschalten der normalen Restitution wird das System gekiihlt und die Ge-
schwindigkeitsdispersionskomponenten werden mit der Zeit nicht mehr so stark
zunehmen. Wird zu stark gekiihlt, dann kann die Temperatur in den dissipativen
Systemen sogar abnehmen, womit dann ein Schwellwert fiir den Restitutionsko-
effizienten unterschritten wurde (s. Abschnitt 4.1).
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6.1. Der radial viskos zerflieBende Ring

Wie in anderen Publikationen gezeigt (darunter auch [2]), sind bei hohen Kiihlra-
ten die viskosen Scherspannungen nicht mehr imstande, den Ring radial (wie auch
vertikal) breitflieBen zu lassen. Die (kinetische) Energie, die dazu aufzuwenden
ist, wird durch die sehr inelastische Natur der Stéfle vernichtet, d.h. dissipiert.
Der Ring wird fiir einen Restitutionskoeffizienten, der unterhalb des Schwellwer-
tes liegt (s. Abschnitt 4.1), radial nicht mehr so schnell auseinander flieflen wie
dissipationsfreie Simulationen es zeigen, sondern hochstens auf einer sehr langen
Zeitskala ein Zerflielen erfahren.

In diesem Abschnitt soll nochmals die analytische Losung (5.12) des radial viskos
zerflieBenden Ringes untersucht werden. Da sie keine Terme beinhaltet, die die
Energiedissipation auf Grund von Teilchenkollisionen beriicksichtigt, macht es
eigentlich wenig Sinn, das (zeitliche) Verhalten der z-integrierten kinematischen
Viskositét (s. Abschnitt 5.3) fiir dissipative Systeme zu untersuchen. Dennoch
soll hier in dieser Hinsicht zumindest auf schwach dissipative Systeme kurz einge-
gangen werden. Im Folgenden sei eine Simulation mit € = 0.95 néher betrachtet.
Im Gegensatz zu dem radialen Zerflielen eines dissipationsfreien Ringes, was in
Abb. 5.4 bereits aufgezeigt wurde, erkennt man in Abb. 6.1 ein leicht schwécheres
radiales ZerflieBen, da die Intensitéiten zu denselben Zeiten noch ein wenig gréfer
sind als die fiir die dissipationsfreie Simulation. Die Bestimmung der Werte fiir

20 . 10710 T T (1‘\ T T T T
EEETIPY:S P—
—~10 L “‘ ‘\ t= 86T — |
1.5-10 S t=115 Tigg —_—
= 1.0-1070 ]
W
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Abbildung 6.1.: Die Simulation zeigt einen radial viskos zerflieBenden Ring zu vier
verschiedenen Zeiten. Aufgetragen ist die Oberflichendichte [Me /R2]
iiber den Ort [Rg] fiir eine Simulation mit € = 0.95. Es ist: M =
5.37-107'2 My, und 79 = 0.151 Rg,. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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Abbildung 6.2.: z-integrierte kinematische Viskositdt vy [1077 RZ/s] fiir N = 9108
Teilchen iiber die Zeit ¢ [Tkep|, aufgetragen fiir e = 1.00 und 0.95
(Daten: aus Tab. 5.1 und 6.1).

(% [Tiep] | 7o | 70 [Ro] | % 109 RZ/s] | BWB(d)/HWB(a) |

2.8 0.012 | 0.152 0.224 1.035
4.3 0.018 | 0.152 0.225 1.051
5.7 0.025 | 0.152 0.240 1.087
7.2 0.034 | 0.152 0.260 1.105
8.6 0.041 | 0.152 0.265 1.164
10.1 0.050 | 0.152 0.275 1.199
11.5 0.060 | 0.153 0.290 1.232

Tabelle 6.1.: Aus Fits zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ gewonnene Fitparameter rg, g
und Quotient HWB(d)/HWB(a) aus der Halbwertsbreite der Daten- zur
Halbwertsbreite der Ergebniskurve fiir NV = 9108 Teilchen mit € = 0.95.

vy sind wieder durch Anpassung der analytischen Kurven an die Datenkurven
(Abb. 6.1) gewonnen worden, in Tab. 6.1 aufgefiihrt und in Abb. 6.2 eingezeich-
net. Zum Vergleich sind nochmals die Ergebnisse des dissipationsfreien Experi-
ments mit aufgefiihrt. Man kann auch hier eine zeitliche Abhéngigkeit vy = 1(t)
erkennen, jedoch ist diese iiber den gleichen Zeitraum von 9.2 Tk, nicht so stark
anwachsend (29 %-iger Zuwachs) wie fiir den dissipationsfreien Fall (75 %-iger
Zuwachs), Abb. 5.6. Dieser Unterschied wird verstindlich, wenn man bedenkt,
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dass ein zeitlich anwachsendes 14 - wie in Abschnitt 5.3 bereits besprochen - den
Effekt des Zerflieflens verstarkt: also darf bei einer fiir dissipierende Systeme ty-
pisch schwiicheren dynamischen Aktivitdt auch 1 nicht so stark zunehmen wie
es fiir e = 1 der Fall ist.

6.2. Der vertikal viskos zerflieBende Ring

Wie die Simulationen zeigen (Abbn. 2.2, 6.3 und 6.4), erkennt man im Gegensatz
zu den dissipationsfreien numerischen Experimenten eine weniger aktive Dyna-
mik, denn die Ringe weiten sich vertikal (und damit radial) umso langsamer
aus, je kleiner € ist. Der einzige Grund dafiir ist der Umstand, dass die Teilchen
nach dem Stofl weniger kinetische Energie besitzen und dadurch linger niher
beieinander verweilen kénnen. In [2] wird genau dieses Verhalten gezeigt, dass
ndmlich Ringsysteme mit inelastisch stoflenden Teilchen relativ schnell abflachen,
ein quasi-stationdres Gleichgewicht erreichen und nur auf sehr langer Zeitskala
radial und vertikal zerflielen. Letztendlich wird die mittlere Exzentrizitit der
Teilchen kleiner, d.h. Teilchen, die aus dem Verband austreten und damit gréfle-
re Exzentrizititen als andere besitzen, wird es immer weniger geben.
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Abbildung 6.3.: Die mittlere vertikale Ausdehnung (H) [2R] von Simulationen mit
e = 0.42, 0.66, 0.78 und 1.00 in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ [Tkep)
fiir die Ringmitte » = 0.151 Rg. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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Abbildung 6.4.: Die z-Geschwindigkeitsdispersion vt , [Re/s] von Simulationen mit
e = 0.42, 0.66, 0.78 und 1.00 in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ [Tkep]
fiir die Ringmitte » = 0.151 Rg. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).

Man kann anhand der Abb. 6.3 erkennen, dass fiir stirker werdende Dissipati-
on die mittlere vertikale Skalenhdhe tatséichlich immer weniger ansteigt und fiir
€ < 0.66 das oben erwihnte quasi-stationire Gleichgewicht erreicht wird (bis
hin zu einer Abplattung des Systems relativ zur Ausgangskonfiguration, zu se-
hen z.B. in Abb. 6.3 fiir e = 0.42). Man sieht hier deutlich den Umstand, dass
niedrigere Restitutionskoeffizienten die Rate des Anwachsens von (H) begrenzen.
Zum Vergleich mit einem Ring ohne Stofidissipation ist in den Abbn. 6.3 und 6.4
nochmals die Simulation mit € = 1 aufgefiihrt. In Abb. 6.4 sind die dazu korre-
spondierenden axialen Geschwindigkeitsdispersionen zu sehen, welche ja iiber GI.
(5.18) mit der mittleren vertikalen Skalenhéhe zusammenhéngen. Man sieht in
Abb. 6.3, dass nach einer Zeit von etwa 13 Keplerperioden die mittlere vertikale
Ausdehnung fiir ¢ = 1.00 um einen Faktor 3, 6 bzw. 14 grofler ist als fiir e = 0.78,
0.66 bzw. 0.42. In den Abbn. 6.3 und 6.4 ist deutlich eine lineare Abhéngigkeit
von der Zeit zu erkennen und die Steigung von (H) ist gemafl GL. (5.18) um einen
Faktor 1/Q ~ 5.5- 10 s grofer als von vr.

Das vertikale Zerflieen der einzelnen unterschiedlich dissipativen Systeme ist in
den Abbn. 6.5 bis 6.8 und in der zugehorigen Tabelle 6.2 in einem gegenseitigen
Vergleich gezeigt. Auch hier ist klar ersichtlich, dass die Intensitéiten bzw. Halb-
wertsbreiten (H) der Kurven fiir schwach dissipative Systeme mit der Zeit stérker
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abnehmen bzw. stirker anwachsen als fiir stark dissipative. Aus der Tabelle ist
fiir die einzelnen numerischen Experimente mit ¢ = 1.00, 0.78, 0.66 und 0.42
iber den Zeitraum t = 2.8 bis 11.5 Tk, jeweils eine Intensitéitsabnahme (also
eine Abnahme von n(0)%) um etwa 88 %, 67 %, 46 % und 9 % zu entnehmen.

e | o, | nf [ wfm [ (H)™ | (H)"]
| 2.8 Tkep |
0.42 [ 1.50-10~" | 1.75-107 | 1.10- 10" | 0.0006 | 0.0007
0.66 | 2.40-10°7]9.30-10° | 2.20- 107 | 0.0012 | 0.0012
0.78 | 3.20-10°7 [ 5.90-10° | 2.88-10"7 | 0.0016 | 0.0017
1.00 | 5.00-10~7 | 6.70-10° | 5.10-10=7 | 0.0030 | 0.0029
| 5.7 Tkep |
0.421.30-10 7| 1.70-107 | 9.60-10% | 0.0005 | 0.0006
0.66 | 2.70-10°7 | 6.50-10° | 2.30- 107 | 0.0013 | 0.0015
0.78 | 4.00-10"7 | 3.80-10° | 4.16- 107 | 0.0023 | 0.0022
1.00 | 7.50-10"7 | 2.80-10° | 8.40- 10~7 | 0.0048 | 0.0047
8.6 Txep
0.42 | 1.30-10°7 | 1.65- 107 | 9.60-10~% | 0.0005 | 0.0006
0.66 | 2.90-10"7 | 5.80-10° | 2.74- 107 | 0.0015 | 0.0015
0.78 | 4.70-10"7 | 2.80- 10° | 5.34- 107 | 0.0029 | 0.0028
1.00 | 1.05-107% | 1.50-10° | 1.10-10=% | 0.0069 | 0.0062
11.5 Txep

0.42 | 1.30-1077 | 1.60- 107 | 9.96 - 1078 | 0.0006 | 0.0006
0.66 | 3.00- 1077 | 5.00-10° | 3.00-10=" | 0.0017 | 0.0018
0.78 | 5.70-1077 | 1.90-10° | 6.11- 107 | 0.0034 | 0.0034
1.00 | 1.55-107% [ 8.00- 10* | 1.70-10"® | 0.0090 | 0.0095

Tabelle 6.2.: Aus dem Fit gewonnene z-Geschwindigkeitsdispersionen U%Z und dqua-

toriale Teilchenzahldichten n(0)% am radialen Ort » = 0.151 Rg, zu ver-

schiedenen Zeiten ¢ und fiir verschiedene e. Zur Erklirung der anderen
Groflen s. Tab. 5.3.

6.2.1. Bestimmung von vr, und n(0)

Wie fiir den dissipationsfreien Fall in Abschnitt 5.4 sind auch hier mit Hilfe von
Modellfunktionen die in der Tabelle stehenden Parameter v, und n(0)%  be-

stimmt worden. v$'} erhéilt man aus der Simulationsauswertung (— Abb. 6.4) und
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Abbildung 6.5.: Teilchenzahldichte n(z) [Teilchen/R2)] fiir verschieden stark dissipie-
rende Systeme iiber den vertikalen Ort z [2R] fiir ¢ = 2.8 Tkep, aufge-
tragen am radialen Ort r = 0.151 Rg. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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Abbildung 6.6.: Teilchenzahldichte n(z) [Teilchen/R2)] fiir verschieden stark dissipie-
rende Systeme iiber den vertikalen Ort z [2R] fiir ¢ = 5.7 Tkep, aufge-
tragen am radialen Ort r = 0.151 Rg. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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6.2 Der vertikal viskos zerflieBende Ring
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Abbildung 6.7.: Teilchenzahldichte n(z) [Teilchen/R2)] fiir verschieden stark dissipie-
rende Systeme iiber den vertikalen Ort z [2R] fiir ¢ = 8.6 Tkep aufge-
tragen am radialen Ort r = 0.151 Rg. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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Abbildung 6.8.: Teilchenzahldichte n(z) [Teilchen/R2)] fiir verschieden stark dissipie-
rende Systeme iiber den vertikalen Ort z [2R] fiir £ = 11.5 Tk, aufge-
tragen am radialen Ort r = 0.151 Rg. Die Reihenfolge in der Legende
entspricht der Reihenfolge der Kurven (von oben nach unten).
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kann wieder als Vergleich dienen. Aus vy folgt dann iiber G1. (5.18) (H Y0 wel-

ches mit dem Simulationsergebnis (H)™™ wiederum zu vergleichen ist. Aus der
Tabelle ist eine recht gute Ubereinstimmung dieser Werte zu erkennen, weshalb
man auch fiir dissipierende Systeme die z-Komponente der NSG als eine zur
Beschreibung der vertikalen Dynamik geeignete Gleichung ansehen kann. Aller-
dings muss man realisieren, dass die Losung fiir die vertikale Teilchenzahldichte,
Gl. (5.18), keine zeit-, sondern — wie bereits erwihnt — nur eine ortsabhingige
Gleichung darstellt.
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6.2 Der vertikal viskos zerflieBende Ring




7. Das erweiterte Gravitationspotenzial

In der Realitéit vorkommende Beispiele fiir ein oder mehrere zuséitzliche Gravita-
tionspotenziale, die eine ringférmige Anordnung von granularem Material zusétz-
lich storen, sind die gut untersuchten Ringplaneten Saturn, Neptun und Uranus
im Sonnensystem. In diesem Kapitel soll der Einfluss eines zuséitzlichen Gravitati-
onspotenzials in Form eines einzelnen Satelliten auf den Ring betrachtet werden.
Damit unterliegen die Ringteilchen nicht mehr nur einem kugelsymmetrischen
Gravitationspotenzial, sondern werden zusétzlich noch von einem zweiten, sich
ortlich &ndernden beeinflusst. Damit wird entgegen allen bisherigen Simulationen
nun Gl. (2.1) einschliefllich des zusitzlichen Gravitationspotenzials

qs(;omp - sz Mcomp
Z T comp (t)

giiltig, wobei 7 comp(t) der Abstand des beweglichen Ringteilchens von dem sich
bewegenden Begleiter darstellt und die Masse Mo, des Begleiters im Folgenden
sehr grof} gew#hlt wird, damit Einfliisse und Unterschiede zu satellitenlosen Si-
mulationen schneller erkannt werden kénnen. Grundlage der Simulationen dieses
Kapitels sind eine gemeinsame Zentralmasse M., ein gemeinsamer Restitutions-
koeffizient (e = 0.42, da solche Ringe — wie in friiheren Kapiteln gezeigt — dy-
namisch stabil bleiben und ein Temperaturgleichgewicht beibehalten) und eine
gemeinsame Ringgeometrie (identische Voraussetzungen bei der Teilchenerzeu-
gung). AuBerdem bilden Satellit und Zentralmasse kein Zwei-Kérper-Problem,
d.h. der Zentralkérper bleibt nach wie vor im Koordinatenursprung fixiert.

Heutzutage wird im Allgemeinen anerkannt, dass die Wechselwirkung zwischen
Satelliten und planetarischen Ringen bzw. den sie aufbauenden Einzelringen (s.
Abb. 7.1) zu Gebieten im Ring fithren kann, die eine sehr geringe optische Tiefe
besitzen und damit Spalten im Planetenring bilden. Letztendliche Ursache fiir
diese Spaltenbildungen sind sogenannte von dem oder den Satelliten im Ring
ausgeloste Dichtewellen, welche radiale Oszillationen in der Oberflichendichte
hervorrufen, die durch Resonanzen (sog. Lindblad-Resonanzen) zwischen Ring-
material und den Satelliten entstehen (— [3]). Das Resonanz-Konzept basiert
auf der Annahme, dass Ringteilchen dann mit einem Satelliten in Resonanz ste-
hen, wenn die Umlaufperiode des Begleiters T¢omp, ein ganzzahliges Vielfaches der
Umlaufperiode 7; des Ringteilchens am betreffenden Ort im Ring betréigt. So-
wohl theoretische Arbeiten [5] wie auch diverse numerische Simulationen [9], [10]
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unterstiitzen die These, dass auf Grund bestimmter Resonanzen Gebiete mit so
niedriger optischer Tiefe entstehen, dass man sie als Spalten innerhalb des Ringes
auffassen kann, wie z.B. die Cassini- und Encke-Spalte des Saturn-Rings.

Abbildung 7.1.: Ein von Voyager 2 aufgenommenes Bild der Einzelringe des Saturn.
Die gut zu sehende dunkle Liicke stellt die Cassini-Spalte mit wesent-
lich geringerer optischer Tiefe als ihre Umgebung dar.

Die Ausgangskonfiguration fiir die Simulationen mit Begleiter ist ein bei ¢t = 14.5
Tkep relaxiertes System mit N = 9108 und e = 0.42, wie das zeitliche Verhalten
der Gesamtgeschwindigkeitsdispersion in Abb. 7.2 nochmal zeigt. Zeitlich daran
anschlieende Simulationen mit Begleiter unterschiedlicher Masse zeigt Abb. 7.3.
Die fiir diese Simulationen relevanten Daten sind in Tab. 7.1 aufgelistet. Zusétz-
lich ist dort noch eine Simulation mit eingestellter 2:1-Resonanz aufgefiihrt, auf
die jedoch spéter ndher eingegangen wird. Die Gesamtgeschwindigkeitsdispersion
einer stark dissipativen Simulation nimmt, wie in Kapitel 4.1 nidher besprochen,
nach hinreichend langer Zeit einen Gleichgewichtszustand ein. Dieser wird sich
nicht weiter dndern, wenn keine dufleren Einfliisse auftreten. Wirkt zudem noch

‘ Meomp [Mg] ‘ r [Re] ‘ vs [Ro/s] ‘ T [Tkep] ‘ Teomp/T; ‘

2.90-107° | 0.607 | 1.36-107° 8.05 8:1

2.90-107% | 0.607 | 1.36-107° 8.05 8:1

2.90-107 | 0.240 | 2.17-107° 2.00 2:1
- 0.151 | 2.73-107° 1.00 -

Tabelle 7.1.: Ubersicht iiber die Daten der Begleiter. In Resonanz befinden sich die
Teilchen der Ringmitte (ihre Daten - s. unterste Zeile).
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Gesamtgeschwindigkeitsdispersion vy [Rg/s] iiber die Zeit ¢ [Tkep]
bei r = 0.151 Rg. Nach ca. t = 15 Tk, ist ein Gleichgewichtszustand
eingetreten (e = 0.42).
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Gesamtgeschwindigkeitsdispersionen fiir dasselbe System mit e = 0.42
beir = 0.151 R unter Einfluss zweier verschiedener Begleiter-Massen
(Mcomp = M./10 und Meomp = M./100 mit M, =2.9-10~* Mg).
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Abbildung 7.4.: Numerische Exzentrizititen eq.. der Teilchen bei einer 2:1-Resonanz
zum Zeitpunkt ¢ = 14.4 Tkep, aufgetragen iiber den Ort r [Rg].

0.08 - - - - . . .

0.07 1
0.06 1
0.05
0.04 -

8eCC

003 r -
0.02 -
0.01

0
0.11 0.12 0.13 0.14 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19

r

Abbildung 7.5.: Numerische Exzentrizititen eq.. der Teilchen bei einer 2:1-Resonanz
zum Zeitpunkt ¢ = 80.0 Tkep, aufgetragen iiber den Ort r [Rg].
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ein Begleiter auf den Ring ein, wie ab ¢ = 15 Tke, geschehen, wird sich die bis-
her konstante Temperatur ebenfalls mit der Periode des Begleiters dndern: die
Amplitude wird umso grofler, je grofler der gravitative Einfluss ist. Aus Abb.
7.3 kann man dann auch die Periode durch eine Modellfunktion abschitzen. Wie
man sieht, liegt diese - wie erwartet - bei Ttomp ~ 8 Tkep. Einen Unterschied im
Verlauf der Extremwerte erkennt man sofort: beim schwereren Begleiter sind zum
Einen die Amplituden der Temperatur gréfler, zum Anderen die Scheitelwerte im
Maximum iiber ldngere Zeit konstant. Im Gegensatz dazu zeigt die Simulation
mit dem leichteren Begleiter dieses Phinomen nicht. Auf Grund des zusétzlich
wirkenden Gravitationspotenzials durch den Begleiter wird die azimutale Symme-
trie des Ringes gebrochen, weshalb Mittelungen von Gréfien iiber den azimutalen
Winkel nicht mehr als sinnvoll erscheinen. Insbesondere konnen die stark verein-
fachten 2D-Gleichungen des Kapitels 5.2 wegen 0/0¢ # 0 nicht mehr verwendet
werden.

Wie nun verhalten sich die Teilchenbahnen unter Einfluss eines in diesem Sin-
ne erweiterten Gravitationspotenzials 7 Wie in fritheren Kapiteln gezeigt (Abbn.
4.15 bis 4.17), ergeben sich ohne Satelliteneinfluss an den Ringridndern erhthte
numerische Exzentrizitdten, was dort hohere Geschwindigkeitsdispersionen be-
dingt. Im Gegensatz zu dieser Erkenntnis zeigen die numerischen Exzentrizitdten
der Teilchen im erweiterten Gravitationspotenzial z.B. mit einer 2:1-Resonanz
ein invertiertes Verhalten: an den Réindern sind wesentlich geringere numerische
Exzentrizitéiten als in der Ringmitte zu erkennen (Abbn. 7.4 und 7.5). Dieser
Umstand &ndert sich auch iiber lange Zeitrdume (hier etwa iiber 65 Tkep) nicht.
Analoge Schlussfolgerungen wie in Kapitel 4.4 fiihren hier zu der Annahme, dass
die mittlere freie Weglinge in der Ringmitte zu diesen Zeitpunkten gréfler sein
muss als an den Réndern.

Die optische Tiefe der beiden Simulationen mit den 8:1-Resonanzen zeigt lei-
der keine ortlichen Fluktuationen, die auf radiale Gebiete mit niedriger optischer
Tiefe schlieflen lassen konnten, sondern eher dasselbe Verhalten wie bei satelliten-
losen Ringen, d.h. eine zumindest angenéherte Gauss’sche Verteilung der Materie
iiber den Ort. Eine merkliche Beeinflussung des Satelliten auf die radiale Mate-
rieverteilung im Ring zeigt demgegeniiber eher die Langzeitsimulation mit ein-
gestellter 2:1-Resonanz (Abbn. 7.6 und 7.7). Die Motivation fiir die Wahl dieser
Resonanz dient die Tatsache, dass beim Saturnring die 2:1-Lindblad-Resonanz
seines Mondes Mimas wahrscheinlich fiir die Cassini-Spalte verantwortlich ge-
macht wird, sicher jedoch als die Ursache fiir ihren inneren Rand gilt [10]. Das
fiihrte zu der Annahme, dass eine 2:1-Resonanz in den Simulationen ebenfalls
zu Gebieten an bestimmten radialen Orten fithren miisste, welche eine niedrigere
optische Tiefe besitzen. Die Ergebnisse sind in den Abbn. 7.6 und 7.7 zu erken-
nen. Deutlich ist dort eine vom radialen Ort und vom Azimutwinkel abhingige
optische Tiefe zu sehen, welche bereits bald nach Beginn der Simulation in eine
beziiglich des Zentralteilchens punktsymmetrische Dichtewelle iibergeht. Es sind
dort Verdichtungen zu erkennen, also Gebiete erhohter optischer Tiefe, welche
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Abbildung 7.6.: 2:1-Resonanz mit Mcomp = 1/1000 M, zur Zeit ¢ ~ 29 Tkep (0ben)
und ¢ ~ 43 Tkep (unten).
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Abbildung 7.7.: 2:1-Resonanz mit Mcomp = 1/1000 M, zur Zeit ¢ ~ 58 Tkep (0Oben)
und t &~ 86 Tkep (unten).



90

also an unterschiedlichen azimutalen Winkeln unterschiedliche Werte besitzt. Es
ist also moglich, dass sich fiir eine bestimmte Wahl von Moy, und Teomp zu ei-
nem bestimmten radialen Ort r fiir alle Azimutwinkel ¢ eine optische Tiefe sehr
geringen Wertes einstellt (d.h. eine spaltenéhnliche Region).



8. Zusammenfassung

8.1. Uberblick

In dieser Arbeit wurden molekulardynamische Simulationen von 3-dimensionalen
N-Teilchen-Systemen, welche sich in einem zentralen Gravitationspotenzial be-
finden, durchgefiihrt. Die Eigengravitation der Ringe wurde auf Grund ihrer im
Vergleich zum Zentralkoérper geringen Masse vernachléssigt. Eine weitere Verein-
fachung der Simulationen bestand darin, dass ausschliefflich monodisperse Sy-
steme untersucht wurden. Zuerst wurden Simulationen gestartet, um allgemeine
physikalische Erhaltungsgréfien wie Energieerhaltung und Drehimpulserhaltung
des Aggregats zu iiberpriifen und die Keplerbewegung der Teilchen zu verifizie-
ren, um die Korrektheit des erstellten Programmcodes zu bestétigen.

Eine wichtige Aufgabe bestand darin, eine geeignete Temperaturdefinition zu fin-
den, um Aussagen iiber den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeitsdispersionen
und damit der Temperaturen im System zu gewinnen. Mit der Stoflviskositit gibt
es einen zu variierenden Parameter, der ein Maf fiir die Kiihlrate des Systems
darstellt und mit dem das gesamte Temperaturverhalten empfindlich zu beein-
flussen ist. Mit unterschiedlich eingestellten Stoflviskositéiten konnte das System
abgekiihlt bzw. aufgeheizt werden, was einen Schwellwert fiir die Stofviskositét
impliziert, bei dem die Temperatur zeitlich konstant bleibt. Diesen galt es dann
zu finden und mit der Theorie zu {iberpriifen. Neben der Untersuchung des zeitli-
chen Verlaufes der einzelnen Geschwindigkeitsdispersionskomponenten war auch
die explizite Analyse ihres radialen Verlaufes von besonderem Interesse.

Ein weiterer wichtiger Aspekt, der in der Arbeit behandelt wurde, war der Ver-
such eines Uberganges von der diskreten, mikroskopischen Simulation zu einer
hydrodynamischen Betrachtungsweise makroskopischen Charakters. Dies wurde
versucht, indem die Dynamik des Ringes sowohl in radialer wie auch in vertikaler
Dimension mit entsprechenden speziellen Losungen der Navier-Stokes-Gleichung
iiberpriift wurde. Dies geschah mit Beriicksichtigung verschieden stark einge-
stellter Dissipation. Um diesen Ubergang zu bewerkstelligen, mussten die hydro-
dynamischen Grundgleichungen zuerst in eine zwei-dimensionale Form gebracht
werden, damit sie die spezielle Symmetrie der Teilchenaggregate zu beschreiben
vermogen.

Schliefflich wurde noch das zeitliche Verhalten gewisser Groflen des Systems be-
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obachtet, wiahrend die Teilchen unter dem Einfluss eines erweiterten Gravitati-
onspotenzials mit unterschiedlich eingestellten Resonanzen standen.

8.2. Ergebnisse

Die molekulardynamische Behandlung von ringférmigen Teilchenaggregaten lie-
ferte folgende Erkenntnisse:

e die Pseudoteilchen bewegen sich auf Keplerbahnen, da die Gesamtenergie
negative Betriige (gebundene Bahnen) annimmt; fiir Keplerbahnen folgt aus
den Simulationen, wie erwartet, auch das Ergebnis (v,) > (v,) =~ (v,) = 0;
die Gesamtenergie und der Gesamtdrehimpuls aller Teilchen bleiben bei
dissipationsfreien Systemen erhalten;

e auf Grund der differenziellen Rotation der einzelnen Ringbereiche ergibt
sich eine nach auflen hin abnehmende Temperatur und nach auflen hin
abnehmende scherviskose Reibungseffekte;

o fiir die Geschwindigkeitsdispersionskomponenten ist eine Diskrepanz v, =
2 - vpy iber alle Zeiten gefunden worden, welche theoretisch durch die
Standardabweichung (durch Zeitmittelung) der Geschwindigkeitsdispersi-
onskomponenten fiir verschiedene Bahnexzentrizitiaten erklirt werden konn-
te; auflerdem konnte gezeigt werden, dass eine h6here Bahnexzentrizitit eine
hohere Temperatur der Teilchen bedingt;

e die hoheren Werte von vr, und vr, an den Ringréndern in radialer Dimen-
sion sind durch die dortigen héheren Bahnexzentrizitéiten zu erkléren;

e die Bedingung fiir eine diinne Scheibe ist sowohl fiir nicht-dissipative (zu-
mindest fiir ein anfingliches Zeitintervall) als auch fiir dissipative Systeme
erfiillt — Berechtigung der 2D-NSG;

e cs wurde nach der e-7-Relation ein Schwellwert fiir den vorzugebenden (nor-
malen) Restitutionskoeffizienten berechnet, wenn eine zeitlich mehr oder
weniger konstante optische Tiefe angenommen wurde: wird der Schwell-
wert iiberschritten, so heizt sich das System permanent auf, wird er unter-
schritten, dann kiihlt das System ab, bis ein Gleichgewicht erreicht wird; ist
der Schwellwert eingestellt, dann verlauft die Temperatur zeitlich konstant
(Quasi-Gleichgewicht);

e stark dissipative Simulationen zeigen ein in radialer und vertikaler Dimen-
sion saturierendes System, wihrend nicht-dissipative Simulationen in diese
Richtungen eine aktivere Dynamik in Form eines kontinuierlichen Ausein-
anderflieffens aufweisen;
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e der Vergleich zwischen mikroskopischer Simulation und der makroskopisch
giiltigen speziellen Losung fiir das radiale viskose Zerflieflen ergibt, entgegen
der Annahme einer konstanten z-integrierten kinematischen Viskositét, eine
zeitlich anwachsende, fiir schwach dissipative Systeme eine weniger stark
anwachsende;

e die makroskopisch giiltige spezielle Losung fiir die vertikale Teilchenzahl-
dichte ist unabhéngig von der Kiihlrate konform mit den Simulationsergeb-
nissen;

e simuliert man mit Begleitern, dann ergeben sich im Gegensatz zu Simulatio-
nen ohne erweitertem Gravitationspotenzial in der Ringmitte oszillierende
Temperaturwerte; die Bahnexzentrizitéten sind entgegen den satellitenlosen
Simulationen an den radialen Ringrindern niedriger als in der Ringmitte;

e die 2:1-Resonanz erzeugt im Ring vom Azimutwinkel abhéngige Dichtewel-
len.

8.3. Ausblick

Im Rahmen der Simulation von Akkretionsscheiben konnte als zukiinftige Auf-
gabe eine Quelle von Teilchen (Massenfluss vom Begleitstern) implementiert und
die bereits vorhandene, aber in dieser Arbeit nicht benutzte Teilchensenke (kom-
paktes Zentralobjekt) verwendet werden. Dann kann noch - der Vollstindigkeit
halber - die dritte hydrodynamische Grundgleichung, d.h. die Energiebilanzglei-
chung, iiberpriift werden.

Um gewisse Strukturen im Ring wie Gebiete niedriger optischer Tiefe (z.B. Spal-
ten) unter Einfluss von umlaufenden Satelliten zu erhalten, miissen geeignete
Werte fiir die Begleitermasse wie auch fiir dessen Umlaufzeit (gleichbedeutend
mit einer bestimmten Resonanz) eingestellt und moglicherweise auch sehr lange
Simulationen (¢ > 100 Tkep) in Kauf genommen werden.

Ferner kann in Zukunft noch die z-integrierte kinematische Viskositét, d.h. ihr
zeitliches Verhalten, niher untersucht werden. Nach Gl. (3.23) konnte sie eine
Zeitabhingigkeit erhalten, wenn sich die optische Tiefe zeitlich &ndern wiirde.
Ein zeitlicher Zuwachs von v* wiirde die Ergebnisse des Kapitels 5 bestétigen.
Dies alles konnte systematisch untersucht werden, wenn die optische Tiefe bei der
Teilchenerzeugung zu beeinflussen wére. Auflerdem wiirde man dhnliche Untersu-
chungen fiir polydisperse (zunéchst einmal bidisperse) Systeme durchfiihren und
den Einfluss unterschiedlich grofler Teilchen auf gewisse Groflen wie Tempera-
tur, optische Tiefe und Geschwindigkeitsverteilung studieren kénnen. Auflerdem
kénnte die analytische Losung Gl. (5.12) des radial viskos zerflieBenden Ringes
numerisch gel6st und mit Simulationen mit geeignet gew#hlten Parametersitzen
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verglichen werden.

Andererseits wire es — wie gerade erst angesprochen — eine groflie und wichtige
Herausforderung, die Erzeugung der Teilchenaggregate kontrollierter zu gestalten,
d.h. auf die optische Tiefe der Systeme so genau wie mdglich Einfluss zu nehmen.
Dies und die Absicht der Erzeugung bereits saturierter Anfangskonfigurationen
wiirden dann eine tatséchlich zeitlich konstante optische Tiefe 7 bedingen, welche
zur Bestimmung eines genaueren Schwellwertes fiir den Restitutionskoeffizienten
e fithren sollte. Eine kontrolliertere Teilchenerzeugung koénnte z.B. insofern ge-
schehen, als man die Teilchen kettenférmig um das Zentralpotenzial anordnet
und damit in drei Dimensionen eine dichte Packung erhélt. Damit konnte dann
auch unmittelbar Einfluss auf die Teilchenzahldichte genommen und so gezielt
weniger oder mehr Stéfle pro Zeitschritt erzwungen werden. Dadurch kénnten
weitere Felder der Theorie hinsichtlich diinner oder dichter granularer Medien
erschlossen werden (z.B. wiirde bei dichten Systemen dann der kollisionale Anteil
des Drucktensors wichtig werden).




A. Herleitung der hydrodynamischen
Gleichungen in Zylinderkoordinaten

Fiir astrophysikalische Probleme wie der Beschreibung planetarischer Ringe oder
Akkretionsscheiben, welche eine Rotationssymmetrie aufweisen (wobei die z-Achse
des verwendeten Koordinatensystems der Rotationsachse des Systems entspre-
chen soll), muss die Navier-Stokes-Gleichung (im Folgenden wieder als NSG be-
zeichnet) in einem angepassten Koordinatensystem niedergeschrieben werden. In
diesem ersten Teil des Anhanges soll die NSG in den notwendigen Zylinderko-
ordinaten hergeleitet werden, da in anderer Literatur oft nur das Ergebnis zum
Nachschlagen (z.B. [12]) aufgefiihrt ist.

Im Folgenden, wie bisher auch in der gesamten Arbeit geschehen, wird die fol-
gende Nomenklatur zu Grunde gelegt:

e zwei skalare Groflen, eine skalare mit einer tensoriellen und dyadische Pro-
dukte zweier Tensoren (wie im Geschwindigkeitsgradienten) werden ohne
ein Zeichen miteinander (dyadisch) multipliziert und

e Multiplikationen zwischen tensoriellen GroBen (darunter fallen z.B. die Ska-
larprodukte und die wichtigen Tensordivergenzen) werden mit ,, - ¢ gekenn-
zeichnet.

A.1. Herleitung der NSG in Zylinderkoordinaten

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung dient die NSG in kartesischen Koordinaten,
d.h.

v
-— = .T Al
P Vp+V-T+pf (A1)
mit
Dv ov

o 2@ . A2
Dt ot m0+(v V) va (4.2)

_ 0v, O0zp 0V,

ot - ot ¢ 0z " ’
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der aus Kapitel 1 bekannten materiellen Ableitung in der FEuler’'schen Darstel-
lungsform und der Divergenz des Spannungstensors V - T' = V - (T — pl). Der
erste Term der rechten Seite der Gl. (A.2) ist an einem festen rdumlichen Punkt
x = x(€,t) = xo, wihrend die rdumliche Ableitung der Geschwindigkeit und
die Zeitableitung des rdumlichen Punktes im zweiten Term der rechten Seite zu
einem festen Zeitpunkt ¢ = ¢y bzw. fiir einen festen materiellen Punkt &, zu be-
trachten sind.

Der Ubergang von einem kartesischen zu einem zylindrischen Vektor wird in zwei
Schritten vollzogen. Zuerst iibersetzt man die von den kartesischen Koordinaten
(x,y, z) abhiingigen Vektorkomponenten geméfl x = rcos(¢),y = rsin(¢),z = z
in zylindrische Koordinaten (r, ¢, z)

v (2, Y, 2) Uz (1, 0, 2) Uy COS ¢ — vy Sin @
v=| v(r,y,2) | =0=| 0(r,¢,2) | =| vsing+uvscosp | . (A.3)
UZ (x7 y7 Z) /ijz (T7 ¢7 Z) /UZ

Hierbei enthélt der entstehende Vektor v zwar Zylinderkoordinaten, ist jedoch
noch im kartesischen System definiert. Der zweite Schritt bildet diesen Vektor
mit Hilfe der Transformationsmatrix M linear in das zylindrische System ab:

v (7, @, 2) cos¢p sing 0 Uy (1, P, 2)
ve(r,d,z) | =M -v=| —sing cos¢ 0 oy(r,¢,2) . (A4)
v,(r, @, 2) 0 0 1 0,(r, ¢, 2)

Jedes krummlinige Koordinatensystem besitzt also eine spezielle Transformati-
onsmatrix, mit der man z.B. zwischen dem kartesischen und dem betreffenden
krummlinigen Koordinatensystem wechseln kann.

Um die kartesische NSG nun in das zylindrische Koordinatensystem zu iiber-
setzen, macht man von der Umkehrung von Gl. (A.4) Gebrauch und findet im
einfachsten Fall fiir Vektoren, auf die keine Operatoren wirken, wie z.B. das in der
materiellen Ableitung im nicht-linearen Term links vom Nabla-Operator stehende
Geschwindigkeitsfeld,

Uac vT‘
o= 0 |=M"-| v |, (A.5)
U, v,

oder wie die auf der rechten Seite von Gl. (A.1) stehende Kraftdichte,

i fx fr
pf=p| fy | =M"p| fo |- (A.6)
fz fz

Dann miissen noch die Operatoren zuerst in das zylindrische System {iiberfiihrt
werden, um danach auf die kartesischen Vektoren und Skalare zu wirken. Die
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Zeitableitung #ndert ihre Form unter einer Koordinatentransformation nicht,
kann also sofort auf den kartesischen Geschwindigkeitsvektor wirken:

v i
N o — Ov
R B T L[ o
N I T XN I (A7)
85}; Orv:

worin auf Grund der Euler’schen Betrachtungsweise der materiellen Ableitung die
zylindrisch rdumlichen Koordinaten als zeitlich konstant r = rg, ¢ = ¢9, 2 = 29
angesehen werden, womit oben ¢ = 0 wird.

Allerdings dndert sich der Nabla-Operator des nicht-linearen Terms der rechten
Seite von Gl. (A.1) unter einer Koordinatentransformation:

: _ %
| o (v-V)u, o .
(v-V)o=M (v V) vy + 22 , (A.8)
(v-V)u,

wobei auf das Geschwindigkeitsfeld, welches links vom Nabla-Operator steht, kein
Operator wirkt, weshalb fiir ihn das bereits hergeleitete Ergebnis von Gl. (A.5),
also das in Zylinderkoordinaten iibersetzte Geschwindigkeitsfeld v = (v,, v, UZ)T,
einzusetzen ist.

Auch im Druckgradienten der rechten Seite dndert sich der Operator:

Orp
Vo=M"-| 0p | (A.9)
0.p

Fiir die Tensordivergenz in Gl. (A.1) kann nicht nach obigem Schema vorgegangen
werden, weshalb die Produktregel

V- -(T"-a)=(V-T)-a+Sp[(Va) -T"] (A.10)

herangezogen werden muss (s. [11]). Ersetzt man den allgemeinen Vektor a z.B.
durch den zylindrischen Einheitsvektor e,, dann folgt fiir das Skalarprodukt

V. (IT : er) =V (Trrer + Tr¢e¢> + Trzez) )
und der allgemeine Vektorgradient in Zylinderkoordinaten

1 a,
Ora, -0pa, — == 0,0y

Va = 6ra¢ %8¢CL¢ + ar_r 8za¢ (A.ll)
ora, %B(baz 0,a,

wird zu
0 0O
Ve,=| 0 1 0
0 0O
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Aus GI. (A.10) folgen dann die zylindrischen Komponenten der Tensordivergenz

ATy 10T, Ty, Trr =T,
AR I
T — or 4 19744 oz ortTre
v I_ or + r O0¢ _ETBz + r ’
Ol 19229 Ter
oz + r O¢ + r

(A.12)

wenn man auch noch die Komponenten (V - T')-e, und (V - T')-e, nach gleichem
Schema bestimmt. Die einzelnen Ergebnisse aus den Gln. (A.5) bis (A.9) und
(A.12) ergeben dann die gesuchte NSG in Zylinderkoordinaten. Die einzelnen
Komponenten der NSG lauten damit

v, v\ _ Op
P (G =) = LV Db,
vy vvg\ . 10p
PG+ T ) = (VD) et pfs (A1
v, ~ Op
p<at —|—(‘U'V)UZ> = _%‘i‘(v I) ez"—pfz-

Die NSG in Zylinderkoordinaten (A.13) wird in Kapitel 5 zur rechnerischen Be-
schreibung des radialen ZerflieBens des Ringes benutzt.

Dazu soll hier noch die genaue Form der einzelnen zylindrischen Tensorkompo-
nenten ohne Herleitung aufgefiihrt werden:

ov, Ov,
T, = =
rz zZr ( ar 82) )
10v, Ov
T = o= (15t 5

2
T,, = <C - §n> V-v+2n 9y (A.14)
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A.2. Herleitung der Kontinuitatsgleichung in
Zylinderkoordinaten

Die kartesische Kontinuitédtsgleichung lautet

dp LV () = Op  pva) | Opvy) . O(pu:)

ot ot~ o dy 9. O (A.15)

vgl. Abschnitt 1.3. Wéhrend die Zeitableitung der Dichte bei der Koordinaten-
transformation forminvariant bleibt (s. Gl. (A.7)), &ndert sich die Divergenz des
Produkts aus p und v. Uberfiihrt man den kartesischen Vektor pv mit z =
rcos(¢),y = rsin(¢), z = z in zylindrische Koordinaten und bildet z.B. fiir die
erste Koordinate

D(pv:) _ pie) Or | dpie) 96 Opivs) D=

dr  Or Oz 0¢p Ox 0z Ox

(A.16)

Mit GL (A.3), den Ableitungen 2& = cos(¢), 22 = —w, 9 = 0 und ana-
loger Vorgehensweise bei den anderen beiden Komponenten folgt schlie8lich die

zylindrische Darstellung der Kontinuitétsgleichung:

@ + la(pﬂj,«) + la(pvqﬁ) + a(pvz)

ot r Or r  0¢ 0z =0 (A.17)
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B. Die Definition der Temperatur

In Anlehnung an die Temperaturdefinition beim idealen Gas [1], [18] muss fiir
das System ein gutes Maf fiir die Fluktuationsgeschwindigkeiten gefunden wer-
den, um einen Ausdruck fiir die kinetische Energie und damit fiir die Temperatur
zu erhalten. Ein gutes Maf} wiirde die Standardabweichung o der Verteilungs-
funktion der Geschwindigkeiten darstellen — vgl. Anhang D. o entspricht dann
der mittleren Abweichung der einzelnen Geschwindigkeitswerte von der mittleren
Geschwindigkeit, ist also die im Kapitel 4 verwendete Fluktuationsgeschwindig-
keit vp = (El v%’i)l/ > Die kinetische Energie der fluktuativen Bewegung eines
Teilchens der Masse m, welches sich im 3-dimensionalen Raum bewegen kann,
lautet
1 2 2 2 Lo
Fiin = 3" (vE1 + v3y +0v75) = 3T (B.1)
worin die vr; die Fluktuationsgeschwindigkeitskomponenten entweder im kartesi-
schen oder im zylindrischen Koordinatensystem sind. Fiir die kinetische Energie
folgt nach dem Gleichverteilungssatz der Thermodynamik

Eyin = §kBTth o §Tg ; (B.2)
2 2
wonach auf jeden Freiheitsgrad der Betrag (1/2)kgTy, entfillt. Hiermit wird ein
Bezug zum Temperaturbegriff hergestellt. T, := kpT}, besitzt die Einheit der
Energie, wird als granulare Temperatur pro Teilchen und Freiheitsgrad und in
dieser Arbeit stets mit

((v*) = (v)?) (B.3)

3

bezeichnet. Hier ist v = ((v2) — (v)2)"/? die oben erwiihnte Standardabweichung
der Geschwindigkeiten.

Betrachtet man einmal die Standardabweichung in Gl. (B.3) niher, so erkennt
man, dass beim mittleren Quadrat (v?) vor der Mittelwertsbestimmung das Qua-
drat der Geschwindigkeiten berechnet wird. Damit werden alle evtl. auftretenden
negativen Vorzeichen neutralisiert und das mittlere Quadrat muss unabhingig
sein vom verwendeten Koordinatensystem. Viel empfindlicher gegeniiber Koordi-
natentransformationen verhilt sich dagegen das quadratische Mittel (v)?, da hier
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zuerst gemittelt und dann das Quadrat bestimmt wird. D.h. mit der Anderung
des quadratischen Mittels dndert sich auch der Absolutwert der Standardabwei-
chung.

Der Wert des quadratischen Mittels verdndert sich, wenn man bei der vorhan-
denen Rotationssymmetrie unterschiedliche Koordinatensysteme betrachtet. Bei
kartesischer Betrachtungsweise wiirden sich die v,- und v,~-Komponenten der
Pseudoteilchen in (in Bezug auf die Zentralmasse) punktsymmetrischen Volu-
menelementen zu Null mitteln, da sie unterschiedliche Vorzeichen aufweisen.
Demgegeniiber werden sich in zylindrischer Betrachtungsweise die v,- und vy-
Komponenten nicht herausmitteln. Beide Betrachtungsweisen wiirden dasselbe
Ergebnis liefern, wenn jeweils zuerst der Betrag der Geschwindigkeit und dann
die Mittelung vorgenommen werden wiirde, d.h. unter Verwendung von nun {|v|)?
statt wie in Gl. (B.3) von (v)?.

Unterteilt man die Teilringe in Parzellen, so kann man als weiteres Kriterium,
welche Temperaturdefinition im System die relevante ist, die Forderung gelten
lassen, dass die Standardabweichung unabhéngig von der Parzellenzahl dieselbe
zu sein hat, gleich, welche Art von Definition man verwendet. Bei Einteilung in
Parzellen muss es in kartesischer Betrachtungsweise letztendlich gleich sein, ob
man zuerst mittelt und danach die Betrige bestimmt oder umgekehrt, da sich
die v,- und v,-Komponenten innerhalb einer Parzelle sowieso nicht zu Null mit-
teln, wenn die Parzellen hinreichend klein gewihlt wurden. Also muss sich (v)?
umso effektiver zu Null mitteln und damit die Standardabweichung umso gréfer
werden, je weniger Parzellen benutzt werden.

Anhand eines weitestgehend relaxierten Ringes wurden verschiedene Temperatur-
definitionen untersucht. Die folgenden Gleichungen stellen die acht verschiedenen
Moglichkeiten dar, nach denen die Standardabweichung bzw. Temperatur jeweils
bestimmt wurde:

P (e 0+ 00— (22 ?)” By
= (et vﬂ+< B~ (vah — )%~ (0)%) " (B5)
el = (@2 + (e + (2 )

. <v2+v6+v> )" (B.6)

rl3" = (vl ((W3)p) + ((v])p)
1/2
- <¢ (o} + (030} + (03 )2) (B.7)
Der Index P (Parzellenmittelung) bedeutet, dass eine Parzelleneinteilung, R (Ring-
mittelung) bedeutet, dass keine Parzelleneinteilung vorgenommen wurde. Sowohl

fiir die Ringmittelung als auch fiir die Parzellenmittelung wurde einerseits zuerst
der Betrag, dann die Mittelung (Index BM), andererseits zuerst die Mittelung,
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| © 36 ] |

BMlyp|% | 7.075-1078 | 7.112-107% | 7.059 - 1078 || BM|vp|% | 7.126 - 1078

MB|yrls | 1.465- 1077 | 1.506 - 107 | 1.543-10~7 | MPBlug|3 | 1.546 - 107

BM [y [ 7.070 - 105 | 7.088-107° | 7.062 - 105 | PM[uz[%, | 7.125 - 105

Y || O DN —

MB 676,800 - 107 | 1.371-1070 | 2.762 - 107 | MPluglk [ 2.762 - 107

Tabelle B.1.: Vergleich unterschiedlich berechneter Standardabweichungen |vr| sowohl
fiir die Ringmittelung als auch fiir die Parzellenmittelung. Zur Erlaute-
rung der einzelnen Zeilen s. Text.

dann der Betrag (Index M B) bestimmt und daraus in Tab. B.1 die Standard-
abweichung |vr| berechnet. Die Betrachtung in unterschiedlichen Koordinatensy-
stemen wird durch die Indizes k (kartesisch) und z (zylindrisch) angezeigt. Ein
gutes Maf fiir die Temperatur im System hat man gewonnen, wenn der Wert un-
abhéngig von der Parzellenanzahl und unabhéngig vom angewendeten Verfahren
(BM oder M B) ist.

Wie man erkennen kann, dndern sich die Werte in der Zeile 5 (bestimmt durch
die Gln. (B.5) bzw. (B.7)) recht stark, was daran liegt, dass sich auf Grund der
kartesischen Betrachtung — wie oben erwihnt — die kartesischen Komponenten
herausmitteln. Je weniger Parzellen verwendet werden, desto effektiver mitteln
sich die Werte heraus und desto gréfler wird die Standardabweichung. Wiirde
man sehr viele Parzellen nehmen, dann wiirde sich der Wert der wahren Stan-
dardabweichung angleichen. Bei einer Parzelle unterscheidet sich der Wert nicht
von dem der Ringmittelung (wie auch erwartet).

Die Werte in Zeile 3 (ebenfalls bestimmt durch die Gln. (B.5) bzw. (B.7)) blei-
ben fiir unterschiedliche Parzellenzahlen beinahe konstant und entsprechen dem
der Ringmittelung, was an den zylindrischen Komponenten liegt, die sich nicht
herausmitteln. Trotzdem konnen sich auch hier die zylindrischen Komponenten,
wenn auch nur geringfiigig, herausmitteln, wenn z.B. in einer Parzelle Teilchen
sind, die sowohl negative wie auch positive (v,)- bzw. (v,)-Komponenten besit-
zen. Dies muss in Zeile 3 der Fall sein, da die dortigen Standardabweichungen
ein wenig grofiere Werte besitzen als in den anderen Zeilen (Bsp. hierfiir zur Ver-
anschaulichung ist der radial zerflieende Ring (Kapitel 5), bei dem am inneren
Ringrand Teilchen sich in Richtung Zentralmasse und am &ufleren Ringrand in
entgegengesetzte Richtung bewegen).

In Zeile 2 und 4 (beide bestimmt durch die Gln. (B.4) bzw. (B.6)) sind die
Standardabweichungen unabhingig von der Parzellenanzahl, stimmen auch mit
der Ringmittelung und sogar gegenseitig iiberein. Dies liegt daran, dass in beiden
Féllen zuerst der Betrag und dann die Mittelung vorgenommen wird. Das wird die
gegenseitige Vernichtung von Komponenten unterschiedlichen Vorzeichens ver-
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meiden. Folglich miissen beide Definitionen ein gutes Maf} fiir die Standardab-
weichung sein, weshalb sie auch zur Temperaturbestimmung (bzw. Bestimmung
der Geschwindigkeitsdispersionen) innerhalb der gesamten Arbeit verwendet wur-
den. Es scheint also, dass solche Temperaturen, die durch die Gln. (B.4) und (B.6)
zum Ausdruck kommen, geeignet sind zur Beschreibung einer gesamten granula-
ren Systemtemperatur.

Die hier durch Plausibilitéitsbetrachtungen erhaltenen Begriindungen, welche Stan-
dardabweichung nun die angepasste ist, ist natiirlich auch auf einzelne Kom-
ponenten des jeweils benutzten Koordinatensystems zu {iberfiihren, so dass die
relevanten Gleichungen zur Berechnung der Standardabweichung auf eine Kom-
ponente reduziert werden koénnen. Fiir die beiden nach den Uberlegungen dieses
Kapitels geschlussfolgerten Definitionen der Standardabweichungen fiir eine be-
liebige Komponente 7 gilt

BM |UT,i

o= (e )" (B3)

o= ((ehn - (fene?) (B.9)

BM |UT,i

wobei im kartesischen Fall i € {z,y, 2} und im zylindrischen Fall i € {r, ¢, z}
ist. Die Definition (B.8) wird in den Kapiteln 4, 5 und 6 zur Bestimmung von
Geschwindigkeitsdispersionskomponenten benutzt.



C. Verwendete Einheiten

In der astronomischen Literatur sind die Léngeneinheiten Lichtjahr (ly), Parsek
(pc) und Astronomische Einheit (au) iiblich, da sie die grofien kosmischen Ent-
fernungen am Bequemsten bemessen kénnen. Die Ausdehnungen planetarischer
Ringe (bis wenige 10° km) oder von Akkretionsscheiben (einige au) sind allerdings
so klein, dass nach geeigneten Einheiten gesucht werden sollte. Fiir eine bequeme-
re Achsenbeschriftung sind hierfiir Sonnenradien und -massen eingefiihrt worden.

In der gesamten Arbeit sind

e Lingen in Sonnenradien Ry (1 Re = 6.960 - 10° km),

e Massen in Sonnenmassen Mg, (1 My = 1.989 - 10%° kg),

e Zeiten in Sekunden s

in SI-Einheiten

in neuen Einheiten

R 273528 m 0.000393 Re,
Py 0.0137 kg m 3 2.32-10°% M RS’
Mred 5.866 - 10™ kg 2.949 - 10710 M,
v 1.01-10" kg s ! 5.078 - 101" Mg st
n 0.0861 s~ ! 0.0861 s~ !
k 2.5564 - 101 kg 572 1.285- 10716 M, s72
Wo 0.6601 s~ ! 0.6601 s~ !
w 0.6545 s~ ! 0.6545 s~ !
t. 4.8 s 4.8 s
€ 0.66 0.66
M, 5.77-10% kg 2.9-10~* M,
G [667-10 " Nm?kg ?|3.93-10 "R} M;' s

Tabelle C.1.: Diese hier aufgefiihrten GréBen waren beispielsweise fiir die Simulation
mit € = 0.66 eingestellt und sind hier im Vergleich mit den SI-Einheiten
aufgefiithrt. M, und der Zeitschritt A¢ = 0.08 s hatten alle Simulationen

gemeinsam; G ist die Newton’sche Gravitationskonstante.

angegeben. Alle anderen in der Arbeit benutzten physikalischen Gréflen besitzen

die in Tab. C.1 aufgefiihrten Einheiten.
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D. Teilchengenerierung

Da der Verlet-Algorithmus aus den alten und aktuellen Orten der Teilchen die
neuen Orte und Geschwindigkeiten berechnet, miissen zu Beginn der Simulation
diese Anfangsdaten angegeben werden, damit innerhalb des ersten Zeitschrittes
der neue Ort berechnet werden kann. Dazu muss eine Anfangsverteilung der Teil-
chenorte und -geschwindigkeiten erzeugt werden, welche zumindest die aktuellen
Orte liefert. Daraus werden dann mit Hilfe der aktuellen Geschwindigkeiten die
alten Orte extrapoliert, worauf dann der Verlet-Algorithmus zuriickgreifen und
die Simulation starten kann.

Um bei der Teilchengenerierung moglichst nahe an eine Gleichgewichtsverteilung
heranzukommen (damit spétere Simulationen nicht zu lange laufen), wurden die
Verteilungen hinsichtlich der Orte und der Geschwindigkeiten so realitdtsnah wie
moglich gew#hlt. Das bedeutet insbesondere fiir die Teilchenorte

e cine Gauss’sche Verteilung in radiale Richtung,
e cine Gleichverteilung in azimutale Richtung

e und eine Gauss’'sche Verteilung in axiale Richtung,
wihrend fiir ihre Geschwindigkeiten

e cine Gauss’sche Verteilung aller kartesischen Komponenten um den Betrag
der Keplergeschwindigkeit vkeps (s. Abb. D.1) fiir den radialen Ringschwer-
punkt (bzw. Ringmitte » = 0.151 Rg)

generiert wurde. Bei der Teilchenerzeugung kann ein Maximal- und ein Mini-
malwert z.B. fiir die v,-Komponente angegeben werden, zwischen denen eine
Gauss’'sche Verteilung der Werte vorliegt. Fiir diese Art von Verteilung kann eine
Standardabweichung der Geschwindigkeiten berechnet werden,

U = <vo2c> - <vx>2 )

welche die mittlere Relativgeschwindigkeit bzw. die Geschwindigkeitsdispersion
fiir die entsprechende Geschwindigkeitskomponente liefert.
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Abbildung D.1.: Veranschaulichung der Generierung einer Gauss’'schen Verteilung am
Beispiel der Geschwindigkeitskomponente vx [Rg/s], mit vgmin =
Ux,§ — 0.05- UKep,S und Ux,max = Vx,S +0.05 “UKep,S ('UKep,S =2.73-10"°
Ro/s).

Da leider die Generierung der Teilchenorte willkiirlich erfolgt (d.h. mit einem
Zufallszahlengenerator), kann kein direkter Einfluss auf die Orte der Teilchen ge-
nommen werden. D.h. es sind dann Uberlappungen die Folge, welche noch zu
eliminieren sind. Die damit entstandene ringférmige Ausgangskonfiguration hat
im Falle von N = 9108 dann auch eine vorgegebene optische Tiefe 7 = 0.3 (s.
Abschnitt 3.2), was eigentlich im Vergleich zu der Verteilung der optischen Tiefe
im Saturn-Ring einem eher diinnen granularen Gas (welches die Cassini- oder
Encke-Spalte fiillt) entspricht.

Wihlt man maximal auftretende Anfangswerte von z.B. 5 % der Keplergeschwin-
digkeit viep,s beziiglich des radialen Ortes von r = 0.151 R, bei den einzelnen Ge-
schwindigkeitskomponenten (einschlielich der z-Komponente), dann erhélt man
ein oszillierendes Verhalten der kinetischen Energie, welches fiir Ey;,, eine klei-
nere Periode besitzt als fiir Fyi,x + Fiin,y, Was ein Vergleich der Abb. D.2 mit
D.3 zeigt. Dies ist auf die Entkopplung der NSG-Komponenten zuriickzufiihren
(Abschnitt 5.4.2). Aulerdem sieht man in Abb. D.2, dass Eyin x + Ekin y fiir die Si-
mulation, bei der zu Beginn v, = 0.05 - vkep s gewéhlt wurde, um einen kleineren
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Teilchengenerierung
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Abbildung D.2.: Verlauf der Summe der z- und y-Komponente der kinetischen Energie
Exinx + Fkiny [MoRZ /s?] iiber die Zeit ¢ [Tkep| fiir € = 1.00.
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Abbildung D.3.: Verlauf der z-Komponente der kinetischen Energie Eyin , [MQR?D /s%]
iiber die Zeit ¢ [Tkep) fiir € = 1.00.
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Mittelwert oszilliert als bei der Simulation, fiir die v,y = 0 gewé#hlt wurde. Dies
ist versténdlich, da die Wahl v,y # 0 auf Kosten von FEy, x o + Fyiny,0 geht. Der
allgemein ansteigende Verlauf der einzelnen Komponenten der kinetischen Ener-
gie resultiert wieder aus der Heizung des Systems durch differenzielle Rotation.
Néaheres dazu ist in Kapitel 4 nachzulesen.



E. Auswertung der Simulationen

Die Auswertungen der einzelnen Simulationen beziehen sich jeweils auf die Ein-
teilung der ringférmigen Teilchenaggregate in sogenannte Teilringe, in denen sich
jeweils nur noch ein Teil aller Teilchen befindet (im Allgemeinen wenige 10? Pseu-
doteilchen) und die in Abb. E.1 zur Veranschaulichung in das System mit einge-
zeichnet sind. Relevante physikalische Groflen wie die Anzahldichte, die einzelnen
Geschwindigkeitskomponenten der Teilchen sowohl in kartesischen wie auch in zy-
lindrischen Koordinaten oder auch die daraus zu berechnenden Temperaturkom-

Durchmesser des Teilchenaggregats
Auswertungsvolumen

€r

Abbildung E.1.: Das Auswertungsvolumen (hier Draufsicht) wird in viele Teilringe
derselben Breite Ar und Hohe A eingeteilt, worin sich dann zu jedem
Simulationszeitpunkt eine bestimmte Anzahl von Pseudoteilchen be-
findet, iiber welche dann relevante physikalische Groflen gemittelt
werden konnen.

ponenten kénnen dann fiir jeden Teilring zu einem bestimmten Simulationszeit-
punkt bestimmt werden. Diese Auswertung entspricht dann der Durchfiihrung
eines Experimentes, da man zu einem bestimmten Zeitpunkt den Zustand des
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Systems untersucht. Dabei muss man darauf achten, dass die Volumina der Teil-
ringe hinreichend grofy gewihlt werden, damit sie hinreichend viele Pseudoteilchen
beinhalten und man daher mit der erforderlichen Genauigkeit Statistik betreiben
kann. Ein typischer Mittelungsvorgang im Rahmen einer Auswertung ist die Auf-
summierung einer an ein Teilchen gehefteten physikalischen Grofie ¢ iiber alle
AN Pseudoteilchen in dem Teilring ¢ und der anschlieenden Division durch AN

() = 1 D0 (B.1)

So werden z.B. die einzelnen gemittelten Geschwindigkeitskomponenten gewon-
nen. Die Bestimmung der totalen Geschwindigkeitsdispersion pro Teilring wird
aus bereits gemittelten Grolen gewonnen, s. Anhang B, ndmlich

o) = | 3 ) - () = Jer = (o). ®2

n=1 n=1

: N2
d.h. fiir jeden Teilring werden die Gréfien (v2)" und (<UT>Z> gemifl Gl. (E.1)

bestimmt und danach die Geschwindigkeitsdispersion geméf Gl. (E.2) ermittelt.
Die Bestimmung von Anzahldichten entsprechen keiner Mittelung, sondern ledig-

Abbildung E.2.: Schnitt durch eine Kugelschale des Auswertungsvolumens. Das 6-
Intervall wird so grofl gewihlt, dass in vertikaler Richtung alle Pseu-
doteilchen erfasst werden. Zu einem gegebenen Kugelschalenort r;
kann dann die vertikale Teilchenzahldichte n’(z) bestimmt werden.
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lich einer Aufzdhlung der Teilchen pro Teilring:

B AN(r)

An(r) = AVi(r) ’

(E.3)

wobei AN?(r) die Gesamtzahl der Pseudoteilchen und AV(r) = wh (rZ,, — r?)
das Volumen des jeweiligen Teilringes (h sei die Hohe des Teilringes) darstellen,
wobei beide Grolen vom radialen Ort des Teilringes abhédngen. Diese Form der
Teilchenzahldichte wurde in den Kapiteln 5.3, 6.1 benétigt.

Die in den Kapiteln 5.4, 6.2 benutzte vertikale Anzahldichte An’(z) wird in der
Weise gewonnen, dass man das Auswertungsvolumen nun nicht in Teilringe auf-
teilt, sondern in Kugelschalen (in der Praxis wurde in beiden Fillen das Simula-
tionsvolumen in 60 Teilringe bzw. Kugelschalen eingeteilt). Man betrachtet da-
zu eine Kugelschale an einem bestimmten radialen Ort r; und z#hlt innerhalb
eines vorgegebenen f#-Intervalls [fin : Omax] — s. Abb. E.2 — alle in diesem aus-
geschnittenen Volumen befindliche Teilchen und teilt schliellich durch das Volu-
men. Aufgetragen werden die so gewonnenen Werte nicht {iber r, sondern iiber
z(r,6). Damit gewinnt man dann zu einem gegebenen radialen Ort die Teilchen-
zahldichte in Abhéngigkeit der vertikalen Koordinate z. Das Ergebnis ist dann
ein Verlauf der vertikalen Teilchenzahldichte zu einem bestimmten radialen Ort
fiir einen bestimmten Simulationszeitpunkt. Die in dieser Arbeit gezeigten verti-
kalen Anzahldichten wurden immer fiir die Mitte der verwendeten ringférmigen
Teilchenaggregate, d.h. fiir r; = 0.151 R, bestimmt.
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