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1 Einleitung
Granulare Medien sind im t�agli
hen Leben allgegenw�artig. Aber sei es nun diePhysik des Sandburgenbaus, das Wandern der D�unen in der W�uste, die Be-wegungen der Paran�usse im M�usli oder die Planetenbildung aus kosmis
hemStaub { das Verhalten von granularen Medien ist weit weniger gut verstandenals dasjenige einfa
her Festk�orper, Fl�ussigkeiten oder Gase { kann diesen Ag-gregatszust�anden aber dur
haus �ahneln. Eine einfa
he analytis
he Bes
hreibungvon granularen Medien gelingt nur selten; die wi
htigsten Untersu
hungsmetho-den sind daher Computersimulationen.Diese Arbeit bes
h�aftigt si
h mit granularen Medien geringer mittlerer Di
hte,den so genannten granularen Gasen. Von gew�ohnli
hen Gasen unters
heidet si
hein granulares Gas in erster Linie dadur
h, dass es si
h aus makroskopis
henTeil
hen zusammensetzt. Einerseits ma
ht dies die Bes
hreibung einfa
her, daman mit klassis
her Physik auskommt und keine quantenme
hanis
hen E�ekteber�u
ksi
htigen muss, andererseits sind die Teil
henkollisionen wesentli
h kom-plizierter und dissipative E�ekte spielen dabei eine wi
htige Rolle.Betra
htet man ein granulares Gas mit homogener Di
hte- und Temperaturver-teilung1, so f�uhren die dissipativen Teil
henkollisionen na
h und na
h zu einerAbk�uhlung des Systems. Wenn die Dissipation ausrei
hend stark ist, beoba
h-tet man dar�uber hinaus aber au
h die Bildung von komplexen Strukturen, sie-he beispielsweise Abb. 1.1. Es entstehen di
hte Teil
hen
luster mit niedrigererTemperatur und verd�unnte Berei
he mit h�oherer Temperatur. Diese Inhomo-genit�aten wa
hsen immer weiter heran, bis sie s
hlie�li
h Systemgr�o�e errei
ht1Mit "Temperatur\ ist hier und im Folgenden ein Ma� f�ur die mittlere kinetis
he Energieder Teil
hen gemeint. 3



1 Einleitunghaben. Zur Untersu
hung dieses Ph�anomens bedarf es einer sinnvollen Modellie-rung granularer Gase, der Bes
h�aftigung mit theoretis
hen Konzepten zu derenBes
hreibung und der Auswertung numeris
her Experimente.Ein weiterer S
hwerpunkt unserer Untersu
hungen soll dabei au
h auf der algo-rithmis
hen Optimierung und Parallelisierung eines geeigneten Simulationsver-fahrens liegen. Daher bes
h�aftigt si
h der erste Teil dieser Arbeit auss
hlie�li
hmit Algorithmik. Dazu wird in Kapitel 2 die Ereignisdynamik vorgestellt. Da-bei handelt es si
h um eine Variante der besser bekannten Molekulardynamik.Im Gegensatz zu dieser werden bei der Ereignisdynamik aber ni
ht stupide dieBewegungsglei
hungen aller Teil
hen numeris
h gel�ost. Stattdessen werden dieTeil
hentrajektorien in Abs
hnitte mit trivialer zeitli
her Entwi
klung und indie Ereignisse, die die Teil
henwe
hselwirkungen bilden, aufgel�ost. Diese werdendann jeweils in einem einzigen Re
hens
hritt abgearbeitet. Die Ereignisdynamikist deshalb wesentli
h eÆzienter als die Molekulardynamik, ist aber aufgrundihrer inh�arent seriellen Natur �au�erst s
hwierig zu parallelisieren.Mit dieser Problematik bes
h�aftigen wir uns im 3. Kapitel. Wir erl�autern dieS
hwierigkeiten, die einer einfa
hen Parallelisierung des Verfahrens im Wegestehen. Ausgehend von einigen bereits publizierten Vor�uberlegungen entwi
kelnwir dann eine vollst�andig parallelisierte Version der Ereignisdynamik. Diesebeinhaltet au
h dynamis
he Lastverteilung und ist somit besonders gut an in-homogene Systeme (wie z. B. die zu untersu
hende Clusterbildung) angepasst.Im zweiten Teil der Arbeit wenden wir uns dann der Untersu
hung granularerGase zu. Zun�a
hst f�uhren wir in Kapitel 4 ein geeignetes Modell f�ur granulareGase ein und versu
hen mittels kinetis
her Gastheorie, hydrodynamis
her Sta-bilit�atsanalyse und anderen Verfahren dessen Verhalten zu verstehen. Diese Me-thoden bes
hreiben gewisse Aspekte der zeitli
hen Entwi
klung eines abk�uhlen-den granularen Gases re
ht gut. F�ur den interessantesten E�ekt, n�amli
h dasHeranwa
hsen von Teil
hen
lustern, sind sie jedo
h ni
ht ausrei
hend.Das 5. Kapitel bes
h�aftigt si
h daher ausf�uhrli
h mit Computersimulationenvon granularen Gasen. Diese haben wir mit Hilfe der im ersten Teil bes
hrie-benen Ereignisdynamik dur
hgef�uhrt. Wir untersu
hen dabei unter anderemdas zeitli
he Verhalten der Temperatur- und Di
hte-Inhomogenit�aten sowie dieDynamik der Clusterpopulationen. Bei der Interpretation der Ergebnisse inter-essieren wir uns insbesondere au
h f�ur die Unters
hiede und Gemeinsamkeiten4



Abbildung 1.1: Beispiel f�ur Clusterbildung: Die abgebildete Momentaufnahmezeigt ein zweidimensionales System aus 10000 Teil
hen, die mit-einander dissipativ we
hselwirken. Na
h einiger Zeit hat si
h ausder anf�angli
h homogenen Verteilung eine komplexe, inhomoge-ne Anordnung von Teil
hen
lustern gebildet. Diese werden imweiteren Verlauf no
h weiter anwa
hsen, bis sie Systemgr�o�eerrei
ht haben.von zwei- und dreidimensionalen Systemen.S
hlie�li
h geben wir in Kapitel 6 eine Zusammenfassung der erzielten Resul-tate.Im letzten Teil der Arbeit sind dann no
h einige mathematis
h aufw�andigerenBere
hnungen und weitere Anh�ange geb�undelt. Dabei sei insbesondere auf dasSymbolverzei
hnis verwiesen, in dem si
h der Leser �uber die benutzten mathe-matis
hen Konventionen und physikalis
hen Bezei
hnungen informieren kann,sollten si
h ihm diese ni
ht unmittelbar aus dem Text ers
hlie�en. 5
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Teil I
Algorithmik:Ereignisdynamik
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2 Ereignisdynamik
Die Ereignisdynamik ist ein �au�erst eÆzienter Algorithmus zur Simulation vonVielteil
hensystemen. Sie hat nur eine wesentli
he Eins
hr�ankung: Es wird einModell vorausgesetzt, bei dem die Teil
hen, abgesehen von diskreten, momentanerfolgenden We
hselwirkungen (den Ereignissen) unabh�angig sind. Dies stellteine sehr gute N�aherung f�ur all jene physikalis
hen Probleme dar, bei denendie We
hselwirkungsdauer verna
hl�assigbar klein gegen�uber dem Zeitraum zwi-s
hen diesen We
hselwirkungen ist.1Ein einfa
hes Beispiel hierf�ur, das au
h in den folgenden Kapiteln eine wi
htigeRolle spielen wird, stellt die Kollision harter Kugeln dar [1, 2℄. Aber nat�urli
hist das Verfahren weder auf Teil
hen wie harte Kugeln, no
h auf We
hselwir-kungen wie Kollisionen bes
hr�ankt. Es l�asst si
h auf so unters
hiedli
he Gebietewie granulare Gase [3{5℄, Fl�ussigkeiten im Temperaturgradienten [6{8℄, Poly-mere [9℄, biologis
he Membranen [10, 11℄, Proteinfaltung [12℄, Simulationen vonStra�enverkehr [13℄, �okonomis
he Modelle [14℄, Kriegs-Simulationen [15, 16℄ undzahlrei
he andere physikalis
he und ni
ht-physikalis
he Systeme erfolgrei
h an-wenden. Der Einfa
hheit halber wird im Folgenden denno
h haupts�a
hli
h vonKugeln und St�o�en die Rede sein.Die Ereignisdynamik stellt dabei eine s
hnelle Variante der Molekulardynamikdar. Letztere ist ein zeitgesteuerter Algorithmus, erstere ein ereignisgesteuerter.Die gew�ohnli
he Molekulardynamik versu
ht, die Simulation in einzelne Zeit-s
hritte aufzul�osen, in denen dann syn
hron f�ur alle Teil
hen die Bewegungs-glei
hungen n�aherungsweise gel�ost werden. Die Ereignisdynamik dagegen l�ost1Aber au
h bei Problemen mit eigentli
h kontinuierli
her We
hselwirkung l�asst si
h dieseoft in eine Reihe einzelner, sukzessiver Ereignisse aufl�osen. Dann ist die Simulation mitHilfe der Ereignisdynamik denno
h m�ogli
h. 9



2 Ereignisdynamikdie Simulation in einzelne Ereignisse auf, an denen typis
herweise jeweils nurzwei Teil
hen beteiligt sind. Diese Ereignisse werden der Reihe na
h asyn
hronabgearbeitet. Dabei brau
hen nur die beteiligten Teil
hen aktualisiert werden,da die zeitli
he Entwi
klung der �ubrigen Teil
hen trivial ist.W�ahrend also bei der Molekulardynamik beispielsweise eine einzelne Teil
hen-Kollision in zahlrei
he kleine Zeits
hritte zerlegt werden muss und dies ebensof�ur alle ni
ht beteiligten Teil
hen zu ges
hehen hat, ist bei der Ereignisdynamikhierf�ur nur ein einziger Re
hens
hritt, der nur zwei Teil
hen betri�t, n�otig.In ihrer vereinfa
hten Form, in der bei jedem Re
hens
hritt analog zur Moleku-lardynamik alle Teil
hen aktualisiert werden, wurde die Ereignisdynamik s
honvor l�angerer Zeit publiziert [17℄ und s
hlie�li
h na
h und na
h weiter entwi-
kelt [18{21℄. Die ents
heidenden algorithmis
hen Verbesserungen, die drama-tis
he EÆzienz-Steigerungen mit si
h bra
hten, wurden s
hlie�li
h in [1℄ publi-ziert. Dieser Algorithmus, auf dem alle heute gebr�au
hli
hen Ereignisdynamik-Verfahren mehr oder weniger beruhen, ist nunmehr aber au
h s
hon �uber 10Jahre lang bekannt.Die gew�ohnli
he Molekulardynamik l�asst si
h einfa
her auf beliebige We
hsel-wirkungen verallgemeinern als die Ereignisdynamik. Aber f�ur zahlrei
he physi-kalis
he Fragestellungen ist die Ereignisdynamik die bessere Wahl. Der Haupt-grund, warum denno
h das weitaus ineÆzientere Molekulardynamik-Verfahreneine viel gr�o�ere Verbreitung gefunden hat, liegt in dessen Einfa
hheit { insbe-sondere wenn man zu parallelisierten Implementierungen �ubergeht. Die S
hwie-rigkeiten, die bei der Parallelisierung der Ereignisdynamik auftreten, sind inder Tat enorm. Wie si
h diese denno
h �uberwinden lassen, wird in Kapitel 3erl�autert.Zun�a
hst soll hier aber erst einmal auf die Grundlagen der Ereignisdynamikeingegangen werden. Dazu geben wir in Kapitel 2.1 einen kurzen �Uberbli
k�uber den prinzipiellen Ablauf des Algorithmus. Dann werden in Kap. 2.2 diewesentli
hen Datenstrukturen, die der Algorithmus ben�otigt, eingef�uhrt und inKap. 2.3 das Design des Simulationsraums vorgestellt. Damit k�onnen wir dannin den Kapiteln 2.4 und 2.5 zu den Details der beiden Hauptbestandteile desAlgorithmus { Zustandsaktualisierung und Ereignisbere
hnung { kommen. Einekurze Zusammenfassung dieser Ausf�uhrungen �ndet si
h s
hlie�li
h in Kapitel2.6.10



2.1 Grundlegender Ablauf2.1 Grundlegender Ablauf der EreignisdynamikDie Ereignisdynamik verarbeitet eine Folge diskreter Ereignisse der Reihe na
heines na
h dem anderen. Bei sol
h einem Ereignis kann es si
h beispielsweiseum die instantane Kollision zweier Teil
hen handeln. Nur diese beiden Teil
henwerden dann im aktuellen Iterationss
hritt bearbeitet, alle anderen Teil
henbleiben unver�andert. Das hei�t, dass si
h die Zustandsinformation der aller-meisten Teil
hen ni
ht auf die gerade aktuelle Simulationszeit bezieht, sondernauf einen Zeitpunkt in der Vergangenheit, an dem das jeweilige Teil
hen zuletztmit anderen Teil
hen interagierte.Die Ereignisverarbeitungs-S
hleife ist in Abb. 2.1 skizziert. Diese besteht imWesentli
hen ledigli
h aus zwei Hauptbestandteilen: Zun�a
hst wird das aktuel-le Ereignis aus der Wartes
hlange ausgelesen (S
hritt 1) und der Zustand derdaran beteiligten Teil
hen entspre
hend aktualisiert (S
hritt 2). Die zugeh�ori-gen Details werden sp�ater in Kap. 2.4 erl�autert. Ans
hlie�end werden f�ur dieseTeil
hen auf Grundlage des neuen Zustandes neue Ereignisse ermittelt (S
hritt3) und diese in der Wartes
hlange gespei
hert (S
hritt 4). Die Details hierzuwerden in Kap. 2.5 er�ortert. Nun beginnt die ganze Prozedur wieder von vorn(S
hritt 5) und wiederholt si
h, bis die aktuelle Simulationszeit den gew�uns
h-Ereignisverarbeitung:1. Hole das n�a
hste Ereignis aus der Wartes
hlange.2. Ereignis ausf�uhren: Aktualisiere den Zustand der beteiligtenTeil
hen.3. Bere
hne neue Ereignisse f�ur die beteiligten Teil
hen.4. Spei
here das n�a
hste Ereignis f�ur jedes beteiligte Teil
hen inder Wartes
hlange.5. gehe zu 1.Abbildung 2.1: Skizze der grundlegenden Ereignisdynamik-Routine 11



2 Ereignisdynamikten Endzeitpunkt errei
ht hat.Dar�uber hinaus ist f�ur ein vollst�andiges (serielles) Programm nur no
h eine derEreignisverarbeitung vorangehende Daten-Initialisierung notwendig, bei der f�urjedes Teil
hen ein Ereignis in die Wartes
hlange gestellt wird. Au�erdem solltedie Ereignisverarbeitung bei Bedarf zur Datenausgabe unterbro
hen werden.Da si
h ja die Zustandsinformationen der allermeisten Teil
hen auf einen Zeit-punkt in der Vergangenheit bezieht, muss f�ur die Ausgabe dann allerdings erstder aktuelle Zustand mit Hilfe der (trivialen) Bewegungsglei
hungen bere
hnetwerden.Die parallele Version dagegen ist wesentli
h komplexer und wird in Kapitel3 bes
hrieben. Zun�a
hst sollen nun die ben�otigten Datenstrukturen im Detailbetra
htet werden.2.2 DatenstrukturenDie wi
htigsten Datenstrukturen, die der Algorithmus verwalten muss, sindein Feld f�ur die Teil
henzust�ande und die Ereignis-Wartes
hlange. Beide Felderenthalten f�ur jedes Teil
hen genau einen Eintrag (siehe Abb. 2.2).2 Die Zust�andebeziehen si
h dabei auf Zeitpunkte tst in der Vergangenheit, die Ereignisse aufZeitpunkte tev in der Zukunft:tst(i) � aktuelle Zeit t0 � tev(i) (2.1)Der Teil
henzustand bes
hreibt den physikalis
hen Zustand f�ur jedes Teil
henzu einem Zeitpunkt direkt na
h dem jeweiligen letzten Teil
henereignis. Im Fal-le harter Kugeln umfasst dieser beispielsweise den Zeitpunkt tst des Zustands,die Orts- und Ges
hwindigkeitsvektoren r und v, evtl. au
h einen Rotations-ges
hwindigkeitsvektor ! oder weitere Eigens
haften. Physikalis
he Parameter,die f�ur alle Teil
hen glei
h sind, wie beispielsweise die Teil
henmasse oder dieTeil
hengr�o�e in einem monodispersen System, brau
hen nat�urli
h ni
ht in denTeil
henzustand mitaufgenommen werden.2Diese Datenorganisation ist eÆzienter als diejenige in [1, 2℄, da wir keine Doppelpu�erungder Daten ben�otigen. Unser Algorithmus hat demgegen�uber also nur einen halb so gro�enSpei
herbedarf. Siehe au
h die Anmerkung auf Seite 36.12



2.3 Simulationsraum
Teil
henzustand : ftst; r(tst);v(tst); : : : ; 
ounter; 
ell; idgEreignis : ftev; type; partner; 
ounter(partner)gAbbildung 2.2: Wi
htigste DatenstrukturenDar�uber hinaus enth�alt der Teil
henzustand no
h einige weitere Komponenten:Die Zellnummer (
ell) und der Kollisionsz�ahler (
ounter) werden in den Ka-piteln 2.3.2 bzw. 2.4.3 erl�autert. F�ur Systeme, in denen si
h die Teil
henzahl�andern kann, sowie f�ur parallele Implementierungen sollte das Feld f�ur die Teil-
henzust�ande dynamis
h sein; dann enth�alt der Teil
henzustand au
h no
h eineTeil
henkennung (id) zur eindeutigen Identi�zierung.Die Ereignis-Wartes
hlange enth�alt f�ur jedes Teil
hen ein zugeordnetes Ereig-nis. Ein Ereignis besteht hierbei aus Ereigniszeitpunkt tev, Ereignistyp, Er-eignispartner und einer Kopie des Kollisionsz�ahlers des Partners (siehe dazuKap. 2.4.3). An der Spitze der Wartes
hlange steht jeweils das zeitli
h n�a
hsteEreignis, also dasjenige mit der kleinsten Zeit tev.Eine derartige Priorit�ats-Wartes
hlange l�asst si
h am eÆzientesten mit Hil-fe einer impliziten Heap-Struktur realisieren [1, 22℄; jedo
h sind au
h andereImplementierungen m�ogli
h [22{24℄. Ein Heap ist ein bin�arer Baum, bei demjeder Vaterknoten jeweils h�ohere Priorit�at (hier also einen fr�uheren Ereignis-Zeitpunkt) hat als die beiden S�ohne. Die S�ohne selbst sind untereinander ni
htgeordnet. Somit steht an der Spitze des Baums immer das Ereignis mit h�o
hs-ter Priorit�at. Dieses l�asst si
h dann mit einem Re
henaufwand O(1) ermitteln.Ein neues Ereignis in eine Wartes
hlange mit N Elementen zu stellen, erforderteinen Aufwand O(logN).2.3 Simulationsraum2.3.1 RandbedingungenDas simulierte Volumen, in dem si
h die Teil
hen bewegen, besteht im Allge-meinen aus einem Quader mit den Kantenl�angen L1 � L2 � L3. 13



2 EreignisdynamikDies stellt keine Bes
hr�ankung der Allgemeinheit dar; denn beliebig berandeteSysteme erh�alt man, indem man W�ande als zus�atzli
he, aber unbewegli
he,Kollisionspartner einf�uhrt. Deren Eigens
haften k�onnen dabei an das zu Grundeliegende physikalis
he Problem angepasst werden.Unendli
h gro�e Systeme lassen si
h mittels periodis
her Randbedingungenmodellieren. Das bedeutet, wenn ein Teil
hen den Simulationsraum verl�asst,ers
heint es umgehend wieder auf der gegen�uberliegenden Seite des simulier-ten Volumens. Topologis
h gesehen entspri
ht dies einem Simulationsraum inForm eines Hypertorus { oder anders betra
htet { einem Simulationsgebiet,das si
h periodis
h in alle Ri
htungen bis ins Unendli
he fortsetzt. Dabei istnat�urli
h zu bea
hten, dass die zu untersu
henden physikalis
hen L�angenskalenklein gegen�uber der Kantenl�ange des Systems sein sollten.2.3.2 ZellenM�usste der Algorithmus na
h potentiellen Kollisionspartnern eines Teil
hensunter allen anderen Teil
hen su
hen, w�urde ihn dies f�ur gro�e Teil
henzah-len N sehr langsam ma
hen. Daher unterteilt man den Simulationsraum in Cw�urfelf�ormige Zellen. Jedes Teil
hen wird nun derjenigen Zelle zugeordnet, inder sein Mittelpunkt liegt.Wenn die Kantenl�ange der Zellen gr�o�er als die maximale We
hselwirkungs-distanz3 zweier Teil
hen ist, gen�ugt es, bei der Su
he na
h potentiellen Er-eignispartnern, die Teil
hen in derselben Zelle und deren Na
hbarzellen4 zuber�u
ksi
htigen [17, 20℄.Jedo
h muss der Algorithmus immer die Zelleninformation auf dem aktuellenStand halten (siehe Kap. 2.4.4) und dazu zus�atzli
he Ereignisse f�ur jeden poten-tiellen Zellenwe
hsel bere
hnen (siehe Kap. 2.5.1). Diese zus�atzli
hen Ereignissehaben dabei keinen physikalis
hen E�ekt.53Bei St�o�en von Kugeln ist dies der Teil
hendur
hmesser.4Eine Zelle hat 8 Na
hbarn in 2D und 26 Na
hbarn in 3D.5Numeris
he Rundungsfehler bei Zellwe
hseln k�onnen in einem 
haotis
hen System aller-dings denno
h zu unters
hiedli
hen Endergebnissen f�uhren.14



2.3 Simulationsraum
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Abbildung 2.3: Re
henzeit tCPU (in willk�urli
hen Einheiten) �uber ZellenzahlC in 2D und 3D. Zur Simulation wurde ein elastis
hes Harte-Kugel-Gas mit N = 10000 Teil
hen (2D) und N = 8000 Teil-
hen (3D) benutzt { in der linken Abb. bei geringer Di
hte (Vo-lumenanteil � = 0:008 (2D), � = 0:0005 (3D)), in der re
htenbei hoher Di
hte (� = 0:8 (2D), � = 0:5 (3D)).Optimale ZellenanzahlIm Dur
hs
hnitt be�nden si
h in der D-dimensionalen Na
hbars
haft eines Teil-
hens 3DN=C � 1 weitere Teil
hen. Im Grenzfall C � N wird diese Zahl sehrgro� und der Algorithmus muss bei jeder Ereignisbere
hnung eine Vielzahl po-tentieller Kollisionen ber�u
ksi
htigen. Im Falle C � N andererseits muss einTeil
hen zwis
hen jeder Kollision viele Zellgrenzen �uberqueren. Damit mussdann eine gro�e Zahl zus�atzli
her Ereignisse abgearbeitet werden, um die Si-mulation zu Ende zu f�uhren. Diese beiden Beitr�age zur Re
henzeit konkurrierenmiteinander: Der erste ist proportional zu (C=N)�1, der zweite proportional zu(C=N)1=D.Man kann Abb. 2.3 entnehmen, dass dies bei niedrigen Di
hten zu einem brei-ten Minimum der Simulationsdauer bei C=N � 1:5 in zwei Dimensionen undC=N � 8 in drei Dimensionen f�uhrt. Die genauen Zahlenwerte h�angen nat�urli
hvon den Details der Implementierung und zahlrei
hen Simulationsparameternab { aufgrund des breiten Minimums jedo
h nur s
hwa
h.6Bei hohen Di
hten kann der Minimalwert ni
ht errei
ht werden, da ja die Zellen6Verglei
he au
h [25℄, dort wird der optimale Wert von C=N in 2D auf 1 : : : 3 abges
h�atzt.15



2 Ereignisdynamikgr�o�er als die Teil
hen sein m�ussen. Hier sollte man C einfa
h so gro� wiem�ogli
h w�ahlen.2.4 ZustandsaktualisierungBei der Ereignisverarbeitung (siehe Abb. 2.1) wird zun�a
hst ein neues Ereignisaus der Wartes
hlange (siehe Abb. 2.2) geholt. Dana
h werden die Zust�andedes zugeh�origen Teil
hens und dessen Partners vom Zeitpunkt tst auf t0 = tevaktualisiert; diese Aktualisierung ges
hieht in zwei S
hritten: der Teil
hen-Bewegung und der Teil
hen-Kollision. Diese werden in den folgenden Unterka-piteln erl�autert. Die ans
hlie�ende Bere
hnung neuer Ereignisse ist in Kapitel2.5 dargestellt.2.4.1 Teil
hen-BewegungenUm die Kollision zweier Teil
hen auszuf�uhren, wird erst einmal der Zustandder Teil
hen unmittelbar vor der Kollision ermittelt. Dieser ergibt si
h, indemman den alten Zustand zum Zeitpunkt tst und die Zeitdi�erenz (t0� tst) in dieBewegungsglei
hungen einsetzt. F�ur Teil
hen, die si
h auf ballistis
hen Bahnenin einem homogenen Feld g bewegen, gilt beispielsweiser(t0) = r(tst) + (t0 � tst)v(tst) + 12(t0 � tst)2 g (2.2)v(t0) = v(tst) + (t0 � tst) g (2.3)!(t0) = !(tst) (2.4)2.4.2 Teil
hen-KollisionenNun ber�uhren si
h die Teil
hen und k�onnen miteinander we
hselwirken. Da dieWe
hselwirkungen instantan statt�nden m�ussen, brau
hen nur Zweiteil
hen-We
hselwirkungen ber�u
ksi
htigt werden. Einige beispielhafte Teil
hen-Modellesollen hier diskutiert werden:16



2.4 ZustandsaktualisierungHarte KugelnF�ur harte Kugeln mit dem We
hselwirkungspotentialVHC(jr1 � r2j) = 8<:1 f�ur jr1 � r2j < 2a0 f�ur jr1 � r2j > 2a (2.5)ist die Ereignisdynamik besonders geeignet { wohingegen gew�ohnli
he zeitge-steuerte Molekulardynamik dieses Modell aufgrund der dabei auftretenden Di-vergenzen ja gar ni
ht bew�altigen kann.F�ur die Kollision zweier harter Kugeln mit Masse m, Radius a und Tr�agheits-moment I gelten folgende Sto�gesetze [26{30℄:r01=2 = r1=2 (2.6)v01=2 = v1=2 � 1 + �2 vn � z(1 + ')2z + 2 (vt + vr) (2.7)!01=2 = !1=2 + 1 + 'a(2z + 2)(k̂�(vt + vr)) (2.8)Dabei beziehen si
h die gestri
henen Gr�o�en auf den Zeitpunkt unmittelbarna
h der Kollision und die ungestri
henen auf den Zeitpunkt unmittelbar davor.Die Sto�ri
htung k̂ ist ein Einheitsvektor, der vom Zentrum des Teil
hens 1 zumZentrum des Teil
hens 2 zeigt. vn = ((v1 � v2)�k̂) k̂ ist die relative Ges
hwin-digkeit in Normalenri
htung, vt = (v1 � v2)� vn die relative Ges
hwindigkeitin Tangentialri
htung und vr = ak̂�(!1 +!2) die relative Rotationsges
hwin-digkeit. � und ' sind der normale bzw. tangentiale RestitutionskoeÆzient. DieMassenverteilung innerhalb der Teil
hen wird dur
h z = I=ma2 bes
hrieben;bei einer homogenen Vollkugel ist beispielweise z = 0:4.F�ur elastis
he, reibungsfreie Kollisionen gilt � = 1 und ' = �1; dann reduzierensi
h die Sto�gesetze auf r01=2 = r1=2 (2.9)v01=2 = v1=2 � vn (2.10)!01=2 = !1=2 (2.11)17



2 EreignisdynamikWei
he KugelnF�ur wei
he Kugeln mit einem kontinuierli
hen We
hselwirkungspotential wiebeispielsweise dem beliebten Lennard-Jones-Potential ist die Ereignisdynamikzun�a
hst einmal ni
ht geeignet. Denn wenn eine Vielzahl von Teil
hen si
h ge-genseitig kontinuierli
h beein
ussen, erh�alt man ein System von gekoppeltenBewegungsglei
hungen, anstatt eine Abfolge von diskreten Ereignissen mit tri-vialen Bewegungsglei
hungen zwis
hen den Ereignissen.Jedo
h l�asst si
h sol
h ein kontinuierli
hes We
hselwirkungspotential dur
h einst�u
kweise konstantes PotentialVPC(jr1 � r2j) = nVi f�ur i�1n a < jr1 � r2j < in a (2.12)mit i = 1; : : : ; 2n, das zwis
hen den konzentris
hen Kugels
halen mit den Radi-en 0; an ; 2an ; : : : ; a wirkt, beliebig genau approximieren. Wenn man beispielsweiseV1 =1 w�ahlt, erh�alt man wei
he Teil
hen mit einem harten Kern vom Radiusa=n.Jeder Potentialsprung �Vi = � (Vi+1 � Vi) am Rande einer Kugels
hale l�ostdamit ein eigenes Ereignis aus, siehe dazu au
h Abb. 2.4. (Zur Unters
heidungk�onnen diesen Ereignissen beispielsweise unters
hiedli
he Ereignistypen zuge-ordnet werden.)Das hat jedo
h zur Folge, dass eine einzelne physikalis
he Kollision bis zu 4n�1Ereignisse erfordert und si
h damit die Re
henzeit entspre
hend verl�angert. Je-do
h sollte dies f�ur kleine n immer no
h deutli
h eÆzienter als gew�ohnli
he,zeitgesteuerte Molekulardynamik sein, bei der ja eine einzelne Kollision eben-falls in eine gr�o�ere Zahl einzelner Zeits
hritte aufgel�ost werden muss { wobeibei jedem Zeits
hritt ni
ht nur zwei, sondern alle Teil
hen aktualisiert werdenm�ussen.Das si
h hierbei ergebende Sto�gesetz lautet:v01=2 = v1=2 � vn �8<:0 f�ur v2n � 2�Vi=mk̂pv2n � 2�Vi=m f�ur v2n > 2�Vi=m (2.13)Man erh�alt also eine Re
exion an der Kugels
hale, wenn die Teil
henges
hwin-digkeit ni
ht ausrei
ht, den Potentialwall zu �uberwinden, und ansonsten eineentspre
hend verringerte bzw. erh�ohte Teil
henges
hwindigkeit.18



2.4 Zustandsaktualisierung
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Abbildung 2.4: Beispiel f�ur die Kollision zweier wei
her Kugeln:Die Kugeln bestehen hier aus n = 2 S
halen. Ereignisse unddamit Ges
hwindigkeits�anderungen �nden immer dann statt,wenn si
h zwei sol
he S
halengrenze ber�uhren. Im Bild sind dieTrajektorien der Kugeln eingezei
hnet; die vier Ereignisse, ausder die Kollision besteht, sind mit 1; : : : ; 4 dur
hnummeriert.Die Ereignisse 1 und 4 �nden beim Abstand 2a der Teil
hen-mittelpunkte statt, die Ereignisse 2 und 3 beim Abstand 3a=2.Die Kugeln selbst sind zum Zeitpunkt des Ereignisses Nummer2 eingezei
hnet.Re
hts im Bild ist au�erdem das We
hselwirkungspotential derKugeln skizziert.
19



2 EreignisdynamikKugel-Faden-ModellNeben harten und wei
hen Kugeln sind no
h ganz andere Modelle denkbar. Mitdem Kugel-Faden-Modell lassen si
h beispielsweise Polymere [9℄ und polyme-risierte Membranen [10, 11℄ simulieren. Dabei bilden dur
h F�aden verbundeneKugeln die Polymerkette bzw. das Membran-Netzwerk (vgl. Abb. 2.5) mit demPotential [31℄: VTB(jr1 � r2j) = VHC(jr1 � r2j) + VNN(jr1 � r2j) (2.14)VHC ist dabei das Harte-Kugel-Potential (Gl. 2.5) und VNN ist ein Fadenpoten-tial, das nur zwis
hen topologis
h bena
hbarten Teil
hen wirkt:VNN(jr1 � r2j) = 8<:1 wenn 1,2 bena
hbart und jr1 � r2j > a?0 sonst (2.15)Die Fadenl�ange betr�agt dabei a? � a.Die Sto�gesetze entspre
hen denen des Harte-Kugel-Modells, werden aber ni
htnur beim Abstand 2a, sondern f�ur topologis
h bena
hbarte Teil
hen au
h bei2a? wirksam (dann aber mit entspre
hend umgekehrter Ri
htung).Erweitertes Kugel-Faden-ModellEin no
h komplexeres Modell wird f�ur Proteinfaltung ben�otigt [12℄. Die Pro-teine lassen si
h mit einer Variante des Kugel-Faden-Modells simulieren, wobeijedo
h elektrostatis
he We
hselwirkungen im Modell no
h dur
h zus�atzli
heattraktive oder repulsive Potentiale zwis
hen ausgew�ahlten Kugeln ber�u
ksi
h-tigt werden, wobei au
h no
h Ri
htungs- und Orientierungsabh�angigkeiten miteingebaut werden k�onnen.Wa
hsende KugelnIn Kapitel 4.3 wird ein Modell mit harten Kugeln benutzt, deren Radien gem�a�a(t) = a(0) + uat (2.16)20



2.4 Zustandsaktualisierung

Abbildung 2.5: Membran-Netzwerk mit dem Kugel-Faden-Modell [10℄.linear wa
hsen bzw. s
hrumpfen. Das Sto�gesetz (2.10) wird dann modi�ziertzu v01=2 = v1=2 � (vn � 2uak̂) : (2.17)Obwohl die St�o�e hier als elastis
h angesetzt wurden, bleibt die Energie beieiner Kollision ni
ht erhalten, sondern nimmt f�ur ua > 0 zu und f�ur ua < 0 ab.21



2 Ereignisdynamik2.4.3 Annullierte KollisionenEs kann vorkommen, dass der Ereignispartner zwis
hen der Planung und Ab-arbeitung des Ereignisses bereits mit einem anderen Teil
hen kollidiert ist undnun gar ni
ht mehr als Kollisionspartner zur Verf�ugung steht. In einem sol-
hen Fall wird das geplante Ereignis ung�ultig. Stattdessen wird nur f�ur das eineTeil
hen eine Zustandsaktualisierung dur
hgef�uhrt, die dann ledigli
h aus derTeil
hen-Bewegung besteht. Es gibt keinen Ereignis-Partner und demzufolgeau
h keine Teil
hen-Kollision.Um sol
he annullierten Kollisionen zu erkennen, wird bei der Planung des Er-eignisses immer au
h der Kollisionsz�ahler des geplanten Kollisionspartner ge-spei
hert. Wenn dann das Ereignis abgearbeitet werden soll, l�asst si
h damits
hnell �uberpr�ufen, ob der Partner in der Zwis
henzeit an einem anderen Er-eignis teilgenommen hat oder ni
ht.72.4.4 Zellenwe
hselWie in Abs
hnitt 2.3.2 dargelegt wird, ist es g�unstig, den Simulationsraum inZellen zu unterteilen. Damit die Zuordnung der Teil
hen zu Zellen immer aufdem aktuellen Stand ist, muss ein weiterer Ereignistyp Zellenwe
hsel eingef�uhrtwerden. Statt eines anderen Teil
hens ist der Ereignispartner hier eine ande-re Zelle. Die Zustandsaktualisierung besteht dann ledigli
h aus der Teil
hen-Bewegung f�ur ein Teil
hen und der Aktualisierung der Zelleninformation.Glei
hzeitig kann auf diese Weise au
h den periodis
hen RandbedingungenRe
hnung getragen werden. Wenn ein Teil
hen den Simulationsraum verl�asst,wird dessen Ortsvektor so modi�ziert, dass das Teil
hen auf der gegen�uberlie-genden Seite wieder eintritt.7Eine andere Strategie, um ung�ultige Ereignisse zu detektieren, verfolgt [1, 2℄. Dort wird beijeder Kollision �uberpr�uft, ob damit andere Ereignisse ung�ultig werden und diese werdendann gegebenenfalls entspre
hend markiert. Dieses Verfahren ist jedo
h ineÆzienter, daunter Umst�anden dasselbe Ereignis mehrmals f�ur ung�ultig erkl�art werden muss und ineiner parallelen Implementierung daf�ur au
h no
h Kommunikation zwis
hen vers
hiedenenProzessen erforderli
h sein kann.22



2.5 Ereignisbere
hnung2.4.5 ZusammenfassungWir haben nun drei vers
hiedene Ereignistypen eingef�uhrt: Kollisionen, annul-lierte Kollisionen und Zellenwe
hsel. Gemeinsamer Bestandteil der Zustands-aktualisierung bei allen drei Typen ist die Teil
hen-Bewegung, bei der tst, rund v aktualisiert werden. Bei der annullierten Kollision ist die Zustandsak-tualisierung damit abges
hlossen. Beim Zellenwe
hsel muss no
h zus�atzli
h dieZelleninformation auf den aktuellen Stand gebra
ht werden. Bei der Kollisionmuss die Teil
hen-Bewegung au
h no
h f�ur den Kollisionspartner dur
hgef�uhrtwerden und in einem zweiten S
hritt die Kollision selbst. Dabei werden dannv, ! und die Kollisionsz�ahler f�ur beide Teil
hen aktualisiert.2.5 Ereignisbere
hnungWenn ein Ereignis abgearbeitet ist, m�ussen neue zuk�unftige Ereignisse f�ur diebeteiligten Teil
hen bere
hnet werden.2.5.1 BeispieleF�ur jeden m�ogli
hen Ereignispartner muss hierzu ein potentieller Kollisionszeit-punkt ermittelt werden. Dies sei wieder anhand einiger Beispiele verans
hau-li
ht.Kollision von KugelnF�ur zwei Kugeln mit Radius ai, die si
h auf ballistis
hen Bahnen in einemhomogenen Feld g bewegen, ergibt si
h ein potentieller Kollisionszeitpunkt t12aus (r12 + (t12 � t0)v12)2 = (a1 + a2)2 (2.18)mit dem Abstand r12 = r1(t0) � r2(t0) und der Relativges
hwindigkeit v12 =v1(t0)� v2(t0) zut12 = t0+��r12�v12 �q(r12�v12)2 � [r212 � (a1 + a2)2℄ v212� =v212 : (2.19)
23



2 EreignisdynamikWenn t12 < t0 ist, liegt der Kollisionszeitpunkt in der Vergangenheit und kannverworfen werden. Wenn t12 ni
ht reell ist, begegnen si
h die Teil
hen auf ihrenBahnen ni
ht; t12 kann dann ebenfalls verworfen werden.Kollision von wa
hsenden KugelnF�ur linear gem�a� Glei
hung (2.16) wa
hsende Kugeln mit Radius a(t) erh�altman den Kollisionszeitpunkt aus(r12 + (t12 � t0)v12)2 = 4(a(t0) + (t12 � t0) ua)2 (2.20)zu t12 = t0 � r12�v12 � 4uaa(t0)v212 � 4u2a� p[r12�v12 � 4uaa(t0)℄2 � [r212 � 4a2(t0)℄[v212 � 4u2a℄v212 � 4u2a : (2.21)Zellenwe
hsel von KugelnGanz analog dazu sind f�ur potentielle Zellenwe
hsel von Kugeln ebenfalls Glei-
hungen zweiten Grades8 zu l�osen. Wenn die Zellwand dur
h den Punkt r2 undden Normalenvektor k̂ gegeben ist, ergibt si
h aus�r12 + (t12 � t0)v1 + 12(t12 � t0)2 g��k̂ = 0 (2.22)f�ur den Zeitpunkt eines Zellenwe
hselst12 = t0 + ��k̂�v1 �q(k̂�v1)2 � 2(k̂�g)(k̂�r12)� = k̂�g : (2.23)8Bzw. Glei
hungen ersten Grades f�ur k̂�g = 0.24



2.5 Ereignisbere
hnungKollision von Kugeln mit ebenen W�andenEntspre
hend gilt f�ur die Kollision von Kugeln mit �xierten, ebenen W�anden,die ebenfalls wieder dur
h r2 und k̂ gegeben seien,�r12 + (t12 � t0)v1 + 12(t12 � t0)2 g��k̂ = a (2.24)und damitt12 = t0 + ��k̂�v1 �q(k̂�v1)2 � 2(k̂�g)(k̂�r12 � a)� = k̂�g : (2.25)F�ur gekr�ummte oder gar bewegte W�ande sind die Bere
hnungen entspre
hendkomplizierter.2.5.2 Ablauf der Bere
hnungenDie Bere
hnung von t12 wird jeweils f�ur alle potentiellen Ereignispartner in derTeil
hen-Na
hbars
haft dur
hgef�uhrt, also f�ur alle Teil
hen, Zellgrenzen undW�ande, die si
h innerhalb der Teil
hen-Zelle und deren Na
hbarzellen be�n-den. Das n�a
hste Ereignis ist nun dasjenige mit dem kleinsten g�ultigen Kollisi-onszeitpunkt t12. Dieses wird jeweils in die Ereignis-Wartes
hlange gestellt undersetzt dabei das den beteiligten Teil
hen bisher zugeordnete Ereignis.9 Alle�ubrigen potentiellen Ereignisse werden verworfen.10 Waren am zuvor verarbei-teten Ereignis zwei Teil
hen beteiligt, so wird die komplette Ereignisbere
hnungau
h no
h f�ur das andere Teil
hen dur
hgef�uhrt.9Wovon eines ja im vorherigen S
hritt ausgef�uhrt wurde. Das andere { zum Partnerteil
hengeh�orende Ereignis { ist mit diesem entweder identis
h und wurde daher au
h ausgef�uhrtoder bezieht si
h auf eine zuk�unftige, aber zu annullierende Kollision.10Das Spei
hern weiterer potentieller Ereignisse k�onnte zwar im Falle annullierter Kollisioneneinen Ges
hwindigkeitsvorteil mit si
h bringen. Derartige Verfahren werden beispielsweiseim Time-Warp-Algorithmus [18, 19℄ genutzt. Es zeigt si
h jedo
h, dass der damit verbunde-ne zus�atzli
he Verwaltungsaufwand den Nutzen bei weitem �ubersteigt und der Algorithmusni
ht nur un�ubersi
htli
her, sondern unter dem Stri
h au
h langsamer wird [1℄. 25



2 Ereignisdynamik2.6 ZusammenfassungWir haben in diesem Kapitel gezeigt, dass die Ereignisdynamik ein interessan-ter und eÆzienter Algorithmus zur Simulation von Vielteil
hen-Systemen ist.Sie ist besonders f�ur sol
he physikalis
hen Probleme geeignet, bei denen die we-sentli
he We
hselwirkungsdauer klein gegen�uber dem Zeitraum zwis
hen denWe
hselwirkungen ist, l�asst si
h aber au
h in sol
hen F�allen nutzen, bei denendie We
hselwirkung diskretisiert werden kann.Der Algorithmus modelliert die We
hselwirkungen als eine Reihe diskreter Er-eignisse, die in einer Wartes
hlange gespei
hert werden und na
heinander asyn-
hron verarbeitet werden. Die Verarbeitung besteht dabei im Wesentli
hen auszwei S
hritten, der Zustandsaktualisierung und der Ereignisbere
hnung: DieAktualisierung des Teil
henzustands wird mit Hilfe der gel�osten Bewegungs-glei
hungen und Sto�gesetze der Teil
hen dur
hgef�uhrt; dies wurde an einigenbeispielhaften Teil
henmodellen verans
hauli
ht. Die Bere
hnung neuer poten-tieller Ereignisse f�ur ein Teil
hen erfordert in einfa
hen F�allen, wie der ballis-tis
hen Bewegung von Kugeln in einem homogenen Feld, ledigli
h die L�osungeiner Glei
hung zweiten Grades. Zur Bes
hleunigung des Verfahrens unterteiltman den Raum in Zellen und kann damit die Bere
hnungen auf Teil
hen inNa
hbarzellen bes
hr�anken. Die optimale Zellenzahl liegt dabei in der Gr�o�en-ordnung der Teil
henzahl oder etwas dar�uber.Insgesamt skalieren damit die meisten Operationen dieses Algorithmus mit derTeil
henzahl N ; ledigli
h die Spei
herung neuer Ereignisse in der Wartes
hlangeges
hieht bezogen auf alleN Teil
hen mitO(N logN). Das hei�t, die Re
henzeitgeht f�ur kleine Teil
henzahlen mit O(N), f�ur gro�e mit O(N logN). Genaudieses Verhalten ist in Abb. 2.6 zu beoba
hten.Alles in allem ist die Ereignisdynamik in zahlrei
hen F�allen sehr viel leis-tungsf�ahiger als gew�ohnli
he Molekulardynamik, da jede Kollision in der Re-gel in einem einzigen Re
hens
hritt abgearbeitet werden kann, w�ahrend diesbei der Molekulardynamik zahlrei
he kleine Zeits
hritte erfordert und au
h dieeigentli
h trivialen Teil
hentrajektorien zwis
hen den We
hselwirkungen vielRe
henzeit ben�otigen. Die Hauptproblematik der Ereignisdynamik liegt in ders
hwierigen Parallelisierung. Dem soll im folgenden Kapitel na
hgegangen wer-den.26



2.6 Zusammenfassung
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NAbbildung 2.6: Re
henzeit tCPU (in willk�urli
hen Einheiten) �uber Teil
henzahlN f�ur ein dreidimensionales, elastis
hes Harte-Kugel-Gas beieinem Volumenanteil von � = 0:07 und einer Zellenzahl C = N .Die Verglei
hskurven sind proportional zu N (dur
hgezogeneLinie) bzw. N logN (gestri
helte Linie).
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3 Parallelisierung derEreignisdynamik
Das Ziel der Parallelisierung eines Algorithmus besteht darin, begrenzte Res-sour
en wie Re
henzeit, Spei
herbedarf, et
. dur
h Zusammenarbeit mehrererProzesse zu vervielfa
hen und damit gr�o�ere oder s
hnellere Simulationen zuerm�ogli
hen.Im Gegensatz zu herk�ommli
her Molekulardynamik und zahlrei
hen anderengebr�au
hli
hen Simulationsverfahren, wo si
h dies auf mehr oder weniger trivia-le Weise umsetzen l�asst, stellt die Parallelisierung bei der Ereignisdynamik eineinteressante Herausforderung dar. Denn dieser Algorithmus ist intrinsis
h seri-ell, da die Ereignisse der Reihe na
h abgearbeitet werden und jedes zuk�unftigeEreignis von vergangenen Ereignissen kausal abh�angig sein kann. Die paradoxeAufgabe besteht also darin, physikalis
h ni
ht-parallele Dynamik algorithmis
hdenno
h zu parallelisieren.So gibt es denn unseres Wissens bisher keine vollst�andig realisierte Parallelisie-rung der Ereignisdynamik. Es existieren ledigli
h einige theoretis
he Vor�uber-legungen, wie si
h au
h bei paralleler Verarbeitung die korrekte kausale Ord-nung garantieren l�asst, vgl. [2℄. Diese Publikation setzt ein Shared-Memory-System voraus, das hei�t, dass alle Prozesse ihre Daten gemeinsam verwalten.Prinzipiell lassen si
h diese Ideen aber au
h auf die h�au�ger anzutre�endenDistributed-Memory-Ar
hitekturen �ubertragen, bei denen jedem Prozess ein ei-gener Spei
herberei
h zugeordnet ist, auf den andere Prozesse keinen Zugri�haben. Dieser Versu
h wurde in [25℄ gema
ht und in eine rudiment�are Versioneines parallelisierten Algorithmus umgesetzt. 29



3 ParallelisierungWir haben nun Ideen aus [2, 25℄ aufgegri�en, um daraus eine vollst�andige, par-allelisierte Version der Ereignisdynamik inklusive dynamis
her Lastverteilungzu entwi
keln, siehe au
h [32℄. Dabei haben wir besonderen Wert auf Portabi-lit�at gelegt; das hei�t, dass unser Algorithmus unabh�angig von der zu Grundeliegenden Systemar
hitektur funktionieren soll und dabei ledigli
h auf standar-disierte Software zur�u
kgreift.Als L�osung hierf�ur hat si
h mittlerweile MPI { "Message-Passing Interfa
e\ {etabliert. MPI stellt eine plattform�ubergreifende S
hnittstelle f�ur die g�angigstenProgrammierspra
hen bereit. Diese erlaubt die eÆziente Kommunikation zwi-s
hen vers
hiedenen parallelen Prozessen mittels Na
hri
htenaustaus
h. Damitlassen si
h sowohl Shared-Memory-Systeme, Distributed-Memory-Systeme undSysteme, die beide Ans�atze kombinieren, wirkungsvoll parallelisieren { seien sienun mit spezieller Kommunikations-Hardware ausgestattet oder ni
ht. Um ma-ximale Portabilit�at zu gew�ahrleisten, verwendet unsere Implementierung au�erder MPI-Bibliothek [33, 34℄ und den C/C++-Standard-Bibliotheken [35℄ keineweitere Software.Die Umsetzung des Algorithmus folgt zun�a
hst einmal dem klassis
hen Verfah-ren der Gebietszerlegung, siehe Kap. 3.1. Wie si
h dabei dynamis
he Lastver-teilung realisieren l�asst, ist in Kap. 3.2 dargestellt. In Kap. 3.3 werden dann diespezi�s
hen S
hwierigkeiten, die die Parallelisierung der Ereignisdynamik in Be-zug auf die korrekte kausale Ordnung der Ereignisse mit si
h bringt, erl�autertund in Kap. 3.4 die L�osung hierf�ur skizziert. Im Detail wird der ganze Al-gorithmus s
hlie�li
h in Kap. 3.5 vorgestellt. In Kap. 3.6 diskutieren wir dieLeistungssteigerung, die die Parallelisierung letztendli
h mit si
h bringt. ZumS
hluss werden die wi
htigsten �Uberlegungen no
h einmal in Kap. 3.7 zusam-mengefasst.3.1 GebietszerlegungUm die Bere
hnungen auf mehrere Prozesse zu verteilen, wird jedem Prozess einbestimmtes Gebiet des Simulationsraums zugeordnet. Diese Zerlegung erfolgtam einfa
hsten auf Zellenebene, sodass jede Zelle zu einem bestimmten Prozessgeh�ort. Bei der Aufteilung sind mehrere Punkte zu bea
hten:30



3.1 GebietszerlegungZum einen sollte die Re
henlast m�ogli
hst glei
hm�a�ig auf die Prozesse ver-teilt werden. In einem homogenen System l�asst si
h dies ganz einfa
h errei
hen,indem jedem Prozess die glei
he Anzahl an Zellen zugeordnet wird. In inho-mogenen Systemen ist die Lastverteilung komplizierter und sollte am bestendynamis
h erfolgen [36℄, siehe dazu Kapitel 3.2.Zum zweiten sollten die Grenzen zwis
hen den vers
hiedenen Gebieten so kleinwie m�ogli
h sein, um die notwendige Kommunikation zwis
hen den vers
hie-denen Prozessen auf ein Mindestma� zu bes
hr�anken. Das bedeutet, die Zelleneines Gebietes sollten zusammenh�angend sein und m�ogli
hst einen W�urfel (bzw.ein Quadrat in 2D) bilden.Drittens sollte die Zuordnung von Zellen zu Prozessen eine m�ogli
hst trivialeAbbildung sein, die si
h s
hnell bere
hnen l�asst.Nat�urli
h widerspre
hen si
h diese Anforderungen teilweise. Um sowohl eineglei
hm�a�ige dynamis
he Lastverteilung, kleine Grenz
�a
hen zwis
hen den Ge-bieten und eine unkomplizierte Zuordnung der Zellen zu den Prozessen zugew�ahrleisten, haben wir folgende hierar
his
he Gebietszerlegung entwi
kelt[32℄: Jedem Prozess werden in dynamis
her Weise 2n aufeinander folgende Zell-nummern zugeordnet, wobei n 2 N f�ur jeden Prozess unters
hiedli
h gew�ahltwerden kann. Die zugeh�origen Zellen ums
hlie�en dabei jeweils ein quaderf�ormi-ges Gebiet mit den Seitenverh�altnissen 1:1:1, 1:1:2 oder 1:2:2. Dies l�asst si
hmit einer einfa
hen, statis
hen Zuordnung von Zellnummern zu Zellkoordinatenerrei
hen, wie sie beispielhaft in Abb. 3.1 dargestellt ist.Re
hneris
h ergibt si
h die Zellnummer dabei dur
h Vers
ha
htelung der Bitsder Zellkoordinaten: Die Bits k bis 1 der Koordinaten x, y, z werden in der Rei-henfolge z[k℄; y[k℄; x[k℄, z[k�1℄; y[k�1℄; x[k�1℄; : : : ; z[1℄; y[1℄; x[1℄ neu angeord-net und ergeben eine neue Zahl { die Zellnummer. Dies sei anhand eines kleinenzweidimensionalen Beispieles verdeutli
ht: Die Zelle 40 in Abb. 3.1 hat die Ko-ordinaten 0/6. Das entspri
ht dem Bitmuster 000/110. Die Bit-Vers
ha
htelungliefert 101000; das entspri
ht dezimal 40, also der Zellnummer.Dieses Verfahren setzt voraus, dass si
h der Simulationsraum in 2k � 2k � 2kZellen zerlegen l�asst. Sollte si
h die Zellgr�o�e ni
ht dementspre
hend sinnvollw�ahlen lassen, ist folgende L�osung m�ogli
h: Die Zellnummern werden trotzdemanhand des dargestellten S
hemas mit der n�a
hst gr�o�eren Zweierpotenz ver-31



3 Parallelisierung
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Abbildung 3.1: Zellnummerierung f�ur ein sehr kleines zweidimensionales Sys-tem mit beispielhafter Gebietszerlegung bei inhomogener Last-verteilung.geben, sodass nun einige Zellnummern au�erhalb des eigentli
hen Simulations-raums liegen und damit au
h zu keinem Zeitpunkt Teil
hen enthalten k�onnen.Dies stellt bis auf den in der Zellen-Datenstruktur dabei vers
hwendeten Spei-
herplatz aber ja kein Problem dar.3.2 Dynamis
he LastverteilungDie Lastverteilung soll eine glei
hm�a�ige Auslastung der Prozessoren gew�ahr-leisten { insbesondere au
h in inhomogenen Systemen. Das benutzte Verfahrensoll wiederum anhand eines kleinen Beispieles erl�autert werden:Angenommen die Zellen in Abb. 3.1 sollen auf vier Prozesse verteilt werden.Wenn si
h in der oberen re
hten E
ke des Systems besonders viele Teil
henbe�nden, k�onnte die Lastverteilung folgende Gebietszerlegung ergeben: ProzessI erh�alt die Zellen 0-31, Prozess II die Zellen 32-47, Prozess III die Zellen 48-55und Prozess IV die Zellen 56-63. Dieser Fall ist in Abb. 3.1 dargestellt.32



3.3 Kausale OrdnungUm die Lastverteilung dynamis
h zu gestalten, muss regelm�a�ig die aktuelleRe
henlast bestimmt werden. Ein einfa
hes Ma� hierf�ur ist die Teil
henzahl proProzess { oder besser die aktuelle Kollisionsfrequenz aller Teil
hen pro Prozess.Wenn eine Umverteilung der Gebiete eine signi�kant bessere Lastverteilungerwarten l�asst, werden die Zellen neu verteilt.Dabei taus
hen jeweils drei Prozesse Informationen �uber ihre Zellen und Teil-
hen aus: Zwei wenig belastete Prozesse mit bena
hbarten Gebieten legen diesezu einem gr�o�eren Gebiet zusammen und einer der Prozesse �ubernimmt statt-dessen die H�alfte des Gebiets eines Prozesses mit hoher Re
henlast.Nehmen wir no
h einmal obiges Beispiel heran und gehen wir davon aus, dasssi
h das System na
h einiger Zeit in Ri
htung gr�o�erer Homogenit�at ge�anderthabe, sodass nun Prozess I eine sehr hohe Re
henlast trage und Prozess IIIund IV eine niedrige. Dann k�onnen die Gebiete der Prozesse III und IV zueinem gr�o�eren zusammengelegt werden und das Gebiet von Prozess I wirdaufgeteilt. Letztendli
h ergibt si
h damit folgende neue Zuordnung: Zu ProzessI geh�oren die Zellen 0-15, zu Prozess III die Zellen 16-31 und zu Prozess IV dieZellen 48-63. Prozess II ist an dem ganzen Vorgang ni
ht beteiligt und bleibtna
h wie vor mit den Zellen 32-47 verkn�upft. Er sollte jedo
h zumindest davoninformiert werden, dass si
h seine Na
hbarprozesse ver�andert haben, damit erdie entspre
henden Datenstrukturen anpassen kann.Bei Simulationen mit mehr Prozessen kann diese Neuverteilung an mehrerenStellen glei
hzeitig statt�nden, aber immer so, dass jeweils nur drei Prozesseihre Zell- und Teil
hen-Daten austaus
hen.3.3 Kausale OrdnungIn diesem Abs
hnitt seien die besonderen Probleme, die einer simplen Paralle-lisierung der Ereignisdynamik im Wege stehen erl�autert:Ein paralleler Ansatz, um Ereignisse asyn
hron zu simulieren, muss auf dasKonzept lokaler Simulationszeiten zur�u
kgreifen. Dabei verarbeitet jeder Pro-zess die Ereignisse in seinem Gebiet und l�asst die lokale Zeit vorans
hreiten.Wenn ein Teil
hen die Grenze zwis
hen zwei vers
hiedenen Prozessgebieten�uberquert, kommunizieren die beiden Prozesse miteinander und neue Ereignisse33



3 Parallelisierungwerden bei einem Prozess in die Ereignisliste eingef�ugt und beim anderen Pro-zess aus der Ereignisliste gel�os
ht. Wenn der Zeitpunkt eines neu eingef�ugtenEreignisses vor der lokalen Simulationszeit liegt, ist die Kausalit�at verletzt:Denn eine Kollision dieses Teil
hens mit einem anderen Teil
hen des lokalenProzesses vor der aktuellen lokalen Simulationszeit, k�onnte dabei verpasst wor-den sein; siehe au
h Abb. 3.2.Es gibt im Allgemeinen zwei Strategien, um mit diesem Problem umzugehen:In einem konservativen Ansatz ist nur denjenigen Prozessen die Ereignisverar-beitung erlaubt, bei denen si
hergestellt ist, dass keine Kausalit�atsfehler auf-treten k�onnen; die �ubrigen Prozesse m�ussen auf ihre Na
hbarprozesse warten.Weniger streng ist eine optimistis
he Strategie, die ledigli
h versu
ht, Kausa-lit�atsfehler unwahrs
heinli
h zu ma
hen. Wenn nun w�ahrend einer Simulationdo
h die Kausalit�at verletzt wird, wird der fehlerhafte Simulationsabs
hnitt {ausgehend von einem gespei
herten Zwis
henstand, der die korrekte kausaleOrdnung garantiert { wiederholt.Wel
her Ansatz nun der eÆzientere ist, h�angt stark von der maximalen Ereignis-Ausbreitungsges
hwindigkeit ab, da diese festlegt, wel
he Raumzeiten mitein-ander kausal verkn�upft sind. Je gr�o�er diese ist, umso mehr Prozesse m�ussenbei der konservativen Strategie warten. Ungl�u
kli
herweise kann die Ereignis-Ausbreitungsges
hwindigkeit bei instantan erfolgenden Ereignissen jedo
h be-liebig gro� werden { selbst wenn die Teil
hen-Ges
hwindigkeiten nur sehr kleinsind. Dies sieht man lei
ht ein, wenn man si
h eine Kette di
ht beieinanderliegender Teil
hen vorstellt. Seien die Teil
henradien beispielsweise dur
h a,die Teil
henzwis
henr�aume dur
h d und die Teil
henges
hwindigkeit des erstenTeil
hens dur
h v gegeben, so wandert eine Sto�front mit der Ges
hwindigkeit(1 + 2a=d) v voran, was bei d� a zu riesigen Ges
hwindigkeiten f�uhrt.Ohne eine obere S
hranke f�ur die Ausbreitungsges
hwindigkeit von Ereignissendarf nun aber beim konservativen Ansatz nur ein einziger Prozess { n�amli
hder mit der kleinsten lokalen Simulationszeit { Ereignisse verarbeiten; alle an-deren m�ussen warten. Dies f�uhrt uns zur�u
k zum seriellen Algorithmus; eineParallelisierung ist also auf diese Weise ni
ht m�ogli
h. Daher ist f�ur die Ereig-nisdynamik die Implementierung des komplizierteren optimistis
hen Ansatzesmitsamt Fehlerkorrektur notwendig.34
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Abbildung 3.2: Raum-Zeit-Ereignisdiagramm mit zwei Prozessen:Wenn ein Teil
hen von Prozess 1 (links) zu Prozess 2 (re
hts)�uberwe
hselt, kann dies zur Verletzung der kausalen Ordnungf�uhren, wenn dort die lokale Simulationszeit s
hon weiter fort-ges
hritten ist und dadur
h eine Kollision verpasst wurde.
35



3 Parallelisierung3.4 FehlerkorrekturWie die Fehlerkorrektur abl�auft, soll zun�a
hst einmal kurz skizziert werden; f�urdie Einzelheiten, insbesondere was die Fehlerdetektion anbelangt, sei auf diefolgenden Kapitel verwiesen.Wenn ein Kausalit�atsfehler detektiert wird, muss der fehlerhafte Simulations-abs
hnitt wiederholt werden. Dazu ist es notwendig, die Simulationsdaten re-gelm�a�ig zwis
henzuspei
hern und dabei si
herzustellen, dass diese Kopien kei-ne latenten Kausalit�atsfehler enthalten [37℄.Am einfa
hsten l�asst si
h dies dadur
h errei
hen, dass alle Prozesse zum Zeit-punkt der Spei
herung syn
hronisiert werden. Das hei�t, Prozesse die den Syn-
hronisationszeitpunkt errei
ht haben, warten auf die anderen Prozesse. Erstwenn alle Prozesse die glei
he lokale Simulationszeit haben, k�onnen die Datengespei
hert werden.Es ist prinzipiell au
h m�ogli
h, die kausale Ordnung ohne Syn
hronisation zugarantieren [2℄. Jedo
h gibt es no
h eine Reihe anderer Aufgaben, die ohnehineine periodis
he Syn
hronisation erfordern, wie z. B. Datenausgabe, dynamis
heLastverteilung, et
., sodass auf diese komplexen und spei
heraufw�andigen1 Al-ternativen verzi
htet werden kann. Au�erdem w�urden die lokalen Zeiten ganzohne Syn
hronisation mit der Zeit auseinanderdriften [38℄ und damit Kausa-lit�atsfehler beg�unstigen.Das Syn
hronisationsintervall { soweit es ni
ht bereits dur
h die genanntenanderen Aufgaben festgelegt ist { wird hierbei dur
h ein adaptives Verfahrenbestimmt: Dazu wird die Intervalll�ange vergr�o�ert, wenn w�ahrend eines Simula-tionsabs
hnittes kein Kausalit�atsfehler auftritt, und im anderen Fall verk�urzt.2Wenn nun ein Kausalit�atsfehler auftritt, bre
hen alle Prozesse ihre Bere
h-nungen ab und wiederholen den Simulationsabs
hnitt ausgehend vom letzten1Der Algorithmus in [2℄ ben�otigt zwei Kopien der Simulationsdaten, der hier vorgestellteledigli
h eine. Unser Verfahren verringert also den Spei
heraufwand gegen�uber [2℄ no
heinmal um den Faktor 2=3. Hinzu kommt no
h der verminderte Spei
heraufwand dur
hden Verzi
ht auf Doppelpu�erung des Teil
henzustands. Siehe hierzu die Anmerkung aufSeite 12.2Die Faktoren hierf�ur sind prinzipiell frei w�ahlbar. G�unstige Ergebnisse haben wir aberbeispielsweise mit 1:1 f�ur den fehlerfreien Fall und 0:5 f�ur den fehlerhaften Fall erzielt.36



3.5 Paralleler Algorithmusgespei
herten Zwis
henstand. Au�erdem wird eine Syn
hronisationsbarriere f�urden Zeitpunkt, zu dem si
h der Fehler ereignet hat, gesetzt, damit ni
ht dersel-be Fehler erneut auftritt. In seltenen F�allen kann es jedo
h vorkommen, dassnun ein anderer Kausalit�atsfehler zu einem fr�uheren Zeitpunkt auftritt. Dannmuss eben der Simulationsabs
hnitt ein zweites Mal wiederholt werden, diesesMal mit einer fr�uheren Syn
hronisationsbarriere.3.5 Paralleler AlgorithmusDer parallele Algorithmus ist in Abbildung Abb. 3.3 s
hematis
h dargestellt.Die Simulation wird dabei in Abs
hnitte unterteilt, die allen Prozessen gemein-sam sind. Das Ende eines derartigen Abs
hnitts ist dur
h eine Syn
hronisati-onsbarriere gekennzei
hnet (Punkt I). Der Zeitpunkt dieser Barriere wird dur
hvers
hiedene Aufgaben bedingt, die Syn
hronit�at erfordern (darunter Punkt III-V).Die Abs
hnitte selbst werden von den einzelnen Prozessen asyn
hron abgear-beitet (Punkt II). Die Details hierzu werden in Kapitel 3.5.4 erl�autert. Einensol
hen Simulationsabs
hnitt k�onnen die Prozesse nur syn
hronisiert wieder ver-lassen, d. h. diejenigen Prozesse die die Barriere errei
ht haben, warten, bis au
halle �ubrigen Prozesse an diesem Punkt angekommen sind, um dann gemeinsamfortzufahren.Im Ans
hluss daran wird der aktuelle Zustand der Prozesse zwis
hengespei-
hert (Punkt III), um eventuelle Kausalit�atsfehler abfangen zu k�onnen (siehedazu Kap. 3.4). Falls erforderli
h k�onnen nun au
h vers
hiedene Simulations-ergebnisse ausgegeben werden (Punkt IV). Bei unglei
h verteilter Re
henlastk�onnen ans
hlie�end die Gebiete der Prozesse neu gegliedert werden (Punkt V,vgl. au
h Kap. 3.2).Im n�a
hsten S
hritt (Punkt VI) beginnt der Ablauf wieder von vorn. Punkt VIIwird nur bearbeitet, wenn ein Kausalit�atsfehler aufgetreten ist. Dann wird derzuletzt gespei
herte Zustand wiederhergestellt und der Simulationsabs
hnittmit neuer Syn
hronisationsbarriere wiederholt (siehe Kap. 3.4).W�ahrend der Bearbeitung eines Simulationsabs
hnitts (Punkt II), haben dieeinzelnen Prozesse unters
hiedli
he lokale Simulationszeiten. Jeder Prozess zer-37



3 Parallelisierung
paralleler Algorithmus:I. Syn
hronisationsbarriere setzenII. Simulationsabs
hnitt bere
hnen:w�ahrend lokale Zeit < Syn
hronisationsbarriere:1. Kommunikation �uber Randzonen-Ereignisse2. lokalen Zeits
hritt festlegen3. w�ahrend des Zeits
hritts:Ereignisverarbeitung (siehe Abb. 2.1)4. Teil
hen-Informationen vers
hi
ken5. Informationen empfangen und verarbeiten6. Kausalit�atsfehler detektieren7. wenn Fehler, dann gehe zu VII.8. gehe zu 1.III. Zustandsspei
herungIV. DatenausgabeV. dynamis
he LastverteilungVI. gehe zu I.VII. gespei
herten Zustand wiederherstellen, gehe zu I.Abbildung 3.3: Skizze des parallelen Algorithmus

38



3.5 Paralleler Algorithmuslegt die Simulationsabs
hnitte in mehrere lokale Zeits
hritte, die si
h aus derKommunikation mit Na
hbarprozessen ergeben. Jeder Zeits
hritt setzt si
h wie-derum aus einer Vielzahl von einzelnen Ereignissen zusammensetzen. Zwis
hender Abarbeitung dieser Ereignisse (Punkt 3) taus
hen die einzelnen Prozesse In-formationen untereinander aus (Punkt 1,4,5). Sollte dabei ein Kausalit�atsfehlerdetektiert werden (Punkt 6), wird der aktuelle Simulationsabs
hnitt beendet(Punkt 7) und wiederholt. F�ur Details siehe au
h die folgenden Kapitel.3.5.1 KommunikationEreignisse, die an der Grenze zwis
hen zwei Prozessen statt�nden, ma
hen es er-forderli
h, dass die Prozesse miteinander kommunizieren. Jedo
h w�are es h�o
hstineÆzient, wenn ein Prozess na
h jedem einzelnen Ereignis mit seinen Na
hbarnkommunizieren m�usste. Daher werden so viele Ereignisse wie m�ogli
h abgear-beitet, bevor die Prozesse Na
hri
hten austaus
hen.Die Kommunikation sollte dabei asyn
hron mit entkoppelten Sende- undEmpfangs-Routinen ablaufen, damit Prozesse ni
ht unn�otigerweise aufeinan-der warten m�ussen und stattdessen mit ihren Bere
hnungen fortfahren. Diesl�asst si
h mit Hilfe von MPI, das die erforderli
hen asyn
hronen Routinen zurVerf�ugung stellt, lei
ht implementieren.Je seltener kommuniziert wird, desto eÆzienter verl�auft die Ereignisverarbei-tung, desto sp�ater tre�en allerdings au
h Na
hri
hten von Na
hbarprozessenein und beg�unstigen damit Kausalit�atsfehler. Also wird die Dauer des Zeit-s
hritts, w�ahrend dessen Ereignisse verarbeitet werden, so festgelegt, dass Kau-salit�atsfehler m�ogli
hst unwahrs
heinli
h sind, der Zeits
hritt aber glei
hzeitigm�ogli
hst lang ist. Dazu f�uhren wir das Konzept der Randzone ein [2, 25, 39℄.3.5.2 Die Randzone und zugeh�orige DatenstrukturenDie Randzone eines Prozesses besteht aus denjenigen Zellen, die Na
hbarzellenhaben, die zu einem anderen Prozess geh�oren. Somit ergibt si
h eine ein Zellenbreite Randzone f�ur jedes Prozessgebiet (siehe Abb. 3.4).Jeder Prozess verwaltet zus�atzli
h zu seinen eigenen Zellen eine Liste mit virtu-ellen Randzellen, die tats�a
hli
h zur Randzone seiner Na
hbarprozesse geh�oren.39
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Abbildung 3.4: Beispiel f�ur ein Simulationsgebiet mit 5 Prozessen und 512 Zel-len. Die Randzonen-Zellen sind dunkel eingef�arbt. Die virtuel-len Randzellen von Prozess 2 sind mit einem x markiert. Dabeiwurden periodis
he Randbedingungen vorausgesetzt.Ebenso verwaltet er eine Liste mit virtuellen Teil
hen, die si
h in diesen virtuel-len Randzellen be�nden. Diese virtuellen Teil
hen k�onnen als Kollisionspartnerrealer Teil
hen agieren, aber f�ur sie wird keine eigene Ereignisliste angelegt.Denn die zugeh�origen Ereignisse werden ja s
hon im Na
hbarprozess, wo dieseTeil
hen real sind, bere
hnet und von diesem gegebenenfalls �ubermittelt.Des Weiteren wird f�ur die Ereignisse, die in der (realen) Randzone statt�n-den,3 eine eigene Ereignis-Wartes
hlange angelegt, verglei
hbar derjenigen ausKap. 2.2. Diese liefert immer dasjenige Ereignis zur�u
k, das voraussi
htli
h alsn�a
hstes innerhalb der Randzone statt�nden wird. Tats�a
hli
h kann es nat�urli
haber au
h vorkommen, dass dieses Ereignis sp�ater no
h annulliert wird oder einanderes, bisher ni
ht vorhergesehenes Ereignis fr�uher innerhalb der Randzonestatt�ndet.3Damit ist gemeint, dass bei einer Teil
henkollision si
h mindestens eines der Teil
hen ineiner Randzonenzelle be�ndet bzw. bei einem Zellenwe
hsel mindestens eine der beteiligtenZellen zur Randzone geh�ort.40



3.5 Paralleler Algorithmus3.5.3 Festlegen des Zeits
hrittsDer optimistis
he Ansatz f�ur die Parallelisierung geht zun�a
hst davon aus,dass diese Prognose f�ur das n�a
hste Randzonen-Ereignis verl�assli
h ist und legtdementspre
hend den Zeits
hritt fest, w�ahrend dessen Ereignisse abgearbeitetwerden k�onnen [40℄.Dieser Zeits
hritt sollte ni
ht l�anger als bis zum n�a
hsten Randzonen-Ereignissein, denn dana
h ist ja mit We
hselwirkungen mit Na
hbarprozessen zu re
h-nen { sei es, dass ein Teil
hen mit Teil
hen des Na
hbarprozesses kollidiert oderaber einfa
h die Gebietsgrenze zum Na
hbarprozess �uberquert.Wenn in den zum Randzonen-Ereignis bena
hbarten Zellen (auf einem Na
h-barprozess) ein fr�uheres Ereignis statt�nden sollte, ist selbst dieser Zeits
hritts
hon zu lange; denn na
h diesem fr�uheren Ereignis �andern si
h ja die Daten dervirtuellen Teil
hen, auf denen die urspr�ungli
he Abs
h�atzung beruhte. Dahersollte der Zeits
hritt in diesem Fall nur bis zu jenem fr�uheren Ereignis dau-ern. Mit diesem Verfahren ist si
hergestellt, dass Kausalit�atsfehler nur seltenauftreten.43.5.4 Bere
hnung eines Simulationsabs
hnittsDie Bere
hnung eines Simulationsabs
hnitts (Abb. 3.3, Punkt II) l�auft im Ein-zelnen folgenderma�en ab: Zun�a
hst wird der Zeits
hritt f�ur den Simulationsab-s
hnitt festgelegt. Dazu s
hi
ken alle Prozesse ihren Na
hbarprozessen Informa-tionen �uber das als n�a
hstes anstehende Randzonen-Ereignis. Diese antwortenmit dem n�a
hsten geplanten Ereignis in den dazu bena
hbarten Zellen (Punkt1). Jeder Prozess kann dann damit seinen lokalen Zeits
hritt festlegen (Punkt2), vgl. Kap. 3.5.3. Dabei sollte au
h no
h ber�u
ksi
htigt, dass der Zeits
hrittdie Syn
hronisationsbarriere ni
ht �ubers
hreitet, es sei denn alle anderen Pro-zesse h�atten diese ebenfalls s
hon errei
ht.4Man kann au
h pessimistis
here Ma�st�abe anlegen, die den Zeits
hritt no
h weiterverk�urzen, wie z. B. [2℄, und damit Kausalit�atsfehler no
h unwahrs
heinli
her ma
hen. Al-lerdings geht dies auf Kosten der Parallelit�at, da viele Prozesse dann nur mit Wartenbes
h�aftigt sind, und f�uhrt unter dem Stri
h zu geringerer Leistung. 41



3 ParallelisierungAns
hlie�end beginnt die Verarbeitung der Ereignisse, die w�ahrend dieses Zeit-s
hritts statt�nden (Punkt 3). Diese Phase l�auft genauso wie beim seriellen Al-gorithmus ab, siehe dazu Kap. 2. Wenn dabei ein Randzonen-Ereignis auftretensollte, das ni
ht vorhergesehen war, wird diese Phase vor dessen Bearbeitungvorzeitig abgebro
hen, um einen eventuellen Kausalit�atsfehler zu vermeiden.Ansonsten l�auft sie bis zum zuvor festgelegten Ende des Zeits
hritts.Ein Randzonen-Ereignis kann also w�ahrend dieser Phase allenfalls als letztesEreignis auftreten. Falls dies der Fall ist, werden im Ans
hluss daran die ak-tualisierten Informationen zu den beteiligten Teil
hen an die entspre
hendenNa
hbarprozesse5 vers
hi
kt (Punkt 4).Mit den empfangenen Na
hri
hten kann nun jeder Prozess seine Datenstruk-turen anpassen (Punkt 5). Davon k�onnen reale Teil
hen betro�en sein, wennsie mit einem virtuellen Teil
hen kollidiert sind; dann muss die Teil
hen-Ges
hwindigkeit entspre
hend angepasst werden. Bei virtuellen Teil
hen gibtes eine Vielzahl weiterer M�ogli
hkeiten: Bei ihnen kann si
h beispielsweise au
hder Ort und die Zellnummer �andern. Sie k�onnen sogar neu in der Liste dervirtuellen Teil
hen auftau
hen oder daraus vers
hwinden, wenn sie in die virtu-elle Randzone eintreten oder diese verlassen. Und s
hlie�li
h kann ein virtuellesTeil
hen au
h zu einem realen Teil
hen werden, wenn es die Gebietsgrenze �uber-s
hreitet.In diesem Fall m�ussen f�ur das neue reale Teil
hen Ereignisse bere
hnet werden.Wenn diese die Kausalit�at verletzen, also vor der lokalen Simulationszeit liegen,wird ein Fehler signalisiert.Die zweite Quelle potentieller Kausalit�atsfehler ergibt si
h, wenn si
h die an-fangs �ubermittelten Informationen zu Randzonen-Ereignissen im Na
hhineinals inkorrekt erweisen. Diese sollten ja die L�ange des Zeits
hritts begrenzen,wenn vor einem Randzonen-Ereignis in einer Na
hbarzelle ein fr�uheres Ereignisstatt�ndet. Ergibt nun die Fehlerdetektion (Punkt 6), dass ein sol
hes stattfand,aber dem Na
hbarprozess ni
ht re
htzeitig mitgeteilt wurde, so wird ebenfallsein Kausalit�atsfehler signalisiert, weil dadur
h m�ogli
herweise eine Kollisionverpasst wurde.5In der Regel ist dies nur ein einziger Prozess; bei Zellen die an der E
ke eines Gebietsliegen, k�onnen es jedo
h au
h bis zu sieben Na
hbarprozesse sein.42



3.6 Parallele Re
henleistungWenn ein Fehler aufgetreten ist, wird der ganze Simulationsabs
hnitt abgebro-
hen (Punkt 7) und wiederholt; ansonsten geht es mit dem n�a
hsten Zeits
hrittweiter (Punkt 8).3.6 Parallele Re
henleistungWie wir nun gesehen haben, ist der parallele Algorithmus weitaus komplexer alsder serielle. Zu den eigentli
hen Bere
hnungen kommen hier no
h Prozesskom-munikation, Zustandsspei
herung, Fehlerkorrektur, Lastneuverteilung, Warte-zeiten et
. hinzu.Letztendli
h muss si
h erst bei der Anwendung erweisen, dass die kombinierteRe
henleistung der vers
hiedenen Prozesse diesen Zusatzaufwand wett ma
henkann und si
h unter dem Stri
h eine deutli
he Leistungssteigerung ergibt. F�urden Spei
herbedarf gilt im Prinzip dasselbe, da si
h die gesteigerte Komplexit�atau
h in mehr notwendigen Datenstrukturen nieders
hl�agt. Im Folgenden seiendie ben�otigten Ressour
en in Abh�angigkeit von der Prozessanzahl P untersu
ht.3.6.1 Re
henzeitDie Ges
hwindigkeitstest wurden auf einem PC-Cluster mit Pentium-III-CPUsmit 650 MHz Taktfrequenz und einem mit 1.28 GBit/s ges
halteten Myrinet-LAN dur
hgef�uhrt. Das Test-System bestand dabei aus harten Kugeln, die {soweit in den Bildunters
hriften ni
hts anderes vermerkt ist { ideal elastis
hmiteinander sto�en konnten (RestitutionskoeÆzient � = 1).Die bes
hriebene Re
hnerar
hitektur stellt keine ideale Kon�guration f�ur Er-eignisdynamik-Simulationen dar, da diese trotz aller Optimierungen do
h no
hrelativ viel Kommunikation zwis
hen den Prozessen ben�otigen. Besser geeignetw�are ein Super
omputer mit optimierter Kommunikations-Hardware wie bei-spielsweise eine Cray T3E oder au
h ein Shared-Memory-System. Umso bessereignet es si
h dagegen als Bewertungsma�stab. Wenn hier die Parallelisierungeine Leistungssteigerung erbringt, ist diese auf anderen Super
omputern erstre
ht zu erwarten. 43



3 Parallelisierung
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PAbbildung 3.5: Bes
hleunigung der Re
henleistung auf einem PC-Cluster bei PProzessen (im Verglei
h zu einem �ktiven Ein-Prozess-System).Der tats�a
hli
he Messwert f�ur P = 1 ist mit den anderen Wertennur bedingt verglei
hbar.Man bea
hte den logarithmis
hen Ma�stab.(links) 2D-System mit N = 5 � 105 Teil
hen, Volumenanteil � =0:3, C = 10242 � 106 Zellen. Die Gerade hat eine Steigung von0.49.(re
hts) 3D-System mit N = 2 � 106 Teil
hen, Volumenanteil� = 0:25, C = 1283 � 2 � 106 Zellen. Die Gerade hat eineSteigung von 0.45.Wie man nun Abb. 3.5 entnehmen kann, erhalten wir in einem homogenen Sys-tem mit konstanter Teil
henzahl im Berei
h 4 � P � 128 eine Steigerung derRe
henleistung proportional zu P1=2, sowohl in zwei als au
h in drei Dimensio-nen.6In Abb. 3.6 ist die Re
henleistung eines dissipativen und damit inhomogenen7Systems aufgetragen; hier wurde die Teil
henzahl proportional zur Prozessan-zahl P gew�ahlt. Dabei ist ebenso eine Bes
hleunigung der Re
henleistung pro-6Zum Verglei
h ist au
h die Re
henleistung des seriellen Algorithmus auf einer �ahnli
henRe
hnerar
hitektur eingezei
hnet. Diese ist gr�o�er als es das Skalierungsverhalten der par-allelen Version erwarten lie�e, was damit zusammenh�angt, dass der serielle Algorithmusauf einige Routinen wie Prozesskommunikation, Zustandssi
herung, Fehlerbehebung, et
.verzi
hten kann.7Inwiefern Dissipation zu Inhomogenit�aten f�uhrt, wird in Teil II dieser Arbeit ausf�uhrli
hdiskutiert.44
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PAbbildung 3.6: Bes
hleunigung der Re
henleistung auf einem PC-Cluster beiP Prozessen.Dissipatives 2D-System mitN = P�104 Teil
hen, Volumenanteil� = 0:25, RestitutionskoeÆzient � = 0:5.Die Gerade hat eine Steigung von 0.48.(links) mit dynamis
her Lastverteilung(re
hts) ohne dynamis
he Lastverteilungportional zu P1=2 erkennbar { sofern die dynamis
he Lastverteilung aktiviertist. Ansonsten ist demgegen�uber f�ur gro�e P teilweise ein deutli
her Leistungs-abfall zu verzei
hnen; bei no
h ausgepr�agteren Inhomogenit�aten sollte dieserno
h st�arker ins Gewi
ht fallen. F�ur kleine P ergibt si
h hier kein Unters
hied,da die Prozess-Gebiete gr�o�er als die Gr�o�enskalen der Inhomogenit�aten sind.Mit aktivierter dynamis
her Lastverteilung ist den Daten kein S�attigungsver-halten f�ur gro�e P anzusehen, sodass au
h f�ur no
h gr�o�ere P weitere Leis-tungssteigerungen zu erwarten sind.3.6.2 Spei
herbedarfWi
htiger als die Re
henzeit ist bei gro�en Ereignisdynamik-Simulationen aberoft der Spei
herbedarf. Dieser l�asst si
h bei vorliegendem Code einfa
h analy-tis
h abs
h�atzen. Der wesentli
hen Beitrag zum Spei
herbedarf ist proportionalzur Teil
henzahl pro Prozess (/ N=P); dies ist der Spei
herbedarf der realenTeil
hen. Dazu kommen no
h die virtuellen Teil
hen am Rande eines Prozess-gebiets (/ (N=P)1�1=D) und globale Teil
hendaten (/ N). Wir �uberpr�ufen45



3 Parallelisierung
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Abbildung 3.7: Typis
her Spei
herbedarf pro Prozess bei einem 3D-System mitP Prozessen.Die Datenpunkte sind tats�a
hli
he Messwerte f�ur N = 2 � 106Teil
hen; die Kurven ergeben si
h aus der Abs
h�atzung 
1N=P+
2(N=P)2=3+
3N , wobei der erste Term den Spei
herbedarf rea-ler Teil
hen ber�u
ksi
htigt, der zweite denjenigen der virtuellenTeil
hen und der dritte die globalen Teil
hendaten. Der Daten-punkt f�ur einen einzigen Prozess liegt abseits des S
h�atzwertesf�ur den parallelen Algorithmus, da der serielle Algorithmus aufeinige Datenstrukturen verzi
hten kann.
46



3.6 Parallele Re
henleistungdiese Abs
h�atzung anhand einiger gemessener Werte (siehe Abb. 3.7) und zei-gen, dass sie die tats�a
hli
hen Werte �uberzeugend wiedergibt. Zum Verglei
hist au
h der Spei
herbedarf des seriellen Algorithmus eingezei
hnet; dieser istbeinahe um den Faktor 2 geringer, da der serielle Algorithmus keine Kopie derDaten f�ur die Korrektur von Kausalit�atsfehlern ben�otigt.Man erkennt, dass der Spei
herbedarf virtueller Teil
hen f�ur sinnvolle WerteN=P � 103 ni
ht ins Gewi
ht f�allt. F�ur ni
ht allzu gro�e P skaliert damit derSpei
herbedarf praktis
h mit N=P. Ein Problem stellen ledigli
h die globalenTeil
hendaten dar. Selbst in unserem Programm, in dem ledigli
h 4 Byte anglobalen Daten8 pro Teil
hen benutzt werden, sinkt der ben�otigte Spei
her proProzess f�ur P > 128 praktis
h ni
ht mehr ab. Gl�u
kli
herweise lassen si
hdie globalen Teil
hendaten mit ge�anderter Spei
herverwaltung ohne allzu gro�eLeistungseinbu�en aber au
h ganz vermeiden. F�ur Ar
hitekturen mit extremvielen Prozessen kann das sinnvoll sein. Da unser Re
hner auf 128 Prozessebes
hr�ankt war, haben wir hierauf verzi
htet.3.6.3 KommunikationKommunikation zwis
hen den Prozessen ist immer dann n�otig, wenn ein Ereig-nis in einer der Cborder Zellen der Randzone statt�ndet. Dies ist (f�ur gro�eP) ungef�ahr bei einem Anteil Cborder=C � 2D(P=C)1=D der Ereignisse derFall. Anders ausgedr�u
kt: Zwis
hen den Kommunikationsphasen werden 
a.PC=Cborder � C1=DP1�1=D Ereignisse abgearbeitet. (F�ur das System ausAbb. 3.5 (re
hts), P = 64, erhalten wir beispielsweise 
a. 200 Ereignisse zwi-s
hen zwei Kommunikationsphasen.) Die Anzahl der Kommunikationspartnerri
htet si
h dabei na
h der Anzahl der Na
hbarprozesse, f�ur gro�e P sind dasim Mittel 3D � 1.8Diese globalen Daten werden zur Zuordnung von globaler Teil
hennummer (id) zur lo-kalen Teil
hennummer ben�otigt. Dies haben wir als einfa
hes Datenfeld mit N Eintr�agenrealisiert. Bei einer gro�en Anzahl von Prozessen kann es jedo
h sinnvoll sein, dies dur
heine spei
hersparende Datenstruktur f�ur d�unn besetzte Felder zu ersetzen. (Jeder Prozessben�otigt ja ledigli
h die Eintr�age f�ur die lokalen Teil
hen.) Sol
he Strukturen sind ni
htweiter kompliziert, haben aber eine etwas geringere Zugri�sges
hwindigkeit als einfa
heDatenfelder. 47



3 ParallelisierungSyn
hronisation der Prozesse ist seltener n�otig. Dur
h das adaptive Verfahren,mit dem das Syn
hronisationsintervall tsyn
 festgelegt wird, ist dessen L�ange andie H�au�gkeit der Kausalit�atsfehler gekoppelt. Eine sinnvolle Wahl der Para-meter liefert dann etwa eine Gr�o�enordnung mehr Syn
hronisationen als Kau-salit�atsfehler.Die H�au�gkeit der Kausalit�atsfehler und damit verbundenen Wiederholungendes Simulationsabs
hnitts h�angt von zahlrei
hen Gr�o�en ab. F�ur unsere typi-s
hen Testsysteme erhalten wir in etwa 102(N=P)1�1=D Ereignisse in der Zeitterr zwis
hen zwei Kausalit�atsfehlern. (F�ur das System aus Abb. 3.5 (re
hts),P = 64, erhalten wir beispielsweise 
a. 27000 Ereignisse zwis
hen zwei Kausa-lit�atsfehlern.)Der Anteil der wiederholten Simulationsabs
hnitte an der gesamten Simulationbetr�agt dabei ungef�ahr tsyn
=terr. Dieses Verh�altnis l�asst si
h dur
h h�au�ge-re Syn
hronisationen zwar verringern, sodass der Anteil der wiederholten Ab-s
hnitte sinkt; andererseits w�a
hst dadur
h die Zeit an, in der Prozesse unt�atigauf andere warten.3.6.4 SkalierbarkeitZusammengefasst l�asst si
h also feststellen, dass die Parallelisierung gegen�uberdem seriellen Algorithmus naturgem�a� zun�a
hst einmal zus�atzli
he Kosten inBezug auf Re
henleistung und Spei
herbedarf verursa
ht. Dur
h die Verteilungauf mehrere Prozesse, ergibt si
h denno
h eine deutli
he Leistungssteigerunggegen�uber dem seriellen Algorithmus. Diese haben wir im Berei
h 4 � P � 128aufgezeigt und es spri
ht ni
hts dagegen, f�ur P > 128 mit weiteren Leistungs-steigerungen zu re
hnen.9 F�ur Re
hner-Ar
hitekturen mit optimierter Kommu-nikationshardware ist f�ur die parallele Implementierung au�erdem eine weitereBes
hleunigung der Bere
hnungen zu erwarten.Auf der Referenzar
hitektur war es uns m�ogli
h, reale physikalis
he Problememit N=P . 106, also bis zu N � 108 Teil
hen zu simulieren.9Was den Spei
herbedarf angeht, sind dann jedo
h geringf�ugige Modi�kationen der Daten-strukturen angeraten, sodass diese ganz ohne globale Teil
hendaten auskommen.48



3.7 Zusammenfassung3.7 ZusammenfassungIn diesem Kapitel wurde eine Parallelisierung der Ereignisdynamik vorge-stellt. Die Implementierung beruht auf MPI und verwendet ansonsten nur dieC/C++-Standard-Bibliotheken; der zu Grunde liegende Code ist portabel undsollte damit auf allen Re
hnerar
hitekturen lauff�ahig sein.Parallelisierung wird dur
h Gebietszerlegung errei
ht. Um au
h inhomogeneSysteme eÆzient simulieren zu k�onnen, ist diese Zerlegung ni
ht statis
h, son-dern wird dur
h dynamis
he Lastverteilung st�andig optimiert.Da bei der Ereignisdynamik die Teil
hen asyn
hron bearbeitet werden, mussjeder Prozess seine eigene lokale Simulationszeit verwenden. Wegen der prin-zipiell na
h oben ni
ht bes
hr�ankten Ereignis-Ausbreitungsges
hwindigkeit istes ni
ht m�ogli
h, die kausale Ordnung w�ahrend der parallelen Simulation un-ter allen Umst�anden aufre
ht zu erhalten. Daher muss der Algorithmus eineoptimistis
he Strategie verfolgen, bei der er zun�a
hst einmal von einer kausalkorrekten Verarbeitung ausgeht, eventuelle Fehler detektiert und dann den feh-lerhaften Simulationsabs
hnitt wiederholt. Dazu ist es notwendig, den Simu-lationszustand regelm�a�ig zu spei
hern; das Spei
herintervall wird dur
h einadaptives Verfahren an die typis
he Frequenz, mit der Kausalit�atsfehler auftre-ten, optimal angepasst. Die korrekte kausale Ordnung der gespei
herten Kopienwird dabei dur
h vorhergehende Syn
hronisation der Prozesse garantiert.Ansonsten sieht die wesentli
he Verarbeitungsroutine f�ur die Ereignisse �ahn-li
h wie beim seriellen Algorithmus aus. Jedo
h wird die Ereignisverarbeitungregelm�a�ig dur
h eine Phase der Kommunikation zwis
hen den Prozessen un-terbro
hen; die L�ange der Ereignisverarbeitungsphase wird dabei anhand vonRandzonen-Ereignissen festgelegt.Die damit auf einem PC-Cluster mit P Prozessoren erzielte Leistung ist un-gef�ahr proportional zu P1=2; auf Mas
hinen mit optimierter Kommunikations-hardware sollte die Leistungsf�ahigkeit no
h deutli
h besser skalieren. DiesesVerhalten wurde zumindest bis P = 128 na
hgewiesen, ist aber au
h f�ur no
hgr�o�ere Prozesszahlen zu erwarten.Der Nutzen der dynamis
hen Lastverteilung ist stark abh�angig vom Grad derInhomogenit�at des simulierten Systems und der Anzahl der Prozesse. Sie ent-49



3 Parallelisierungfaltet ihre gr�o�te E�ektivit�at bei stark inhomogenen Systemen und vielen Pro-zessen.Der Spei
herbedarf wurde gegen�uber [2℄ um den Faktor 3 reduziert; er ist imWesentli
hen proportional zu N=P. Bei sehr gro�en P fallen die wenigen glo-balen Teil
hendaten st�orend ins Gewi
ht; auf diese kann man allerdings au
hverzi
hten, ohne daf�ur allzu gro�e Ges
hwindigkeitseinbu�en in Kauf zu neh-men.Insgesamt konnten wir mit dieser Implementierung auf dem zur Verf�ugung ste-henden PC-Cluster realistis
he physikalis
he Probleme mit bis zu N = 108Teil
hen untersu
hen.
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Teil II
Clusterbildungin granularen Gasen
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4 Granulare Gase
Granulare Medien bestehen aus einer Vielzahl kleiner, aber makroskopis
herTeil
hen. Sand, Staub, Zu
ker und Mehl sind einige Beispiele aus dem allt�agli-
hen Leben. In Anlehnung an die Thermodynamik unters
heidet man drei quali-tativ unters
hiedli
he Verhaltensweisen: gasf�ormig, 
�ussig und fest. Es handeltsi
h dabei jedo
h ni
ht wirkli
h um thermodynamis
he Phasen mit s
harfenPhasen�uberg�angen, sondern ledigli
h um suggestive Bezei
hnungen [41{46℄.Bei hohen Di
hten verhalten si
h granulare Medien wie Festk�orper. Die Teil-
hen sind in permanentem Kontakt miteinander und bilden einen metastabilenZustand. Reibung und geometris
he Bes
hr�ankungen verhindern ein Flie�en.Deshalb ist es beispielsweise m�ogli
h, auf Dei
hen oder D�unen spazieren zugehen.Bei mittleren Di
hten sind die Teil
hen zwar au
h no
h in engem Kontakt, abereine �au�ere Krafteinwirkung, wie z. B. die Gravitation, f�uhrt zu einem Flie�endes Mediums. Beispiele hierf�ur sind Lawinen oder der Fluss eines Granulatsdur
h ein Rohr. Die Dynamik wird dabei im Wesentli
hen dur
h die Reibungs-kr�afte zwis
hen den Teil
hen bestimmt.Beim �Ubergang zu no
h geringeren Di
hten ber�uhren si
h die Teil
hen nur no
hselten. In diesem Fall spri
ht man von granularen Gasen. F�ur deren Dynamiksind vor allem Teil
henkollisionen verantwortli
h. Bei extremer Verd�unnung�ahneln die Eigens
haften granularer Gase denen von idealen Gasen. Interessan-ter ist jedo
h der Fall, bei dem Teil
henabst�ande und freie Wegl�angen in einer�ahnli
hen Gr�o�enordnung wie die Teil
hen selbst liegen. Dann beoba
htet mankomplexe Strukturbildungse�ekte [27, 47, 48℄, mit denen wir uns in den folgen-den Kapiteln n�aher bes
h�aftigen wollen. 53



4 Granulare GaseDa es si
h bei granularen Gasen um makroskopis
he Teil
hen handelt, rei
htdie klassis
he Me
hanik zu deren Bes
hreibung aus. Viele Methoden aus derklassis
hen statistis
hen Physik k�onnen auf granulare Gase �ubertragen werden,wie z. B. der Liouville-Operator-Formalismus. Allerdings m�ussen dabei dissi-pative Prozesse ber�u
ksi
htigt werden, die bei molekularen Kollisionen ni
htauftreten.Zun�a
hst bes
h�aftigen wir uns in Kapitel 4.1 mit einem geeigneten Modell f�urgranulare Gase. Ans
hlie�end wenden wir in Kapitel 4.2 Methoden der statisti-s
hen Physik auf granulare Gase an und versu
hen daraus Aussagen �uber derenEigens
haften zu gewinnen. In Kapitel 4.3 s
hieben wir einen kurzen �Uberbli
k�uber die Zustandsglei
hung unseres Modellsystems ein. Im Kapitel 4.4 widmenwir uns dann speziell den Me
hanismen, die der Strukturbildung in granula-ren Gasen zu Grunde liegen. S
hlie�li
h geben wir in Kapitel 4.5 eine kurzeZusammenfassung dieser �Uberlegungen.4.1 ModellierungReale granulare Medien bestehen aus einer Vielzahl von Teil
hen unters
hied-li
hster Form, Gr�o�e und Masse. Kollisionen und Ber�uhrungen der Teil
henf�uhren zu Reibung, Koh�asion, Deformationen, inneren S
hwingungen, Abriebund Fragmentierung. In der Regel be�nden si
h die Teil
hen dabei innerhalbeines Mediums (beispielsweise Luft), mit dem die Teil
hen ebenfalls interagie-ren. Zwis
hen den Teil
hen wirken Van-der-Waals- und elektrostatis
he Kr�afte;von au�en wirken typis
herweise Kr�afte wie die Gravitation auf die Teil
henein.Bei sol
h einem komplexen System ers
heint es ni
ht �uberras
hend, dass manein kompliziertes Verhalten beoba
htet. Aber sind all diese Beitr�age au
h wirk-li
h notwendig, um das typis
he Verhalten eines granularen Gases zu reprodu-zieren? Und wel
he eigentli
he Ursa
he liegt den beoba
hteten Strukturen zuGrunde? Um diesen Fragen na
hzugehen, ist es notwendig, si
h bei der Model-lierung granularer Gase auf das Wesentli
he zu bes
hr�anken und deren komplexeRealit�at auf ein m�ogli
hst einfa
hes Modell abzubilden.54



4.1 Modellierung4.1.1 Teil
henDiesem Prinzip folgend, modellieren wir die Teil
hen des granularen Gases alsidentis
he, unendli
h harte Kugeln. Alle N Teil
hen erhalten dieselbe Massem und denselben Radius a. Die Teil
hen werden bei einer Kollision ni
ht de-formiert und als glatt angesehen; die Kollisionen verlaufen also reibungsfrei.Damit brau
hen Eigendrehimpulse der Teil
hen ni
ht ber�u
ksi
htigt zu wer-den.1 Ebenso werden innere Freiheitsgrade der Teil
hen verna
hl�assigt. Au�erdem geometris
hen E�ekt des ausges
hlossenen Volumens we
hselwirken dieTeil
hen also ni
ht miteinander und es wirken au
h keine �au�eren Kr�afte. DieDynamik der Teil
hen wird somit allein von der Entropie dirigiert und ist { vonder Zeitskala abgesehen { temperaturunabh�angig.Dissipation ist ein wesentli
her Bestandteil der Dynamik granularer Gase. Wirbes
hr�anken uns bei der Modellierung auf einen einzigen Parameter { den Re-stitutionskoeÆzienten �. Dieser bes
hreibt das Verh�altnis der Teil
henges
hwin-digkeiten vor und na
h einer Kollision (siehe au
h Kap. 2.4.2):� = jv0njjvnj (4.1)Dabei ist vn die relative Normalenges
hwindigkeit der beiden Teil
hen bei derKollision. Die ungestri
hene Gr�o�e gilt unmittelbar vor, die gestri
hene unmit-telbar na
h der Kollision.Als numeris
he Simulationsmethode f�ur dieses System wird die im ersten Teildieser Arbeit vorgestellte Ereignisdynamik benutzt.4.1.2 Anfangs- und RandbedingungenUm den Ein
uss von Rand- und Gr�o�ene�ekten m�ogli
hst klein zu halten,verwenden wir periodis
he Randbedingungen (siehe Kap. 2.3.1) in einem D-dimensionalen Simulationsvolumen V = LD.1Beispielhafte Simulationen haben gezeigt, dass Modelle mit Rotation et
. qualitativ zudenselben Ergebnissen f�uhren [29, 49℄. 55



4 Granulare GaseDer Volumenanteil � der Teil
hen mit Volumen Vpart am simulierten Volumenbetr�agt damit � := N VpartV (4.2)= N � aL�D �D=2(D=2)! (4.3)= 8<:N(a=L)2 � (2D)N(a=L)3 4�=3 (3D) : (4.4)Dieser wird so gew�ahlt, dass die mittlere freie Wegl�ange lE der Teil
hen kleingegen�uber der Systemgr�o�e L ist, siehe dazu Glei
hung (4.38), aber nat�urli
hni
ht so klein, dass das System einfriert (siehe Kap. 4.3).Einen zuf�alligen homogenen Anfangszustand pr�aparieren wir in der folgendenWeise: Zun�a
hst werden alle Teil
hen auf die Positionen eines regelm�a�igen Git-ters verteilt. Den Teil
hen werden zuf�allige, maxwellverteilte Ges
hwindigkeitenvi zugewiesen. Dabei wird au�erdem si
hergestellt, dass der Gesamtimpuls al-ler Teil
hen Pimvi = 0 ist. Um nun au
h eine zuf�allige r�aumli
he Verteilungder Teil
hen zu erhalten, wird eine vorbereitende Simulation dur
hgef�uhrt, beider die Dissipation ausges
haltet bleibt (� = 1). S
hon na
h wenigen Kollisio-nen stellt si
h eine zuf�allige Verteilung der Orte und Ges
hwindigkeiten ein;der Si
herheit halber w�ahlen wir eine Simulationsdauer von 102 Kollisionen proTeil
hen. Die damit erzielte Kon�guration wird nun als Ausgangszustand f�urdie eigentli
he Simulation benutzt.Typis
he Werte f�ur die Di
hte und die Systemgr�o�e liegen dabei in der Gr�o�en-ordnung � = 0:25 und N = 105 : : : 106.4.1.3 Mikroskopis
he DynamikDie mikroskopis
he Dynamik dieses Modells ergibt si
h aus einer vereinfa
htenVersion der Glei
hungen aus Kap. 2.4.1 und Kap. 2.4.2. Zwis
hen den St�o�enwirken keine Kr�afte auf die Teil
hen; sie bewegen si
h mit konstanter Ges
hwin-digkeit: r(t) = r0 + vt : (4.5)56



4.1 ModellierungDie Kollisionen selbst �nden in in�nitesimal kurzer Zeit statt und gehor
hendem Sto�gesetz v01=2 = v1=2 � 1 + �2 vn : (4.6)Der Gesamtimpuls bleibt dabei erhalten. Die kinetis
he Energie nimmt ab; dieSt�arke der Dissipation ist dabei proportional zu� := 1� �2 : (4.7)Im Fall elastis
her Kollisionen � = 1 ist die Dissipation � = 0; maximale Dissi-pation erh�alt man f�ur � = 0.4.1.4 Inelastis
her Kollaps und TC-ModellWie si
h in den folgenden Kapiteln zeigen wird, ist dieses einfa
he Modell aus-rei
hend, um die 
harakteristis
hen Eigens
haften von granularen Gasen wie-derzugeben. Jedo
h kann die Idealisierung der We
hselwirkungen dur
h einunendli
h steifes Potential zu einem pathologis
hen Verhalten f�uhren { dem in-elastis
hen Kollaps. Damit ist gemeint, dass unendli
h viele Teil
henkollisionenin endli
her Zeit statt�nden. Diese Singularit�at ist sowohl unphysikalis
h alsau
h problematis
h f�ur die numeris
he Simulation mit der Ereignisdynamik.Eine genaue Untersu
hung dieses Ph�anomens [50{52℄ zeigt, dass der inelasti-s
he Kollaps immer dann auftreten kann, wenn Systemgr�o�e N , Di
hte � undDissipation � gro� genug sind. Es handelt si
h dabei im Wesentli
hen um eineindimensionales Ph�anomen; das hei�t, der Kollaps tritt entlang einer linearenKette von wenigen Teil
hen auf, w�ahrend der gro�e Rest der Teil
hen ni
ht be-tro�en ist. Dies ma
ht es m�ogli
h, den kritis
hen RestitutionskoeÆzienten �i
,unterhalb dessen der inelastis
he Kollaps auftreten kann, anhand eines eindi-mensionalen Modells abzus
h�atzen [47, 52℄:�i
 = tan2��4 �1� 1lopt�� : (4.8)Dabei ist lopt := �L2a = 8<:pN��=4 (2D)3pN�2�=6 (3D) (4.9)
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4 Granulare Gasedie dimensionslose optis
he Tiefe2 des Systems.F�ur lopt � 1 erh�alt man �i
 � 1� �lopt (4.10)oder �i
 = 1� �2i
 � 2�lopt : (4.11)Da nur wenige Teil
hen vom inelastis
hen Kollaps betro�en sind, sind (von derKollisionsfrequenz abgesehen) die Auswirkungen auf makroskopis
he Gr�o�engering. F�ur die numeris
he Simulation ist er denno
h extrem problematis
h,weil die Re
henzeit ja proportional zur Anzahl der verarbeiteten Kollisionenist.TC-ModellEine L�osung f�ur das Problem des inelastis
hen Kollapses stellt das TC-Modelldar [53℄. Diese Erweiterung des einfa
hen Modells der inelastis
hen harten Ku-geln (siehe Kap. 4.1.1) f�uhrt eine e�ektive Kontaktdauer t
 ein. Ist nun dieZeitspanne zwis
hen aufeinander folgenden Kollisionen eines Teil
hens kleinerals t
, wird die zweite Kollision als elastis
h betra
htet, das hei�t f�ur diese ist� = 1. Genauer gesagt: eine Kollision ist genau dann elastis
h, wenn einer derbeiden Kollisionspartner zu einem Zeitpunkt, der weniger als t
 zur�u
kliegt,bereits mit einem anderen Teil
hen kollidiert ist.Der physikalis
he Hintergrund dieses Modells liegt darin, dass man die un-physikalis
he, in�nitesimal kleine Kollisionsdauer des Harte-Kugel-Modells ausenergetis
her Si
ht dur
h eine Kollisionsdauer t
 ersetzt. Finden nun mehrereKollisionen innerhalb von t
 statt, entspri
ht dies gewisserma�en einer Mehr-teil
henkollision, da ja die vorhergehende Kollision die aktuelle no
h beein
usst.Untersu
hungen von Mehrteil
henkollisionen bei wei
hen Kugeln [54, 55℄ zeigen2Der Name optis
he Tiefe hat seinen Ursprung darin, dass diese Gr�o�e der L�ange (in Teil-
hendur
hmessern) entspri
ht, die ein Li
htstrahl, der den Simulationsraum dur
hquert,innerhalb von Teil
hen verl�auft.58



4.2 Kinetis
he Gastheoriein der Tat, dass dabei weniger Energie dissipiert wird als bei einer entspre-
henden Reihe von Zweiteil
henkollisionen. Dementspre
hend wird au
h beimTC-Modell die Dissipation bei s
hnell aufeinander folgenden Kollisionen her-abgesetzt.Man kann sogar so weit gehen, dass man die kinetis
he Energie, die aufgrundder t
-Regel ni
ht dissipiert werden kann, als ein �Aquivalent zur elastis
henEnergie bei einem Modell mit wei
hen Kugeln betra
htet. Ein Verglei
h miteinem linear elastis
hen Modell [56℄ mit wei
hen Kugeln der Stei�gkeit k zeigt,dass die Kr�afte, Spannungen und pseudo-elastis
hen Energien, die beim TC-Modell auftreten, denjenigen von wei
hen Kugeln entspre
hen. Und au
h dieZeit t
 entspri
ht dabei der Kontaktdauer tel
 = �pm=k bei der Kollision wei-
her Kugeln. Man erh�alt mit dem TC-Modell also au
h eine Art "statis
hen\Grenzfall f�ur das Harte-Kugel-Modell, wennglei
h dieser jedo
h dur
h s
hnellaufeinander folgende Kollisionen realisiert wird { und daher mit erhebli
hemRe
henaufwand verbunden ist [53℄.W�ahlt man t
 � tE (wenn tE die typis
he kollisionsfreie Zeit ist), was obigerAnalogie folgend Kugeln mit sehr hoher Stei�gkeit entspri
ht, so wird die t
-Regel nur bei sehr wenigen Kollisionen angewandt, n�amli
h bei einem Anteil
e = 1� exp��2 t
tE� � 2 t
tE : (4.12)Daher sind die Auswirkungen auf makroskopis
he Gr�o�en im Verglei
h zumeinfa
hen Modell inelastis
her harter Kugeln verna
hl�assigbar [57℄ { aber derinelastis
he Kollaps wird denno
h verhindert, weil die daran beteiligten Teil
henelastis
h werden.Neben dem TC-Modell gibt es no
h eine ganze Reihe anderer Modelle, dieden inelastis
hen Kollaps ebenfalls unterbinden. Den meisten hiervon fehlt esallerdings an einer soliden physikalis
he Grundlage [53℄, weswegen wir uns f�urdas TC-Modell mit t
 � tE ents
hieden haben.4.2 Kinetis
he GastheorieDie kinetis
he Gastheorie leitet die makroskopis
hen Eigens
haften von Gasenmit Hilfe der klassis
hen Me
hanik und der statistis
hen Physik aus den mikro-59



4 Granulare Gaseskopis
hen Vorg�angen her. Ideale Gase wurden von Maxwell [58, 59℄ und Boltz-mann [60{62℄ bes
hrieben. Enskog und Chapman erweiterten die Glei
hungenum den Impulstransfer und konnten so die G�ultigkeit auf h�ohere Di
hten aus-dehnen [63, 64℄.Wir w�ahlen hier eine zur Chapman-Enskog-Erweiterung �aquivalente Darstel-lung { den Liouville-Operator-Formalismus [29, 65{68℄. Wir skizzieren ledigli
hdie Herleitung der Glei
hungen; f�ur Details und die ausf�uhrli
he Bere
hnungder Integrale sei auf die entspre
henden Literaturangaben und den Anhangverwiesen.4.2.1 Der Pseudo-Liouville-OperatorDer Liouville-Operator L+ ist dur
h die Poisson-Klammer der Hamiltonfunk-tion H =Pj p2j2m +Pj<k V(rjk) de�niert:L+ := fiH; �g (4.13)= �iXj vj� ��rj � iXj<k �V�rjk �� ��pk � ��pj� (4.14)= L+0 + L+int (4.15)Da ja ddtA = fH; Ag gilt, hat er die Funktion eines Zeitentwi
klungsoperatorsund formal l�asst si
h au
h A(t) = exp(iL+t)A(0) (4.16)s
hreiben.Der erste Teil L+0 des Liouville-Operators bes
hreibt die ungest�orte Bewegungeines Teil
hens L+0 := �iXj vj�rj ; (4.17)der zweite Teil L+int bes
hreibt die Teil
hen-We
hselwirkung.60



4.2 Kinetis
he GastheorieDas Harte-Kugel-GasDa jedo
h beim Harte-Kugel-Gas kein di�erenzierbares We
hselwirkungspoten-tial V vorliegt, nimmt man f�ur den Operator L+int:L+int := �iXj<k C+jk := �iXj<k jvjk�r̂jkj�(�vjk�r̂jk) Æ(rjk � 2a) (b+jk � 1) (4.18)mit den Ges
hwindigkeiten vjk = vj�vk, den Entfernungen rjk = jrj�rkj undden Ri
htungen r̂jk = (rj�rk)=rjk. Der Kollisions-Operator b+jk wirkt dabei aufdie Teil
hen j und k und ergibt die entspre
henden �Anderungen der betro�enenGr�o�en bei der Kollision: b+jkA(vj;vk) = A(v0j;v0k) (4.19)Die heavisides
he Sprungfunktion sorgt daf�ur, dass nur si
h aufeinander zu be-wegende Teil
hen betro�en sind; die Deltafunktion w�ahlt nur diejenigen aus,die si
h gerade ber�uhren. Der Term vjk�r̂jk s
hlie�li
h ist die Relativges
hwin-digkeit der Teil
hen; dies spiegelt die Tatsa
he wider, dass s
hnelle Teil
henh�au�ger kollidieren als langsame.Da der Liouville-Operator mit diesem modi�zierten L+int ni
ht mehr selbstad-jungiert ist, spri
ht man au
h von einem Pseudo-Liouville-Operator [65{68℄.Zwis
hen den St�o�en bewegen si
h die Teil
hen ungest�ort und werden dur
hL+0 aus Glei
hung (4.17) bes
hrieben. Insgesamt erh�alt man alsoiL+ =Xj vj�rj +Xj<k C+jk : (4.20)Mittelwerte und ZeitableitungF�ur den Ensemble-Mittelwert einer Observablen A gilt:hAi(t) = Z d� %(0)A(t) = Z d� %(t)A(0) (4.21)Dabei ist d� ein Phasenraumelement und % die Phasenraumdi
hte mit der Nor-mierung R d�% = 1. 61



4 Granulare GaseDie Zeitableitung l�asst si
h demna
h au
h folgenderma�en s
hreiben:ddt hAi(t) = Z d� %(0) ddtA(t) (4.22)= Z d� %(0) ddt exp(iL+t)A(0) (4.23)= Z d� %(0) iL+A(t) (4.24)= 
iL+A�(t) (4.25)4.2.2 Homogener ZustandIm Allgemeinen l�asst si
h die Phasenraumdi
hte % des Harte-Kugel-Gases nurn�aherungsweise angeben. Unter der Annahme von Homogenit�at, Isotropie, mo-lekularem Chaos und maxwells
her Ges
hwindigkeitsverteilung gilt jedo
h f�urein Harte-Kugel-Gas mitN Teil
hen der Massem und den Ges
hwindigkeiten vjimD-dimensionalen Volumen V bei einer granularen Temperatur T = 2 hEi =D:%(�; t) = W (r1; : : : ; rN)R Qj drjW (r1; : : : ; rN) � m2�T (t)�DN=2 exp �Xj mv2j2T (t)! (4.26)Dabei istW (r1; : : : ; rN) = exp � 1T Xj<k VHC(rjk)! (4.27)=Yj<k�(rjk � 2a) (4.28)= 8<:1 bei Kon�gurationen ohne �Uberlappung0 bei Kon�gurationen mit �Uberlappung. (4.29)Mit diesen Annahmen lassen si
h nun zahlrei
he Observablen analytis
h be-re
hnen:62



4.2 Kinetis
he GastheorieKollisionsfrequenzSo gilt beispielsweise f�ur die Kollisionsfrequenz fE pro Teil
hen, wenn C dieGesamtzahl der Kollisionen ist [69℄:fE = 2N dCdt (4.30)= 2N 
iL+C� (4.31)= 2N 
iL+intC� (4.32)= . . . (siehe Anhang A.1)= D 2D�1p�a �g2a(�)rTm (4.33)= 8<: 4p�a �g2a(�)q Tm (2D)12p�a �g2a(�)q Tm (3D) (4.34)Dabei ist g2a die radiale Paarverteilungsfunktion beim Abstand 2a:g2a := g(2a) := V�V2aN2 *Xi 6=j Æ(rij � 2a)+ (4.35)mit �V2a := �D=2D(D=2)! (2a)D�1 = 8<:2� 2a (2D)4�(2a)2 (3D) (4.36)Freie Wegl�angeDie mittlere Teil
henges
hwindigkeit betr�agt�v := hvi =r2D� rTm : (4.37)Daraus l�asst si
h nun au
h die mittlere freie Wegl�ange lE bere
hnen:lE := �vfE = a2(D�2)=2D�g2a(�) (4.38)
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4 Granulare GaseF�ur unendli
h verd�unnte Systeme � ! 0 und D = 3 erh�alt man die mittlerefreie Wegl�ange eines idealen Gases in 3D:lE = a3p2� (4.39)SpannungstensorEbenso l�asst si
h der Spannungstensor � bere
hnen [69{71℄:� = � ddt * 1V Xj pj 
 rj+ (4.40)= � 1V *(iL+0 + iL+int)Xj pj 
 rj+ (4.41)= . . . (siehe Anhang A.2)= �NTV 1 �1 + (1 + �)2D�2�g2a(�)� (4.42)= �NTV 1 � NTV 1 (1 + �)8<:�g2a(�) (2D)2�g2a(�) (3D) (4.43)Wie man aufgrund der Isotropie erwartet, ist der Spannungstensor � = �P1also diagonal und ri
htungsunabh�angig. Er besteht aus zwei Anteilen, dem ki-netis
hen Anteil NT=V und dem Kollisionsanteil (1 + �)2D�2 �g2a(�)NT=V .Zustandsglei
hungMit dem Dru
k P = �1=D spur(�) erh�alt man die dimensionslose Zustands-glei
hung des inelastis
hen Harte-Kugel-Gases:PVNT = 1 + (1 + �)8<:�g2a(�) (2D)2�g2a(�) (3D) (4.44)Im elastis
hen Fall � = 1 gilt:PVNT � 1 = 8<:2�g2a(�) (2D)4�g2a(�) (3D) (4.45)
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4.2 Kinetis
he GastheorieF�ur unendli
h verd�unnte Systeme � ! 0 ergibt si
h die ideale Gasglei
hungPV = NT (4.46)PaarverteilungsfunktionMit der Virialentwi
klung PV=NT � 1 =Pi 
i�i kann man im elastis
hen Fall� = 1 nun au�erdem N�aherungsl�osungen f�ur die VirialkoeÆzienten 
i bere
hnenund damit die Paarverteilungsfunktion g2a bestimmen. Beispielsweise erh�altman in 3D [72, 73℄:PVNT = 1 + 4� + 10�2 + 18:36�3 + 28:2�4 + 39:5�5 + : : : (4.47)� 1 + 1Xn=1(n2 + 3n)�n (4.48)= 1 + 4� 1� �=2(1� �)3 (4.49)Analog dazu kann man au
h in 2D vorgehen [74, 75℄ und erh�altPVNT � 1 + 2� �1� 7�=16(1� �)2 � 164 �3(1� �)4� (4.50)� 1 + 2� 1� 7�=16(1� �)2 (4.51)Insgesamt bekommt man damit:g2a(�) = 8<:1�7�=16(1��)2 (2D)1��=2(1��)3 (3D) (4.52)F�ur � ! 0 strebt g2a(�) ! 1. Bei sehr hohen Di
hten setzt irgendwann Kris-tallisation ein, wobei die Virialentwi
klung zusammenbri
ht und die Isotropievon g(r) verloren geht.Damit erh�alt man nun f�ur die Zustandsglei
hung des Harte-Kugel-Gases imGrenzfall �! 1: PVNT � 1 = 8<:2� 1�7�=16(1��)2 (2D)4� 1��=2(1��)3 (3D) (4.53)
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4 Granulare GaseAbk�uhlungAu
h die zeitli
he Entwi
klung der Gr�o�en l�asst si
h auf diese Weise bere
hnen.Da ja bei jeder Kollision Energie dissipiert wird, aber keine Energie zugef�uhrtwird, k�uhlt das System ab. F�ur die granulare Temperatur T := 2 hEi =D gilt[29℄: ddtT (t) = 
iL+intT (t)� (4.54)= . . . (siehe Anhang A.3)= � �fE(0)DpT (0) T 3=2 ; (4.55)Damit erh�alt man: T (t) = T (0)(1 + �2D ttE )2 (4.56)wobei tE := f�1E (0) die anf�angli
he Enskog-Kollisionszeit ist.F�uhrt man eine skalierte, dimensionslose Zeit � gem�a�� := tthom := �2D ttE (4.57)ein, so erh�alt die Glei
hung die einfa
he Gestalt:T (�) = T (0)(1 + �)2 (4.58)Ebenso gilt au
h f�ur die mittlere kinetis
he Energie EE(�) = E(0)(1 + �)2 (4.59)und den Dru
k P (�) = P (0)(1 + �)2 : (4.60)Mit Hilfe der Glei
hungen (4.34), (4.37) und (4.58) erh�alt man au�erdem au
hdie Abnahme der KollisionsfrequenzfE(�) = fE(0)1 + � (4.61)
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4.2 Kinetis
he Gastheorie
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τAbbildung 4.1: Abk�uhlung eines dreidimensionalen granularen Gases (Di
hte� = 0:25) im homogenen Zustand mit N = 512000 Teil
henund einem RestitutionskoeÆzienten � = 0:998.Die Punkte geben die Simulationsergebnisse wieder; die Kurveist Glei
hung (4.58).und der mittleren Ges
hwindigkeit�v(�) = �v(0)1 + � : (4.62)Die mittlere Ges
hwindigkeit sowie die Kollisionsfrequenz nehmen also f�ur � �1 mit ��1 ab, die Temperatur und der Dru
k mit ��2. Die mittlere freie Weg-l�ange bleibt konstant.Die Zeitskalierung ist dabei proportional zur Dissipation �. Starke Dissipationf�uhrt zu s
hneller Abk�uhlung, geringe Dissipation zu langsamer Abk�uhlung.Die gute �Ubereinstimmung dieser theoretis
hen Voraussagen mit den Simulati-onsergebnissen wird dur
h Abb. 4.1 belegt. 67



4 Granulare GaseAll diese �Uberlegungen verlieren jedo
h ihre G�ultigkeit, wenn die Annahmenf�ur die Herleitung ni
ht mehr erf�ullt sind und beispielsweise Inhomogenit�atenins Spiel kommen { siehe hierzu au
h Kapitel 4.4.4.3 Zustandsglei
hung des Harte-Kugel-GasesIn Abb. 4.2 ist die Zustandsglei
hung des elastis
hen Harte-Kugel-Gases zusehen. Dabei ist der reduzierte Dru
kP := PVNT � 1 (4.63)�uber dem Volumenanteil � aufgetragen. Deutli
h erkennt man, dass die mitsteigendem Volumenanteil monotone Dru
kzunahme von einem Dru
kabfall beihohen Di
hten unterbro
hen wird. Dieser r�uhrt von einem Phasen�ubergang von
uider Phase zu fester Phase her. (Im thermodynamis
hen Limes N !1 undsehr langsamer Zustands�anderung erwartet man keinen Dru
kabfall, sondernein Plateau.) Bei � < �f liegt das System in gasf�ormiger bzw. 
�ussiger Phase3vor. Dann setzt bei �f in einzelnen Berei
hen Kristallisation ein und 
uideund feste Phase koexistieren miteinander, bis s
hlie�li
h bei � > �s das ganzeSystem eingefroren ist [76{79℄.Die Zahlenwerte4 f�ur �f und �s betragen dabei [80℄�f = 8<:0:69 (2D)0:49 (3D) : (4.64)3Mangels We
hselwirkung zwis
hen den Teil
hen gibt es keinen klaren �Ubergang vongasf�ormig na
h 
�ussig. Als 
�ussigen Zustand bezei
hnen wir diejenigen Di
hten unterhalbder Kristallisationsdi
hte, bei denen die freie Wegl�ange klein gegen�uber der Teil
hengr�o�eist; ansonsten spre
hen wir vom gasf�ormigen Zustand.4F�ur 3D �nden si
h jedo
h au
h davon abwei
hende Zahlenwerte in der Literatur. UnsereSimulation aus Abb. 4.2 liefert mittels einer Maxwell-Konstruktion die Werte �f = 0:55und �s = 0:58. Die Abwei
hungen k�onnen aber au
h dadur
h zustande kommen, dass unserSystem zu klein ist oder das Teil
henwa
hstum immer no
h zu s
hnell erfolgt, vgl. au
hAbb. 4.3.68



4.3 Zustandsglei
hung
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Abbildung 4.2: Zustandsglei
hung eines dreidimensionalen Harte-Kugel-Gasesmit N = 8000 Teil
hen.Die (sehr di
ht liegenden) Punkte sind Simulationsergebnisse;die Kurven sind dur
h die Glei
hungen (4.66) und (4.67) gege-ben. Deutli
h zu erkennen ist der Dru
kabfall beim Phasen�uber-gang sowie die Dru
kdivergenz in der N�ahe der maximalen Di
h-te.Das kleine Bild zeigt eine Maxwell-Konstruktion (glei
he Fl�a-
hen zwis
hen Datenkurve und Ausglei
hsgerade) beim Pha-sen�ubergang zwis
hen � = 0:55 und � = 0:58.Gewonnen wurden die Daten aus einer Simulationmit sehr lang-sam wa
hsenden Kugeln (ua=�v < 10�5).Die Fitparameter in Glei
hung (4.67) sind hierbei �max = 0:683und 
00 = 1:65.
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4 Granulare Gaseund �s = 8<:0:72 (2D)0:55 (3D) : (4.65)Unterhalb von �f wird der reduzierte Dru
k P sehr gut dur
h die Zustandsglei-
hung (4.53) bes
hrieben: P = 8<:2� 1�7�=16(1��)2 (2D)4� 1��=2(1��)3 (3D) (4.66)F�ur sehr hohe Di
hten � > �s kann man N�aherungsl�osungen gewinnen, in-dem man eine regelm�a�ige Teil
henanordnung und das den Teil
hen dabeizur Verf�ugung stehende freie Volumen betra
htet [81{84℄. Man erh�alt in ers-ter N�aherung beispielweise P = 
00�max � � � 1 (4.67)wobei der Parameter 
00 empiris
h zu bestimmen ist.Die di
hteste Pa
kung, die si
h mit harten Kugeln �uberhaupt erzielen l�asst, istein regelm�a�iges Dreie
ks- bzw. FCC-Gitter5 mit dem Volumenanteil�max = 8<:0:91 (2D)0:74 (3D) (4.68)F�ur ein System ungeordneter Kugeln, erh�alt man dagegen ledigli
h die di
hteste5Dass es si
h beim FCC- bzw. HCP-Gitter um die di
hteste Kugelpa
kung handelt, istunter Physikern zwar s
hon seit 400 Jahren bekannt, aber mathematis
h na
h wie vorni
ht einwandfrei bewiesen. Thomas Hales legte zwar 1998 einen entspre
henden Beweisvor. Na
h f�unfj�ahrigem Studium sind die Guta
hter nun zu dem S
hluss gekommen, dassdieser Beweis h�o
hstwahrs
heinli
h korrekt ist, sie si
h aber ni
ht in der Lage sehen, dieRi
htigkeit mit absoluter Gewissheit festzustellen. Damit gilt das Problem na
h wie vorals o�en [85℄.70



4.4 Clusterbildungs-Instabilit�atZufallspa
kung6 �r
p = 8<:0:82 (2D)0:64 (3D) (4.69)Im Experiment erh�alt man in der festen Phase meist kleine Kristalle mit zahl-rei
hen Defekten und Korngrenzen. Die maximale Di
hte nimmt daher Wertean, die zwis
hen diesen beiden Extremen �max und �r
p liegen. Je na
hdem wiedas System pr�apariert wurde, sollte man daher die maximale Di
hte �max inGlei
hung (4.67) eventuell au
h als freien Fitparameter betra
hten.4.3.1 Ratenabh�angigkeit des Dru
ksIn Abb. 4.3 ist die Abh�angigkeit der Simulationsergebnisse von der Wa
hstums-rate ua aufgetragen. Die Bezugsgr�o�e v0:4 ist dabei die mittlere Ges
hwindigkeitbei der Di
hte � = 0:4. Weil die Energie bei den St�o�en ni
ht erhalten bleibt {vgl. hierzu Glei
hung (2.17) {, gilt v0:6 > v0:4.Man erkennt, dass bei zu s
hnellem Wa
hstum der tats�a
hli
he Dru
k h�oherliegt als der theoretis
he Wert, da das System ni
ht gen�ugend Zeit hat, denZustand mit der geringsten freien Energie zu errei
hen. Entspre
hendes gilt beis
hrumpfenden Teil
hen mit umgekehrtem Vorzei
hen.4.4 Clusterbildungs-Instabilit�atIn Kapitel 4.2 haben wir einige Aussagen �uber den homogenen Zustand vongranularen Gasen gewonnen. Nun zeigt si
h aber, dass der homogene Zustandin der Regel instabil ist und si
h stattdessen di
hte Cluster von Teil
hen bilden(siehe Abb. 4.4).6Der Begri� di
hteste Zufallspa
kung ist mathematis
h ni
ht sauber de�niert, aber trotz-dem gebr�au
hli
h. Die tats�a
hli
hen Werte, die man f�ur �r
p erh�alt, h�angen damit au
hvom genauen Verfahren ab, mit dem sie gewonnen wurden. Den Versu
h einer saubererenDe�nition f�ur �r
p �ndet man in [86℄. 71



4 Granulare Gase
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Abbildung 4.3: Reduzierter Dru
k in Abh�angigkeit von der Wa
hstums- bzw.S
hrumpfungsrate ua=v0:4. Eingezei
hnet sind f�ur jede Rate zweiZweige: zum einen f�ur wa
hsende Teil
hen von � = 0:4 bis� = 0:6, zum anderen f�ur s
hrumpfende Teil
hen wieder zur�u
kbis � = 0:4. Wa
hsende Teil
hen �ubers
hreiten den theoreti-s
hen Wert (dur
hgezogene Linie), s
hrumpfende Teil
hen un-ters
hreiten ihn.Dies l�asst si
h folgenderma�en verstehen: Wenn si
h in einem Gebiet dur
hzuf�allige Di
hte-Fluktuationen mehr Teil
hen aufhalten als in einem anderen,steigt infolgedessen dort au
h die Kollisionsfrequenz an. Wegen der Inelastizit�atder Kollisionen wird nun in diesem Gebiet mehr Energie dissipiert und diegranulare Temperatur sinkt lokal ab. Damit nimmt dort au
h der Dru
k ab. Dersi
h daraus ergebende Dru
kgradient zwis
hen vers
hiedenen Gebieten sorgtnun daf�ur, dass no
h mehr Teil
hen in das Gebiet mit h�oherer Di
hte str�omen,was zu weiterer Abk�uhlung und weiterem Dru
kabfall f�uhrt, bis si
h s
hlie�li
hdie Teil
hen
luster bilden.Dies alles setzt ledigli
h voraus, dass die Clusterbildung s
hneller abl�auft als diehydrodynamis
hen Prozesse, die die Teil
henanh�aufung zerstreuen. Eine lineareStabilit�atsanalyse der hydrodynamis
hen Bewegungsglei
hungen zeigt, dass dieFluktuationen umso langsamer zerfallen, je gr�o�er ihre L�angenskala ist [27, 87℄.72



4.4 Clusterbildungs-Instabilit�at

Abbildung 4.4: Momentaufnahme eines dreidimensionalen System mit 
a. 5�105Teil
hen, einem Volumenanteil von � = 0:25 und einem Resti-tutionskoeÆzienten � = 0:3 na
h l�angerer Simulationsdauer.Die Helligkeit der Teil
hen kennzei
hnet die Anzahl der Teil-
henkollisionen. Dunkle Teil
hen haben bis zum Zeitpunkt derMomentaufnahme wenige Kollisionen erlitten, helle Teil
henviele.Man erkennt deutli
h die erh�ohte Kollisionsfrequenz in den Ge-bieten mit vielen Teil
hen.
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4 Granulare GaseDas bedeutet, der homogene Zustand ist gegen�uber St�orungsmoden oberhalbeiner gewissen Wellenl�ange instabil. Wenn das System gro� genug ist, um einesol
he Mode zuzulassen, kommt es also zur Clusterbildung.7Das Vorans
hreiten des Clusterwa
hstums selbst l�asst si
h auf diese Weise ni
htuntersu
hen, da die linearisierten Glei
hungen mit zunehmenden Abwei
hungenvom homogenen Zustand ihre G�ultigkeit verlieren. Aber die kritis
hen Parame-ter, bei denen der homogene Zustand instabil wird, lassen si
h abs
h�atzen. F�ureine ausf�uhrli
he Stabilit�atsanalyse sei auf Anhang B verwiesen.Es zeigt si
h, dass Clusterbildung immer genau dann auftritt, wenn die Sys-temgr�o�e L, die Di
hte � und die Dissipation � ausrei
hend gro� sind [87, 90℄.Wir k�onnen also eine kritis
he Dissipation �
l wieder mit Hilfe der optis
henTiefe lopt angeben und erhalten:�
l = 1� �2
l (4.70)� . . . (siehe Anhang B)= (D + 2)2D(D � 1)22D�1 �3l2opt (4.71)= 8<: �3l2opt (2D)25�3192l2opt (3D) (4.72)Clusterbildung tritt also nur auf, wenn � > �
l ist. Oder anders ausgedr�u
kt:F�ur geringe optis
he Tiefen ist au
h bei starker Dissipation keine Clusterbildungmehr m�ogli
h.Dar�uber hinaus kann jedo
h au
h no
h eine S
hermode instabil werden. DieseInstabilit�at tritt s
hon bei �sh � 2�0�0 � 2��hL�2 ; (4.73)7Es ist denkbar, dass derartige Me
hanismen beispielsweise au
h bei der Planeten- oderSternentstehung aus interstellaren Staubwolken und bei der Bildung planetarer Ringe eineRolle spielen [27, 88, 89℄.74



4.5 Zusammenfassungalso �sh � D + 2D2 22D�2 �3l2opt (4.74)= 8<: �34l2opt (2D)5�3144l2opt (3D) (4.75)auf. Sie f�uhrt aber ledigli
h zu einer S
herstr�omung und ni
ht zu Di
hte- undTemperaturs
hwankungen.Insgesamt erh�alt man also f�ur sehr s
hwa
he Dissipation � < �sh einen stabi-len homogenen Zustand. Im s
hmalen Berei
h �sh < � < �
l bildet si
h eineS
herstr�omung, aber Di
hte und Temperatur bleiben homogen.8 F�ur � > �
ls
hlie�li
h kommt es zum Clusterwa
hstum.Im numeris
hen Experiment zeigt si
h, dass die �Uberg�ange zwis
hen homoge-nem Regime und Cluster-Regime 
ie�end sind. Jedo
h liefert Glei
hung (4.72)zumindest die ri
htige Gr�o�enordnung. So ergab beispielsweise eine Reihe von3D-Simulationen mit L=2a = 102, � = 0:25 und demzufolge lopt = 25 und�
l � 6 � 10�3 f�ur � � 4 � 10�3 < �
l keine Hinweise auf Clusterbildung, f�ur� � 4 � 10�2 > �
l dagegen s
hon. Verglei
he hierzu au
h die zahlrei
hen S
hau-bilder in Kapitel 5.4.5 ZusammenfassungIn diesem Kapitel haben wir einleitend zun�a
hst einen �Uberbli
k �uber die kom-plexe Ph�anomenologie granularer Medien gegeben. In Abh�angigkeit von derDi
hte �ahnelt deren Verhalten den thermodynamis
hen Aggregatszust�andengasf�ormig, 
�ussig und fest, von denen uns in dieser Arbeit in erster Linie dergasf�ormige interessieren soll, also derjenige Zustand, dessen Dynamik dur
hTeil
henkollisionen bestimmt wird.8Da der Berei
h der S
herstr�omung bei hoher optis
her Tiefe nur einen sehr s
hmalen Be-rei
h von RestitutionskoeÆzienten umfasst und die meisten Gr�o�en dabei ohnehin homogenbleiben, behandeln wir ihn im Folgenden einfa
h als Teil des homogenen Regimes. F�ur eineweiter gehende Untersu
hung siehe beispielsweise [27, 47℄. 75



4 Granulare GaseAls granulares Gas bezei
hnen wir sol
h ein System, wenn die Di
hte deutli
hunterhalb des Phasen�ubergangs zum festen Zustand liegt, aber si
h anderer-seits au
h signi�kant vom idealen Gas unters
heidet, also ni
ht zu gering wird.Wesentli
h ist au�erdem der dissipative Charakter der Dynamik.Wir haben festgestellt, dass eine Reduktion des Modells auf die wesentli
henKernaspekte sinnvoll ist, um allgemeine Aussagen zu gewinnen. Daher habenwir als Modellsystem ein einfa
hes, monodisperses Harte-Kugel-Gas gew�ahlt.Die wesentli
hen Systemparameter sind dabei die Di
hte � und der Restituti-onskoeÆzient �. Um ein Artefakt dieser Idealisierung { den inelastis
hen Kol-laps { zu umgehen, m�ussen wir eine geringf�ugige Modi�kation der Dynamikvornehmen, die f�ur e�ektive Mehrteil
henkollisionen die Dissipation verringert.Dieses so genannte TC-Modell ver�andert dabei das makroskopis
he Verhaltennur unwesentli
h.Analog zum Liouville-Operator der klassis
hen kinetis
hen Gastheorie k�onnenwir einen (Pseudo-)Liouville-Operator f�ur das Harte-Kugel-Gas einf�uhren undmit diesem zu einer umfassenden Bes
hreibung des homogenen Zustands gra-nularer Gase gelangen. Die wi
htigsten Ergebnisse sind die Zustandsglei
hungP � (1 + �)�g2a(�) und die Abk�uhlung gem�a� T (�) � P (�) � (1 + �)�2.Der homogene Zustand ist bei einem granularen Gas jedo
h nur f�ur � � 1 stabil.Ansonsten setzt Clusterbildung ein, komplexe Strukturen bilden si
h und dieDynamik wei
ht von der des homogenen Zustands ab. Diesem Verhalten sollim n�a
hsten Kapitel ausf�uhrli
h na
hgegangen werden.
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5 Clusterwa
hstum
Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, l�asst si
h zwar die Bildung von Teil-
hen
lustern in einem granularen Gas mit theoretis
hen Konzepten verstehen.Zur Bes
hreibung des Clusterwa
hstums sind diese allerdings ni
ht ausrei
hend.Um weiter gehende Ergebnisse zu gewinnen, sind daher Experimente n�otig undda es si
h bei unserem System ja um ein stark idealisiertes Modell handelt, sindnumeris
he Experimente die erste Wahl [5℄.Bisherige Untersu
hungen [91{97℄ wurden meist in zwei Dimensionen dur
h-gef�uhrt. Tats�a
hli
h zeigen dreidimensionale granulare Gase gegen�uber zweidi-mensionalen jedo
h 
harakteristis
he Unters
hiede, die im Folgenden besondersherausgestellt werden sollen.Einen ersten Eindru
k vom Ablauf des Clusterwa
hstum vermitteln am besteneinige Bilder, siehe dazu Abb. 5.1.Man erkennt, wie si
h aus einem zun�a
hst homogenen System aufgrund desin Kapitel 4.4 ges
hilderten Me
hanismus aus zuf�alligen Fluktuationen Clusterentwi
keln, die immer weiter wa
hsen, bis sie s
hlie�li
h Systemgr�o�e errei
hthaben. Diese Strukturen und deren Entwi
klung sollen in diesem Kapitel de-tailliert untersu
ht werden.Der Cluster-Entstehung liegt ein Zusammenwirken von Temperatur- und Di
h-te
uktuationen zu Grunde. Daher bes
h�aftigen wir uns zun�a
hst in Kap. 5.1mit der Temperatur und dann in Kap. 5.2 mit der Di
hte und damit zusam-menh�angenden Gr�o�en. Ans
hlie�end geben wir in Kap. 5.3 no
h einen Einbli
kin die Dynamik der Clusterpopulationen und fassen die Ergebnisse in Kap. 5.4zusammen. 77



5 Clusterwa
hstum

Abbildung 5.1: S
hnapps
h�usse vom Clusterwa
hstum in einem zweidimensio-nalen granularen Gas (� = 0:5) mit N = 105 Teil
hen zu denZeiten � = 1 (links oben), � = 40 (re
hts oben), � = 400 (linksunten) und � = 10000 (re
hts unten).Helle Bildpunkt entspre
hen Teil
hen, die seit Beginn der Si-mulation wenige Kollisionen erlitten haben, dunkle Punkte ent-spre
hen Teil
hen mit vielen Kollisionen und wei�e Berei
heentspre
hen Gebieten ohne Teil
hen.
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5.1 Abk�uhlung5.1 Abk�uhlungEine theoretis
he Bes
hreibung des homogenen Zustands von granularen Ga-sen (siehe Kap. 4.2.2) sagt eine Abk�uhlung voraus, die der universellen KurveT (�) � (1+�)�2 folgt. Die Simulationsparameter haben dabei ledigli
h Ein
ussauf die Zeitskala � . Nun ist ja der homogene Zustand nur f�ur � > �
l stabil. Aberau
h f�ur kleinere RestitutionskoeÆzienten � erwarten wir ein �ahnli
hes Verhal-ten, solange die Inhomogenit�aten no
h klein sind.F�ur den weiteren Verlauf m�ussen wir auf Computersimulationen und deren In-terpretation zur�u
kgreifen. Zun�a
hst einmal sollen die vers
hiedenen Simulati-onsergebnisse in den Kapiteln 5.1.1 bis 5.1.4 zusammengefasst und ans
hlie�endin Kapitel 5.1.5 diskutiert werden.5.1.1 Kinetis
he EnergieDie Abnahme der Temperatur bzw. der mittleren kinetis
hen Energie E f�ur ver-s
hiedene RestitutionskoeÆzienten � ist in Abb. 5.2 aufgetragen. Man erkenntdeutli
h, dass alle Kurven zun�a
hst dem vorhergesagten homogenen Verlauf fol-gen. F�ur kleine RestitutionskoeÆzienten � (und damit hohe Dissipation �) sinddie Abwei
hungen vom theoretis
hen Wert s
hon bei � & 1 si
htbar. Kurvenmit kleinerem � folgen dem homogenen Verlauf l�anger und f�ur � > �
l s
hlie�li
hf�ur immer.Den weiteren Verlauf der Datenkurven erkennt man am besten, wenn man vonder Auftragung �uber die skalierte Zeit � wieder zur realen Zeit t zur�u
kgeht, sie-he Abb. 5.3. Hier sind jetzt nur diejenigen Kurven ber�u
ksi
htigt, die unterhalbvon �
l liegen.Wenn das Clusterwa
hstum einsetzt, wei
hen die Kurven vom homogenen Ver-lauf Ehom(t) = E(0)(1 + t=thom)2 (5.1)ab. 79



5 Clusterwa
hstum
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henVorhersagen (1 + �)�1 und (1 + �)�2.Die Kurve mit � = 0:998 liegt jenseits von �
l und f�allt mit(1 + �)�2 zusammen.(links) 2D-System mit 105 Teil
hen.(re
hts) 3D-System mit 5 � 105 Teil
hen.

1

10−2

10−4

10−6

10−8

10−10

1061041021

E
 / 

E
0

t / tE

ε=0.2
ε=0.6
ε=0.8
ε=0.9
ε=0.95
ε=0.98
ε=0.995
[ε=εcl]
[ε=0]
1/(1+t/tE)

1

10−2

10−4

10−6

10−8

10−10

1061041021

E
 / 

E
0

t / tE

ε=0.01
ε=0.3  
ε=0.6  
ε=0.75
ε=0.9  
ε=0.98
[ε=εcl]
[ε=0]
1/(1+3t/2tE)Abbildung 5.3: Abfall der kinetis
hen Energie E mit der unskalierten Zeit t.Die dur
hgezogenen Kurven sind Glei
hung (5.2) und (5.3) so-wie der theoretis
he Wert f�ur � = 0.(links) 2D-System mit 105 Teil
hen.(re
hts) 3D-System mit 5 � 105 Teil
hen.

80



5.1 Abk�uhlungAlle Kurven n�ahern si
h stattdessen einem asymptotis
hen VerlaufEgrw(t) = E(0)(1 + t=tgrw)� ; (5.2)wobei tgrw � 2D tE und � � 1 ist.1Wenn das Wa
hstum der Inhomogenit�aten abges
hlossen ist, die Cluster alsoSystemgr�o�e errei
ht haben, folgt der Energieabfall wieder einer Potenz t�2,�ahnli
h wie im homogenen Zustand.2 Denn die Temperaturverl�aufe sollten javon der Dissipationsst�arke monoton abh�angig sein, das hei�t die Datenkurvens
hneiden si
h ni
ht.Da alle Kurven f�ur � � �
l si
h demselben Endverlauf ann�ahern, Kurven mit� � �
l aber E(t) � (1 + �t=2DtE) folgen, k�onnen wir mit Hilfe des Grenzfalls�
l den asymptotis
hen Verlauf bestimmen:Esat(t) = E(0)(1 + t=tsat)2 (5.3)mit tsat = 2D tE=�
l.Der �Ubergang vom homogenem Regime zum Clusterwa
hstums-Regime �ndetdemna
h bei t & th
 th
 � t2homtgrw = 2D3�2 tE � 2D3tE (5.4)statt, der �Ubergang zum S�attigungsregime bei t . t
st
s � t2sattgrw = 2D3�2
l tE � l4opttE : (5.5)Dies sind au
h die S
hnittpunkte der dur
hgezogenen Linien in Abb. 5.3. Manerkennt, dass diese Werte nur die ungef�ahre Gr�o�enordnung wiedergeben, der1In 2D ist die �Ubereinstimmung mit � = 1 sehr gut, verglei
he au
h [94℄. In 3D ergibt einFit � = 1:1�0:1. Dies ist ebenfalls konsistent mit � = 1, aber ni
ht mit dem Wert � = D=2aus [98, 99℄.2Bei den abgebildeten 2D-Daten sind die Simulationsdauern teilweise allerdings zu kurzbzw. die Teil
henzahlen zu gro�, um dieses Verhalten beoba
hten zu k�onnen. Bei weiterenSimulationen mit weniger Teil
hen ist der t�2-Abfall jedo
h ebenfalls deutli
h zu sehen.81



5 Clusterwa
hstumtats�a
hli
he �Ubergang ist 
ie�ender Natur. Eine wirkli
h systematis
he Unter-su
hung der �Ubergangszeiten konnten wir daher au
h ni
ht dur
hf�uhren.Mit Hilfe der skalierten Zeit � ausgedr�u
kt lauten die ungef�ahren �Ubergangs-zeiten: �h
 = D2� (5.6)�
s = D2��2
l (5.7)5.1.2 KollisionsfrequenzEbenso wie bei der kinetis
hen Energie kann man au
h beim Verlauf der Kolli-sionsfrequenz deutli
h drei Berei
he voneinander unters
heiden: siehe Abb. 5.4.Zun�a
hst folgen die Kurven der Vorhersage f�ur homogene SystemefE(�) = fE(0)1 + � : (5.8)Dann { beim Einsatz des Clusterwa
hstums nimmt die Kollisionsfrequenz lang-samer ab oder bei starker Dissipation zeitweise sogar zu. Dieser �Ubergang istsogar no
h deutli
her und s
hon etwas fr�uher si
htbar als bei der kinetis
henEnergie. Au�erdem beginnt die Kollisionsfrequenz au
h no
h stark zu 
uktuie-ren.S
hlie�li
h beim �Ubergang zum S�attigungsregime folgt die Vorhersage wiederungef�ahr dem ��1-Verlauf, wennglei
h na
h wie vor starke Fluktuationen zuerkennen sind.Au
h hier ist es wieder instruktiv, ebenfalls die unskalierte Zeit t zu betra
h-ten (siehe Abb. 5.5). Sobald die Kurven vom homogenen Fall abwei
hen, derja f�ur starke Dissipation einen s
hnelleren Abfall vorhersagt, kehrt si
h diesesVerh�altnis um und starke Dissipation f�uhrt gar zu einem Anstieg der Kollisions-frequenz. Daher kreuzen si
h die Datenkurven und zeigen im Clusterwa
hstums-Regime einen un�ubersi
htli
hen Verlauf. Auf l�angerer Zeitskala n�ahern sie si
hdann wieder dem asymptotis
hen Wert f�ur � = �
l an.82



5.1 Abk�uhlung
1

10−1

10−2

10−3

10−4

10−5

10−6

106104102110−2

f c
 t E

τ

ε=0.2
ε=0.6
ε=0.8
ε=0.9
ε=0.95
ε=0.98
ε=0.995
1 / (1+τ)

1

10−1

10−2

10−3

10−4

10−5

10−6

106104102110−2

f c
 t E

τ

ε=0.01
ε=0.3  
ε=0.6  
ε=0.75
ε=0.9  
ε=0.98
ε=0.998
1 / (1+τ)Abbildung 5.4: Abfall der Kollisionsfrequenz fE mit der skalierten Zeit � ineinem granularen Gas der Di
hte � = 0:25 bei vers
hiedenenRestitutionskoeÆzienten � im Verglei
h zu theoretis
hen Vor-hersagen.Die Kurve mit � = 0:998 liegt jenseits von �
l und folgt (1+�)�1.(links) 2D-System mit 105 Teil
hen.(re
hts) 3D-System mit 5 � 105 Teil
hen.

1

10−1

10−2

10−3

10−4

10−5

10−6

106104102110−2

f c
 t E

t / tE

ε=0.2
ε=0.6
ε=0.8
ε=0.9
ε=0.95
ε=0.98
ε=0.995
[ε=εcl]
[ε=0]

1

10−1

10−2

10−3

10−4

10−5

10−6

1061041021

f c
 t E

t / tE

ε=0.01
ε=0.3  
ε=0.6  
ε=0.75
ε=0.9  
ε=0.98
[ε=εcl]
[ε=0]Abbildung 5.5: Abfall der Kollisionsfrequenz fE mit der unskalierten Zeit t.Die dur
hgezogenen Linien sind die theoretis
hen Werte f�ur � =0 und � = �
l.(links) 2D-System mit 105 Teil
hen.(re
hts) 3D-System mit 5 � 105 Teil
hen.
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hiedenen RestitutionskoeÆzienten �. Bei dervorliegenden Di
hte � = 0:25 liegt die mittlere freie Wegl�angeanfangs in der Gr�o�enordnung der Teil
henradien a.Die dur
hgezogene Linie ist der theoretis
he Wert f�ur den ho-mogenen Fall.(links) 2D-System mit 105 Teil
hen.(re
hts) 3D-System mit 5 � 105 Teil
hen.

5.1.3 Freie Wegl�angeAus den Daten f�ur die kinetis
he Energie und die Kollisionsfrequenz l�asst si
hunter der Annahme maxwells
her Ges
hwindigkeitsverteilung nun au
h no
hdie mittlere freie Wegl�ange bere
hnen:lE(�) =r2D� p2E(�)=mfE(�) (5.9)F�ur das homogene Regime erwarten wir einen konstanten Verlauf. Wie Abb. 5.6zeigt, ist dies f�ur alle Kurven zumindest bis zum Zeitpunkt � � 1 au
h guterf�ullt, dann w�a
hst f�ur die meisten Kurven die freie Wegl�ange lei
ht an, umans
hlie�end stark abzusinken und s
hlie�li
h wieder in einen mehr oder wenigerkonstanten Verlauf zu m�unden. Bei Werten � > �
l bleibt die freie Wegl�angeerwartungsgem�a� konstant.84
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hwindigkeitsverteilung p(v) in semi-logarithmis
her Auf-tragung �uber v2. Die Punkte sind Messwerte f�ur die Ges
hwin-digkeitskomponenten in unters
hiedli
hen Raumri
htungen. DieGerade ist die gau�s
he Normalverteilung.(links) Verteilung bei Simulationsbeginn.(re
hts) Verteilung bei Simulationsende f�ur � = 0:3.5.1.4 Ges
hwindigkeitspro�lIn Abb. 5.7 ist die Ges
hwindigkeitsverteilung f�ur ein granulares Gas aufge-tragen. Bei Simulationsbeginn ist diese isotrop und gau�verteilt. Na
hdem si
hCluster gebildet haben, ist au
h die Ges
hwindigkeit inhomogen und anisotropund wei
ht deutli
h von der Normalverteilung ab.Solange si
h nur kleine Cluster gebildet haben, ist die Abwei
hung von derNormalverteilung in der Regel verna
hl�assigbar, sodass die Bere
hnungen f�urdie freie Wegl�ange im letzten Kapitel trotzdem ann�ahernd g�ultig bleiben.Die Abwei
hung von der Isotropie bei st�arkerer Clusterbildung ist au
h inAbb. 5.8 zu erkennen. Dort sieht man, dass die Teil
henges
hwindigkeiten inden Clustern praktis
h parallel zueinander sind, w�ahrend die relativen Teil
hen-ges
hwindigkeiten sehr klein sind.Die Ursa
he hierf�ur ist, dass die lokalen Teil
hen
uktuationen ja aufgrund derKollisionen in den Clustern s
hnell dissipiert werden. Daher nehmen die Fluk-tuationen s
hneller ab, als die Ges
hwindigkeiten selbst. Die relative Abnahmeder lokalen Fluktuationen folgt dabei �v=v � t�1=4 [94℄. 85



5 Clusterwa
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Abbildung 5.8: Momentaufnahme der Ges
hwindigkeitsvektoren der N = 104Teil
hen in einem zweidimensionalen System mit einer Di
hte� = 0:25 und einem RestitutionskoeÆzienten � = 0:5.
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5.1 Abk�uhlung5.1.5 DiskussionBeim Abk�uhlen eines granularen Gases kann man deutli
h drei Phasen unter-s
heiden. Zun�a
hst be�ndet si
h das Gas im homogenen Zustand. Die Abnahmeder Temperatur und Kollisionsfrequenz folgt den Vorhersagen der kinetis
henTheorie und alle Datenreihen lassen si
h mittels Zeitskalierung auf eine einzigeKurve abbilden: T (�)=T (0) = (1 + �)�2. Wenn die Dissipation sehr klein ist(� < �
l), verbleibt das System in diesem Zustand.Ansonsten bildet das System Inhomogenit�aten aus, die na
h einer Zeitdauerth
 � ��2 bzw. �h
 � ��1 so weit angewa
hsen sind, dass sie signi�kante Abwei-
hungen vom homogenen Verlauf ergeben. Augenf�allig wird diese Abwei
hungzun�a
hst bei der Kollisionsfrequenz, die bei starker Dissipation zeitweise so-gar ansteigen kann und stetig wa
hsende Fluktuationen zeigt. Si
htbar sind dieInhomogenit�aten au
h in der mittleren freien Wegl�ange und der Ges
hwindig-keitsverteilung. Und au
h die Temperatur sinkt langsamer ab, n�amli
h nur no
hmit ��1. Dabei streben alle Kurven unabh�angig von der St�arke der Dissipation(� < �
l vorausgesetzt) demselben Temperaturverlauf zu.S
hlie�li
h na
h einer Zeitdauer t
s � l4opt, die also stark von der Teil
henzahlund der Di
hte abh�angt, sind die Inhomogenit�aten auf Systemgr�o�e angewa
h-sen. Na
h wie vor sind starke Fluktuationen in der Kollisionsfrequenz und dermittleren freien Wegl�ange sowie Anisotropie in der Ges
hwindigkeitsverteilungzu beoba
hten. Aber im Gro�en und Ganzen �ahnelt der Verlauf der Abk�uhlungdem homogenen Verlauf von �
l. Mit der Kollisionsfrequenz verh�alt es si
h �ahn-li
h, wennglei
h hier die Ann�aherung an den asymptotis
hen Verlauf wenigerdeutli
h ausgepr�agt ist und mehr Zeit erfordert.Der Grund f�ur die starken Fluktuationen mit deutli
hen Spitzen in der Kol-lisionsfrequenz und davon abgeleiteten Gr�o�en ist die Kollision von Teil
hen-
lustern mit anderen Teil
hen
lustern, bei denen ja zahlrei
he einzelne St�o�estatt�nden. Damit steigt dann kurzfristig die Kollisionsfrequenz stark an.Wenn das System von Clustern dominiert wird, wird au�erdem au
h der Resti-tutionskoeÆzient f�ur Teil
hen-Teil
hen-Kollisionen immer unwi
htiger. Dennbei einer Kollision mit einem (ruhenden) Cluster wird praktis
h die gesamtekinetis
he Energie des einfallenden Objekts �uber zahlrei
he Einzelkollisionen87



5 Clusterwa
hstumdissipiert. Daher zeigt das System in diesem Stadium keine Abh�angigkeit mehrvon der St�arke der Dissipation.Dass die Temperatur w�ahrend des Clusterwa
hstums langsamer absinkt als ineinem homogenen System, h�angt damit zusammen, dass si
h w�ahrend des Clus-terwa
hstums die freie Wegl�ange und die Relativges
hwindigkeiten der Teil
henf�ur freie und Cluster-Teil
hen sehr unters
hiedli
h entwi
keln. F�ur die freienTeil
hen w�a
hst die freie Wegl�ange aufgrund der sinkenden Di
hte an, f�ur dieCluster-Teil
hen sinkt sie ab. Da die Temperatur der freien Teil
hen h�oher istals diejenige der Cluster-Teil
hen, ergibt dies im Dur
hs
hnitt eine geringereTemperaturabnahme als sie ein homogenes System zeigen w�urde.5.2 Teil
hen
lusterIn diesem Kapitel wollen wir uns nun mit den Di
hte
uktuationen und den da-mit zusammenh�angenden Gr�o�en bes
h�aftigen. Dazu werden wir au
h Ma�e f�urdie Clusterbildung einf�uhren, um den Prozess besser bes
hreiben und verstehenzu k�onnen.5.2.1 Di
htepro�lEin Beispiel f�ur die r�aumli
he Di
hteverteilung in einem dreidimensionalen gra-nularen Gas, na
hdem si
h gro�e Cluster gebildet haben, sieht man in Abb. 5.9.Auf den ersten Bli
k sehen die Strukturen, die si
h dabei in zwei und drei Di-mensionen bilden, �ahnli
h aus, verglei
he beispielsweise Abb. 4.4 und Abb. 5.1.Bei genauerer Untersu
hung des Di
htepro�ls (siehe Abb. 5.10) erkennt manjedo
h 
harakteristis
he Unters
hiede zwis
hen 2D und 3D. Beispielhaft sindhier Di
htepro�le bei hoher Dissipation aufgetragen, wo ja die Inhomogenit�atenbesonders stark ausgepr�agt sind.In zwei Dimensionen erh�alt man eine Di
hteverteilung mit zwei Maxima. Einsehr ausgepr�agtes bei � = 0 und ein s
hw�a
heres bei � � �r
p. Ein deutli
herAnteil der Verteilung liegt dabei im Berei
h �s : : : �max. Mit anderen Worten{ die Strukturen die beim Clusterwa
hstum entstehen sind sehr klar. Es gibtgr�o�ere Berei
he, in denen si
h praktis
h keine Teil
hen mehr be�nden und88



5.2 Teil
hen
luster

Abbildung 5.9: Momentaufnahme der Di
htevariationen in einem dreidimen-sionalen System mit 
a. 5 � 105 Teil
hen, einem Volumenanteilvon � = 0:25 und einem RestitutionskoeÆzienten � = 0:3 na
hl�angerer Simulationsdauer.Jede Kugel repr�asentiert einen lokalen Berei
h mit dur
hs
hnitt-li
h 40 Teil
hen. Die Gr�o�e der Kugeln ist proportional zurDi
hte; sehr kleine Kugeln (die sehr geringer Di
hte entspre-
hen) wurden ganz weggelassen.
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νAbbildung 5.10: Di
hteverteilung in einem granularen Gas mit der dur
h-s
hnittli
hen Di
hte � = 0:25 na
h erfolgter Clusterbildung(dur
hgezogene Kurve). Zum Verglei
h ist au
h die Di
htever-teilung bei Simulationsbeginn (gestri
helte Kurve) mit einge-zei
hnet.(links) zweidimensionales System mit � = 0:96 (� = 0:2)(re
hts) dreidimensionales System mit � = 0:91 (� = 0:3)Berei
he, in denen die Teil
hen so di
ht gepa
kt sind, dass sie si
h im festenZustand be�nden (siehe au
h Abb. 5.11).Dagegen weist die Di
hteverteilung in drei Dimensionen keine klaren Strukturenauf. Die Di
hteverteilung s
hwankt praktis
h �uber den gesamten Verlauf 0 : : : �fni
ht mehr als um einen Faktor 2. F�ur h�ohere Di
hten sinkt sie dann sehr s
hnellauf Null ab, sodass si
h nur ein vers
hwindender Anteil der Verteilung oberhalbvon �s be�ndet. Dies bedeutet, dass die entstehenden Teil
hen
luster hier vielverwas
hener sind und si
h dabei au
h praktis
h keine nennenswerten Berei
heim festen Zustand be�nden.Ein entspre
hendes Verhalten beoba
htet man au
h bei anderen Restitutions-koeÆzienten �, anderen mittleren Di
hten � und anderen Teil
henzahlen N .Betra
htet man den zeitli
hen Verlauf der Di
hteverteilung (siehe Abb. 5.12)so erkennt man wieder deutli
h die drei Berei
he der zeitli
hen Entwi
klung:Zun�a
hst der homogene Zustand, in dem nur geringe Variationen der Di
hteum den Mittelwert zu erkennen sind. Dann der Berei
h des Clusterwa
hstums,in dem die Variationen stark anwa
hsen, bis sie das gesamte Di
hte-Spektrum0 : : : �max in 2D bzw. 0 : : : �s in 3D abde
ken. S
hlie�li
h das S�attigungsregime,90
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luster

Abbildung 5.11: Momentaufnahme einer typis
hen Teil
henkon�guration in ei-nem zweidimensionalen Cluster in einem System mit einemRestitutionskoeÆzienten von � = 0:5. Die Pa
kungsdi
hte liegtgebietsweise nahe der di
htesten Kugelpa
kung.in dem es zwar relativ starke Fluktuationen gibt, si
h davon abgesehen aberkeine gr�o�eren �Anderungen mehr an dieser Di
hteverteilung ergeben.5.2.2 PaarverteilungsfunktionDie radiale Paarverteilungsfunktiong(r) = VN2 (D=2)!�D=2DrD�1 *Xi 6=j Æ(rij � 2a)+ (5.10)f�ur zwei- und dreidimensionale granulare Gase ist in Abb. 5.13 zu sehen. Da si
hdie Teil
hen ni
ht n�aher als 2a kommen k�onnen, ist nat�urli
h g(r < 2a) = 0.Beim Abstand 2a ist g(2a) f�ur den homogenen Fall (in der Abbildung bei t = 0)dur
h Glei
hung (4.52) gegeben. Diese liefert f�ur die gegebenen Simulationspa-rameter g(2a) = 1:6 in 2D und g(2a) = 2:1 in 3D. F�ur r ! 1 erwartet mang(r)! 1 aufgrund der Normierung. 91
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Abbildung 5.12: Quantile der Di
hteverteilung eines dreidimensionalen Systemsmit der dur
hs
hnittli
hen Di
hte � = 0:25 bei einem Resti-tutionskoeÆzienten � = 0:9 im zeitli
hen Verlauf. Die Liniengeben die Werte an, unterhalb deren 1%, 10%, 25%, 50%, 75%,90% und 99% der Di
hteverteilung liegen.Wie man der Abbildung entnehmen kann, entspre
hen die Simulationsergeb-nisse f�ur den homogenen Zustand dieser Vorhersage. F�ur g(2a) erh�alt man diebere
hneten Werte und f�ur r > 5a ist praktis
h keine Korrelation mehr zu er-kennen. Dur
h die dissipativen Kollisionen nimmt die Aufenthaltswahrs
hein-li
hkeit zwis
hen 2a und 3a mit zunehmender Simulationsdauer stark zu. F�urr > 5a erh�alt man aber weiterhin g(r) � 1, solange die Clusterbildung no
hni
ht eingesetzt hat. Dann jedo
h beoba
htet man ein starkes Anwa
hsen vong(r), das seine Ursa
he in den Zusammenballungen der Teil
hen zu Clusternhat. In diesem Stadium erkennt man au�erdem deutli
he Unters
hiede zwis
hen2D und 3D. In zwei Dimensionen kann man sehr klar die Peaks des Kristall-gitters erkennen, w�ahrend in drei Dimensionen praktis
h keine lokale Ordnungf�ur r > 5a zu erkennen ist.92
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5 Clusterwa
hstum5.2.3 Clustergr�o�enWie wir in den vorhergehenden Kapiteln gesehen haben, ballen si
h die Teil-
hen im Verlauf der Zeit zu Clustern zusammen. Diese Strukturen sind in zweiDimensionen klarer ausgepr�agt als in drei Dimensionen, ni
htsdestotrotz au
hin 3D deutli
h zu erkennen. Jedo
h haben wir uns bei der Zuordnung der Teil-
hen zu Clustern bisher auf den blo�en Augens
hein verlassen und keine klareDe�nition daf�ur aufgestellt.De�nitionenDa si
h die Teil
hen nur vers
hwindend kurze Zeit ber�uhren und si
h ansonstenallenfalls nahe beieinander aufhalten, fassen wir unsere De�nition dementspre-
hend ab:Ein Teil
hen geh�ort genau dann zu einem Cluster, wenn sein Abstand zu min-destens einem Teil
hen dieses Clusters kleiner als Æ ist.Æ sollte dabei etwa in der Gr�o�enordnung des typis
hen Teil
henabstands ineinem Cluster liegen. Der genaue numeris
he Wert ist aber zun�a
hst einmalbeliebig und ergibt bei sinnvoller Wahl f�ur die folgenden Ergebnisse au
h keinequalitativen Unters
hiede. Eine Betra
htung der mittleren Teil
henabst�ande,mittleren freien Wegl�angen, Di
hteverteilungen und Paarkorrelationsfunktionen(siehe dazu au
h Kap. 5.2.1 und Kap. 5.2.2) legt nahe, Æ in der Gr�o�enordnungvon 10% des Teil
hendur
hmessers zu w�ahlen. Denn damit werden Gebiete miteiner lokalen Di
hte �=�max & 1:1D zuverl�assig als Teil eines Clusters erkannt.Bei einem kleineren Æ werden Cluster teilweise ni
ht als sol
he identi�ziert,ein gr�o�eres Æ ist allenfalls bei geringerer Di
hte sinnvoll, ansonsten werdendie ni
ht 
lusterbildenden Teil
hen ni
ht als sol
he erkannt. Im Folgenden giltdaher immer Æ=2a := 0:1 : (5.11)Mit dieser De�nition erhalten wir nun eine Verteilung von Teil
hen
lustern derGr�o�e s = 1 bis s = Nx, wobei wir die Cluster der Gr�o�e s = 1 au
h als freie94



5.2 Teil
hen
lusterTeil
hen bezei
hnen. Um diese Verteilung zu untersu
hen, de�nieren wir diek-ten Momente der Clustergr�o�enverteilungMk := 1ntot Xs skns ; (5.12)wobei ns die Anzahl der Cluster der Gr�o�e s und ntot = Ps ns die Gesamt-zahl der Cluster ist. Damit ist beispielsweise das 0. Moment M0 = 1 und das1. Moment M1 =Ps sns=Ps ns die mittlere Clustergr�o�e.H�au�g entwi
kelt si
h w�ahrend des Clusterwa
hstums ein sehr gro�er Clusterund viele kleinere. Dann werden die h�oheren Momente von dem einen Clusterder Gr�o�e s = Nx dominiert. Daher de�nieren wir zum einen den Anteil qxdieses Clusters am gesamten Systemqx := NxN = ntot limk!1MkNkx (5.13)und zum anderen die reduzierten Momente M 0k, bei denen der gr�o�te Clusterni
ht mit eingere
hnet ist:M 0k := 1ntot Nx�1Xs skns =Mk � Nkxntot (5.14)VerlaufIn Abb. 5.14 erkennt man wiederum sehr deutli
h die drei Berei
he der Clus-terentwi
klung. Betra
hten wir zun�a
hst das homogene Regime. Alle Momen-te beginnen bei einem kleinem Ausgangswert, der allein von der Di
hte (undnat�urli
h dem Zahlenwert f�ur Æ) abh�angig ist. Einige wenige Teil
hen bildendabei zuf�allige und tempor�are kleine Cluster, daher liegen die Werte f�ur dieMomente bei Mk & 1. Wenn die allerersten Kollisionen statt�nden, also imBerei
h � � 1, ver�andern si
h diese Kon�gurationen aufgrund der dissipa-tiven St�o�e bereits. Die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit in unmittelbarer N�aheder Teil
hen w�a
hst an3 und somit au
h die Cluster-Momente. Besonders deut-li
h ist dieser E�ekt nat�urli
h bei starker Dissipation.4 Bis zum �Ubergang zum3Dies ist beispielsweise au
h an Betra
htungen der Paarverteilungsfunktion g(r) zu erken-nen. (Hier ni
ht abgebildet.)4In den abgebildeten S
haubildern ist dieser E�ekt in 2D kaum zu erkennen, glei
hwohlau
h dort vorhanden. 95
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Abbildung 5.14: 1. Moment (oben), 2. Moment (Mitte) und Maximum (unten)der Clustergr�o�enverteilung(links) f�ur ein zweidimensionales System mitN = 105 Teil
hen(re
hts) f�ur ein dreidimensionales System mit N = 5 �105 Teil-
hen
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5.2 Teil
hen
lusterWa
hstumsregime bleiben dann die Cluster-Momente aber erst einmal n�ahe-rungsweise konstant.Als �Ubergangszeit vom homogenen zum Wa
hstumsregime erwarten wir beiden gegebenen Parametern gem�a� Glei
hung (5.6): �h
 � 101 : : : 102 in 3D undetwa halb so gro�e Werte in 2D. Tats�a
hli
h erkennen wir in den S
haubildernau
h einen starken Anstieg des 1. Moments der Clustergr�o�enverteilung bei die-sen Werten. In drei Dimensionen wird dieser au
h von einem starken Anstiegder h�oheren Momente begleitet, w�ahrend diese in zwei Dimensionen bei kleinenWerten verbleiben und erst mit starker Verz�ogerung sanft anwa
hsen (dann je-do
h alle ungef�ahr zum selben skalierten Zeitpunkt �). Dies bedeutet, dass si
hin drei Dimensionen s
hon zu Beginn des Clusterwa
hstums au
h gr�o�ere Clus-ter bilden, in zwei Dimensionen dagegen zun�a
hst ledigli
h zahlrei
he kleinere.Das Wa
hstumsregime ist aber in beiden F�allen dur
h ein stetiges Anwa
hsender mittleren Clustergr�o�e gekennzei
hnet.S
hlie�li
h erwarten wir zum Zeitpunkt �
s � 105 in 3D den �Ubergang zumS�attigungsregime. Tats�a
hli
h ist ab ungef�ahr dieser Gr�o�enordnung au
h keinbzw. nur no
h ein sehr s
hwa
hes Anwa
hsen der Cluster-Momente zu beoba
h-ten. Ebenso hat au
h der gr�o�te Cluster seine maximale Ausdehnung errei
htund beinhaltet abh�angig von der St�arke der Dissipation bis zu 90% aller Teil-
hen. Bei geringerer Dissipation ist au
h der gr�o�te Cluster deutli
h kleinerund zeigt st�arkere relative Fluktuationen. Bei � < �
l ist s
hlie�li
h gar keineClusterbildung mehr zu beoba
hten.In 2D liegt das S�attigungsregime jenseits der maximalen Simulationsdauer, aberein Ab
a
hen des Anstiegs der Cluster-Momente ist bereits zu erkennen.Zusammengefasst kann man also feststellen, dass si
h das Anwa
hsen der Clus-tergr�o�e in dieselben drei Berei
he einteilen l�asst wie der Verlauf der Abk�uhlungund zahlrei
her anderer Gr�o�en: zun�a
hst homogene Verteilung praktis
h oh-ne Cluster, dann starkes Anwa
hsen und s
hlie�li
h S�attigung bei maximalerClustergr�o�e. Diese ist dabei abh�angig von der St�arke der Dissipation.Es f�allt jedo
h auf, dass das Anwa
hsen der Cluster in zwei und drei Dimensio-nen unters
hiedli
h abl�auft. In zwei Dimensionen bilden si
h zun�a
hst zahlrei
hekleinere Cluster, die dann zu einem sp�ateren Zeitpunkt zu einem gro�en Clustervers
hmelzen. Der zweite Prozess ist unabh�angig von der St�arke der Dissipa-tion; daher f�allt der Zeitpunkt hierf�ur praktis
h f�ur alle RestitutionskoeÆzien-97
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hts) Zeitpunkt �p des Peaks von M 02 �uber die Dissipation�. Die dur
hgezogene Linie gibt die Fitfunktion (5.15) wieder.ten zusammen. In drei Dimensionen dagegen, bildet si
h mit dem Einsatz desClusterwa
hstums s
hon ein gro�er Cluster heraus, der immer weiter anw�a
hst.Ferner ist der Beginn des Wa
hstums des gro�en Clusters au
h viel abrupterals in zwei Dimensionen.ZeitskalierungIn zwei Dimensionen verl�auft das Anwa
hsen des gro�en Clusters sanft und f�uralle RestitutionskoeÆzienten ungef�ahr zur selben (skalierten) Zeit �x � l2opt. Indrei Dimensionen dagegen vollzieht si
h dieser �Ubergang zum Wa
hstum vielabrupter und ist stark abh�angig vom RestitutionskoeÆzienten. Um diesen Zeit-punkt genauer fassen zu k�onnen, betra
hten wir das zweite reduzierte Moment,siehe Abb. 5.15 (links). Dieses weist einen deutli
hen Peak beim Einsetzen desWa
hstums des gro�en Clusters auf. Den Zeitpunkt, bei dem dieser Peak zusehen ist, nennen wir �p.Wenn wir �p in Abh�angigkeit von � untersu
hen (vgl. Abb. 5.15 (re
hts)), so�nden wir eine gute �Ubereinstimmung mit�p = �0 + 
0� (1� �)2�h
 = �0 + 
� (1� �)2� (5.15)Dabei sind �0 = 0:24 � 0:02 und 
� = 40� 5 Fitparameter. Diese empiris
henErgebnisse lassen si
h wie folgt interpretieren: Na
h einer Zeit �h
 beginnt das98
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Abbildung 5.16: Zeitli
h reskalierte Momente der Clustergr�o�enverteilung (sie-he Abb. 5.14) in 3D:(links) 2. Moment, (re
hts) maximaler ClusterWa
hstumsregime. Die Zeitdauer, na
h der au
h der gro�e Cluster zu wa
hsenbeginnt, ist stark abh�angig von der Dissipation �. Die zus�atzli
he Korrektur �0,die in der Gr�o�enordnung der anf�angli
hen kollisionsfreien Zeit liegt, verhindert,dass �p bei extrem starker Dissipation kleiner werden kann als �0, da ja zumClusterwa
hstum einige Kollisionen erforderli
h sind.Dass diese empiris
he Formel den Einsatz des Wa
hstums des gro�en Clusterseinigerma�en zutre�end bes
hreibt, zeigt Abb. 5.16, in der M2 und qx reska-liert aufgetragen sind und nun ungef�ahr zur selben Zeit �=�p � 1 zu wa
hsenbeginnen. Ohne diese Reskalierung liegen die Zeitpunkte f�ur vers
hiedene Re-stitutionskoeÆzienten dagegen ja um mehrere Gr�o�enordnungen auseinander.Abh�angigkeit von der Teil
henzahlWerfen wir nun no
h einen kurzen Bli
k auf die Abh�angigkeit der Clustergr�o�envon der Teil
henzahl N , siehe Abb. 5.17.Der Ein
uss auf den zeitli
hen Verlauf ist erwartungsgem�a� gering. Unsere bis-herigen �Uberlegungen lassen ja ledigli
h f�ur die Zeit �
s einen Ein
uss der Sys-temgr�o�e erwarten; der �Ubergang zum S�attigungsregime ist allerdings anhandder vorliegenden Kurven s
hwer abzus
h�atzen.Der Ein
uss von der Teil
henzahl auf die Clustergr�o�en ist ebenfalls nurs
hwa
h ausgepr�agt: Eine Variation der Teil
henzahl um den Faktor 64 ergibt99
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Abbildung 5.17: 1. Moment M1 der Clustergr�o�enverteilung (links) und maxi-male Clustergr�o�e qx (re
hts) in Abh�angigkeit von der Teil-
henzahl N in einem dreidimensionalen System mit dem Re-stitutionskoeÆzienten � = 0:75 und einer Di
hte � = 0:25.ledigli
h eine �Anderung des Anteils qx um den Faktor 2. Au�erdem nehmennat�urli
h die Fluktuationen mit sinkenden Teil
henzahlen zu.Abh�angigkeit von der Di
hteEbenso wollen wir zu guter Letzt au
h no
h die Abh�angigkeit der Cluster-gr�o�en von der Di
hte betra
hten, siehe Abb. 5.18. Hier erh�alt man nun einensehr ausgepr�agten Ein
uss auf die Clustergr�o�en und deren zeitli
he Entwi
k-lung. Dabei sollte man jedo
h ber�u
ksi
htigen, dass all diese Daten mit derClusterde�nitionsl�ange Æ=2a = 0:1 gewonnen wurden. F�ur � = 0:25 ist das einegute Wahl, bei geringeren Di
hten werden aber Teil
hen-Cluster mit diesem Æunter Umst�anden gar ni
ht mehr als sol
he identi�ziert. Besser w�are es, beikleinen Di
hten die L�ange Æ beispielsweise entspre
hend Æ � �1=D zu w�ahlen,da ja die mittleren Teil
henabst�ande mit �1=D skalieren. Da wir im Folgendenaber wieder zu � = 0:25 zur�u
kkehren, verzi
hten wir darauf.Das erste Moment der Clustergr�o�enverteilung l�asst si
h �ubrigens f�ur die zuf�alli-ge Anfangsverteilung zum Zeitpunkt � = 0 grob abs
h�atzen, wenn man ledigli
h1- und 2-Teil
hen-Cluster ber�u
ksi
htigt und n1 � n2, Æ � 2a und � � 1 vor-100



5.2 Teil
hen
luster
 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

1061041021

M
1 

−
 1

τ

ν=.250
ν=.100
ν=.031
ν=.004

 1e−06

 1e−05

 1e−04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

104102110−210−410−6

q x

τν8/3

ν=.250
ν=.100
ν=.031
ν=.004Abbildung 5.18: Ein
uss der Di
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henzahl N = 512000.Man bea
hte den logarithmis
hen Ma�stab.(links) 1. MomentM1�1 der Clustergr�o�enverteilung �uber dieZeit � . Die dur
hgezogenen Linien sind dabei die mit Hilfe vonGlei
hung (5.19) abges
h�atzten Werte.(re
hts) Maximale Clustergr�o�e qx �uber die mit �8=3 skalierteZeit.aussetzt: M1(0) � n1 + 2n2n1 + n2 (5.16)= 1 + n2n1 + n2 (5.17)� 1 + Z 2a+Æ2a dr g(r) �Vpart (5.18)� 1 +8<:4�g2a(�) Æ2a (2D)12�g2a(�) Æ2a (3D) (5.19)Das gen�ugt allerdings s
hon, um die ri
htige Gr�o�enordnung f�urM1 zu erhalten,vgl. Abb. 5.18 (links).Die Zeitskalierung in Abb. 5.18 (re
hts) passt mit �
s � ��2
l � l4opt � �8=3zusammen, wobei allerdings zu bea
hten ist, dass das starke Wa
hstum desgro�en Clusters s
hon deutli
h vor �
s statt�ndet. 101



5 Clusterwa
hstumDer Ein
uss der Di
hte auf die Clustergr�o�en ist alles in allem relativ kompli-ziert, da sowohl die optis
he Tiefe als au
h die Paarkorrelationsfunktion vonder Di
hte beein
usst werden. Glei
hwohl beoba
htet man grunds�atzli
h au
hbei geringeren Di
hten ein qualitativ �ahnli
hes Verhalten, wie es in den vorher-gehenden Kapiteln bes
hrieben wurde.Voraussetzung daf�ur ist nat�urli
h, dass die optis
he Tiefe ausrei
hend gro�bleibt, um Clusterbildung zuzulassen, vgl. dazu Glei
hung (4.9). Bei h�oher-en Di
hten ger�at man bald in den Berei
h des Phasen�ubergangs; dann werdenz. B. au
h Reibungskr�afte zwis
hen den Teil
hen wi
htig und unser Modell istin der vorliegenden Form ni
ht mehr zur Bes
hreibung geeignet.5.2.4 DiskussionBei der Untersu
hung der Di
hte-Inhomogenit�aten, die si
h aufgrund der Dis-sipation ausbilden, sind wir auf Unters
hiede zwis
hen zwei- und dreidimensio-nalen Systemen gesto�en.In zwei Dimensionen erhalten wir dabei deutli
h klarere Strukturen. Die Clusterweisen dort eine sehr hohe Di
hte auf, die jenseits des 
uiden Zustands liegt.Sowohl der blo�e Augens
hein als au
h die Untersu
hung der Paarkorrelationl�asst eine langrei
hweitige Ordnung erkennen. Zwis
hen den Clustern be�ndensi
h dagegen Berei
he, in denen die Di
hte niedrig ist und in denen si
h nurno
h sehr wenige freie Teil
hen aufhalten.In drei Dimensionen sind die Strukturen dagegen verwas
hener, die Di
htever-teilung zeigt keine klaren Maxima, die h�o
hste beoba
htete Di
hte geht au
hfast nirgends �uber den 
uiden Zustand hinaus und die Paarkorrelation l�asstkeine langrei
hweitige Ordnung erkennen. Au�erdem sind au
h die Regionenzwis
hen den Clustern ni
ht so deutli
h ausged�unnt wie in zwei Dimensionen.Der Verlauf der Clusterbildung weist ebenfalls Unters
hiede zwis
hen zwei unddrei Dimensionen auf. Zwar sind in beiden F�allen die drei Berei
he homoge-nes, Wa
hstums- und S�attigungsregime zu erkennen und stimmen mit den Er-kenntnissen aus den vorhergehenden Kapiteln �uberein. In beiden F�allen bildetsi
h dabei au
h ein gro�er Cluster heraus, der bei ausrei
hender Dissipationbis auf Systemgr�o�e anw�a
hst. Aber die Dynamik dieses Wa
hstums ist unter-s
hiedli
h. In zwei Dimensionen w�a
hst dieser Cluster erst, na
hdem si
h bereits102



5.3 Clusterpopulationenzahlrei
he kleinere Cluster gebildet haben, langsam heran. Die Dissipationsratehat dabei auf den Zeitpunkt des Wa
hstums nur einen geringen Ein
uss. Indrei Dimensionen setzt dieses Wa
hstum dagegen viel fr�uher und re
ht abruptein. Der Zeitpunkt dieses Wa
hstumsbeginns ist dabei stark (und auf relativkomplizierte Weise) abh�angig von der St�arke der Dissipation.Das s
hnelle Wa
hstum des gro�en Clusters in drei Dimensionen und dessenungeordnete Struktur h�angen si
herli
h miteinander zusammen. Denn wie wirin Kap. 4.3 gesehen haben, wird die Kristallisation bei zu s
hnellem Anstieg derDi
hte verhindert. In zwei Dimensionen l�auft das Wa
hstum dagegen langsamerab und den Teil
hen bleibt gen�ugend Zeit, si
h in einer sehr di
hten Pa
kunganzuordnen.5.3 ClusterpopulationenIn diesem Kapitel wollen wir einen genaueren Bli
k auf die Clustergr�o�enver-teilung werfen. Dazu untersu
hen wir zun�a
hst in Kapitel 5.3.1 die zuf�alligeAnfangsverteilung mit den Mitteln der Perkolationstheorie. Dann stellen wir inKapitel 5.3.2 die Glei
hungen auf, die der zeitli
hen Entwi
klung dieser Clus-terpopulationen zu Grunde liegen und verglei
hen die dabei erzielten Resultatemit den Simulationsergebnissen. Daraus ziehen wir dann in Kapitel 5.3.3 einigeFolgerungen f�ur die Momente der Verteilungen. Zu guter Letzt diskutieren wirdiese Ergebnisse no
h einmal kurz in Kapitel 5.3.4.5.3.1 PerkolationstheorieDie Perkolationstheorie ma
ht universelle Aussagen �uber Cluster in Systemenmit zuf�allig angeordneten Teil
hen [100℄. F�ur unser System ist diese zuf�alli-ge Teil
henanordnung zumindest zu Beginn der Simulation gegeben und es istnaheliegend, diese universellen Aussagen daher au
h auf granulare Gase anzu-wenden [101℄.Die Perkolationstheorie liefert f�ur die Verteilung der Clustergr�o�en ns unterhalbdes Perkolationspunktes { wenn si
h also no
h kein gro�er Cluster gebildet hat:ns � s�� exp(�wps) f�ur s� 1 (5.20)103
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hts) dreidimensionales System mitN = 5�105 und � = 0:25Die dur
hgezogene Linie ist Glei
hung (5.20).Dabei ist wp � 0 ein Parameter, der stark von der Di
hte abh�angt, und � eineuniverselle Konstante:� = 8<:1 (2D)3=2 (3D) (5.21)Wie Abb. 5.19 zeigt, kann die Verteilung der Clustergr�o�en dur
h Glei
hung(5.20) re
ht gut bes
hrieben werden. In zwei Dimensionen stimmt die Glei
hungsogar no
h f�ur sehr kleine Clustergr�o�en s, in drei Dimensionen erst { wie es diePerkolationstheorie fordert { bei gr�o�eren s. Dass wp in unserem zweidimensio-nalen Beispiel gr�o�er ist als in drei Dimensionen, h�angt damit zusammen, dassdie Wahrs
heinli
hkeit f�ur die Bildung von Clustern bei glei
her Di
hte in dreiDimensionen h�oher ist, vgl. Glei
hung (5.19).Nun k�onnen wir �uberpr�ufen, ob die Perkolationstheorie au
h die korrekte Ver-teilung der Clustergr�o�en am Perkolationspunkt { wenn si
h also gerade eingro�er Cluster bildet { liefert. Es gilt:ns � s�# f�ur s� 1 (5.22)104



5.3 Clusterpopulationen
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sAbbildung 5.20: Clustergr�o�enverteilung am Perkolationspunkt:(links) zweidimensionales System mit N = 105, � = 0:6 und� = 0:25(re
hts) dreidimensionales System mit N = 5 � 105, � = 0:75und � = 0:25Die dur
hgezogene Linie ist Glei
hung (5.22).mit der universellen Konstante# = 8<:187=91 (2D)2:2 (3D) (5.23)Ein Verglei
h mit Abb. 5.20 zeigt, dass Glei
hung (5.22) die Verteilung in dreiDimensionen re
ht gut bes
hreibt; in zwei Dimensionen ist die �Ubereinstim-mung aber ni
ht besonders gut.Dies ist nun aber ni
ht weiter verwunderli
h, da wir ja bereits festgestellt haben,dass das Anwa
hsen des gro�en Clusters in zwei Dimensionen erst zu einem sehrsp�aten Zustand statt�ndet. Die anf�angli
h zuf�allige Verteilung ist zu diesemZeitpunkt nat�urli
h ni
ht mehr gegeben und die Perkolationstheorie ist zurBes
hreibung ungeeignet. In drei Dimensionen dagegen ist die Strukturbildungam Perkolationspunkt no
h ni
ht so weit fortges
hritten und kann o�enbar no
hmit Hilfe der Perkolationstheorie bes
hrieben werden.Die Vorhersagen der Perkolationstheorie jenseits des Perkolationspunktsns � s��0 exp ��w0ps1�1=D� f�ur s� 1 (5.24)105
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sAbbildung 5.21: Clustergr�o�enverteilung am Simulationsende:(links) zweidimensionales System mit N = 105, � = 0:6 und� = 0:25(re
hts) dreidimensionales System mit N = 5 � 105, � = 0:75und � = 0:25In drei Dimensionen ist die Bildung des gro�en Clusters be-reits abges
hlossen, in zwei Dimensionen no
h ni
ht (vgl.Abb. 5.14). Die dur
hgezogenen Linien sind ns � s�#0 mit#0 � 3 sowie ns = 1=s.mit dem Fitparameter w0p und der universellen Konstante�0 = 8<: 5=4 (2D)�1=9 (3D) (5.25)s
hlie�li
h stimmen weder in zwei no
h in drei Dimensionen mit den Ergebnissenbei Simulationsende �uberein, vgl. Abb. 5.21. Die Strukturbildung ist zu diesemZeitpunkt allerdings au
h sehr weit fortges
hritten und es liegt keine zuf�alligeVerteilung der Teil
hen mehr vor.Stattdessen l�asst si
h die Clusterverteilung f�ur s� Nx na
h wie vor dur
h einPotenzgesetz ns � s�#0 (5.26)bes
hreiben, wobei jedo
h #0 � 3 > # ist. F�ur den gro�en Cluster gilt nat�urli
hns = 1, was si
h aber aufgrund der benutzten Mittelung im S
haubild als ns =106



5.3 Clusterpopulationen1=s nieders
hl�agt.5 Im 2D-S
haubild ist die Bildung des Perkolations
lustersno
h ni
ht abges
hlossen (vgl. Abb. 5.14) und es gibt es no
h einige weiteregr�o�ere Cluster, die ns & 1=s folgen.65.3.2 PopulationsdynamikGehen wir nun zu einer Betra
htung der Dynamik der Clusterpopulationen�uber. Wenn [s℄ einen Cluster der Gr�o�e s bezei
hne, wird das Vers
hmelzenzweier Cluster bzw. das Auseinanderbre
hen eines Clusters in zwei Teile dur
hfolgende Reaktionsglei
hungen bes
hrieben [102℄:[i℄ + [j℄ �i;j�! [i + j℄ (5.27)[i+ j℄ �i;j�! [i℄ + [j℄ (5.28)Dabei sind � und � die entspre
henden Reaktionsraten. F�ur diese k�onnen wirfolgenden Ansatz ma
hen:�i;j = �0(i + j)1�1=Dvij �1=2 (5.29)�i;j = �0(i + j)1�1=Dvij � i + jij �� (5.30)Die Vers
hmelzungsrate ist dabei proportional zum We
hselwirkungsquer-s
hnitt und zur Cluster-Relativges
hwindigkeit, da diese Gr�o�en in die Kol-lisionsrate miteingehen. Ferner haben wir �uber �1=2 no
h eine Proportionalit�atzur Abnahme der Teil
henges
hwindigkeiten bei der Kollision angenommen, dani
ht jede Kollision zu einer Vers
hmelzung der Cluster f�uhrt.5Das Auswertungsprogramm benutzt ein einfa
hes Gl�attungsverfahren f�ur die "L�o
her\ inder diskreten Clustergr�o�enverteilung. Dabei wird �uber Berei
he mit ns = 0 bis hin zumn�a
hstgr�o�eren s mit ns 6= 0 arithmetis
h gemittelt. Im Fall des gro�en Clusters der Gr�o�es ist ns = 1 und der Mittelungsberei
h �uber das breite "Lo
h\ hinweg bis zum n�a
hstkleine-ren Cluster der Gr�o�e r umfasst s�r. Somit liefert die Auswertung den Wert ns = 1s�r � 1s .6Bei weiteren 2D-Simulationen mit weniger Teil
hen (hier ni
ht abgebildet) treten im Gegen-satz zu 3D in der Endverteilung trotzdem no
h einige mittelgro�e Cluster auf { allerdingsdeutli
h weniger als in Abb. 5.21 (links). 107



5 Clusterwa
hstumBei der Fragmentierungsrate haben wir eine Proportionalit�at zur Cluster-Ober-
�a
he und zu den Ges
hwindigkeiten der Bru
hst�u
ke angesetzt. Dar�uber hin-aus haben wir no
h einen Term angenommen, der daf�ur sorgt, dass die Gr�o�en-verteilung der Bru
hst�u
ke einem Potenzgesetz folgt { was man bei der Frag-mentierung im Allgemeinen tats�a
hli
h meist beoba
htet [103℄. F�ur den Para-meter � > 1 wollen wir dabei vorerst keine weiteren Annahmen ma
hen.Damit kann man nun die Masterglei
hung f�ur die Wahrs
heinli
hkeiten ps =ns=ntot der Clustergr�o�en aufstellen:ddtpj = j�1Xi=1 �i;j�i pipj�i � N�jXi=1 �i;j pipj + N�jXi=1 �i;j pi+j � j�1Xi=1 �i;j�i pj (5.31)In aller Allgemeinheit l�asst diese si
h nat�urli
h ni
ht analytis
h l�osen. Wenn dieVerteilung si
h allerdings einem Glei
hgewi
htszustand angen�ahert hat und wirder Einfa
hheit halber sogar detailliertes Glei
hgewi
ht7 der einzelnen Beitr�ageannehmen, so erhalten wir �i;j�i;j = pipjpi+j : (5.32)Die Raten (5.29) und (5.30) eingesetzt:pipjpi+j = �0�0 � i + jij �� ��1=2 (5.33)Dies wird gel�ost von ps = 
s�� exp(�ws) (5.34)und umfasst damit au
h die beoba
hteten Verteilungen aus Abb. 5.19 bisAbb. 5.21, solange wir den gro�en Cluster gesondert betra
hten. Dabei ist
 = �0�0��1=2 : (5.35)7Das hei�t, dass wir annehmen, dass si
h beim 2. und 3. Term bzw. beim 1. und 4. Term derre
hten Seite von Glei
hung (5.31) die Beitr�age mit denselben Indizes paarweise aufheben.108



5.3 ClusterpopulationenAndererseits gilt aus Gr�unden der NormierungXs ps = 1 (5.36)bzw. ohne den gro�en ClusterNx�1Xs=1 ps = 1� qx : (5.37)Wenn wir nun Glei
hung (5.34) und (5.35) einsetzen, erhalten wir f�ur die freienParameter w und qx die Glei
hung:(1� qx) = �0�0��1=2 Nx�1Xs=1 s�� exp(�ws) (5.38)Bei sehr geringer Dissipation vers
hwindet der gro�e Cluster und die L�osungnimmt folgende Form an:qx = 0 und w = w0 + ln 
 = w0 + ln �0�0p� (5.39)mit 0 < w0 � Ps s��. Bei sehr s
hwa
her Dissipation ist 
 � 1, dann gilt inerster N�aherung: w0 � 12�
 (5.40)DaPs s�� und damit au
h w0 f�ur � > 1 na
h oben bes
hr�ankt ist und ln 
 mitwa
hsender Dissipation � irgendwann negativ wird, errei
ht w irgendwann 0.Dann kann Glei
hung (5.38) nur no
h f�ur qx 6= 0 gel�ost werden, wenn si
h alsoein gro�er Cluster bildet. Damit gilt:w = 0 und 1� qx = �0�0��1=2 Nx�1Xs=1 s�� � ��1=2 (5.41)Wir erhalten also ab einer kritis
hen Dissipation �
l � (�0=�0)2 (Ps s��)2 >�20=�20 einen Perkolations
luster, dessen maximale Gr�o�e gem�a� Glei
hung109
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hstum
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λAbbildung 5.22: Maximale Clustergr�o�e qx in Abh�angigkeit von der Dissipation� bei einem dreidimensionalen System mitN = 5�105 Teil
henund einer Di
hte � = 0:25.Die Balken geben die tats�a
hli
hen Messwerte aus Abb. 5.14an; die Kurve entspri
ht Glei
hung (5.41).(5.41) von der St�arke der Dissipation � abh�angt. Die kleineren Cluster ge-hor
hen dem Potenzgesetz nsntot = 
s�� : (5.42)Diese Verteilung ist konsistent mit der beoba
hteten Verteilung (5.26). DieGr�o�e des Perkolations
lusters haben wir in Abb. 5.22 aufgetragen; die Mess-werte sind mit relativ gro�en Unsi
herheiten belastet, sind aber ebenfalls kon-sistent mit Glei
hung (5.41).F�ur sehr s
hwa
he Dissipation erhalten wir einen exponentiellen Abfall derClustergr�o�en nsntot = 
s�� exp(�ws) = 
1�ss�� exp(�w0s) (5.43)und keinen Perkolations
luster, siehe Abb. 5.23. F�ur den Grenzfall � ! 0s
hlie�li
h, liefert (5.43) ns ! 0 f�ur s > 1. Dieses Ergebnis ist o�ensi
htli
hfals
h. Die Ursa
he hierf�ur ist, dass wir in unseren Ratenglei
hungen diejeni-gen Cluster, die dadur
h zu Stande kommen, dass si
h Teil
hen zuf�allig nahebeieinander aufhalten, gar ni
ht ber�u
ksi
htigt haben. F�ur sehr geringe Dissi-pation muss daher Glei
hung (5.43) dur
h (5.20) ersetzt werden. Da si
h dieGlei
hungen formal �ahneln, ergibt si
h in F�allen wie beispielsweise Abb. 5.23nur ein geringf�ugiger Unters
hied.110
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sAbbildung 5.23: Clustergr�o�enverteilung bei sehr geringer Dissipation � < �
lbei Simulationsende f�ur ein dreidimensionales System mitN =5 � 105 Teil
hen und einer Di
hte � = 0:25.Die dur
hgezogene Linie ist Glei
hung (5.43) mit � � 1:7 undw � 5 � 10�2; die gestri
helte Linie ist Glei
hung (5.20).
Numeris
he L�osung der Masterglei
hungAnstatt die Masterglei
hung (5.31) analytis
h zu untersu
hen, kann man dieseau
h numeris
h l�osen. Eine entspre
hende Zeitreihe sieht man in Abb. 5.24.Bei s
hwa
her Dissipation erh�alt man sehr s
hnell eine Verteilung, die Glei-
hung (5.43) entspri
ht, also einem Potenzgesetz, dem ein exponentieller Abfall�uberlagert ist.Bei starker Dissipation entwi
kelt si
h zun�a
hst eine �ahnli
he Verteilung. Derexponentielle Abfall vers
hwindet jedo
h mit der Zeit. S
hlie�li
h nimmt dieWahrs
heinli
hkeit f�ur sehr gro�e Cluster stark zu, w�ahrend die Wahrs
heinli
h-keit f�ur mittelgro�e Cluster wieder absinkt; die Verteilung der kleinen Clusterfolgt na
h wie vor in akzeptabler N�aherung einem Potenzgesetz.Diese Ergebnisse stimmen qualitativ mit den Beoba
htungen und den analy-tis
hen Resultaten gut �uberein, au
h wenn wir hier den gro�en Cluster ni
htgesondert betra
htet haben. 111
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sAbbildung 5.24: Die numeris
he L�osung der Masterglei
hung (5.31) liefert dieWahrs
heinli
hkeiten ps f�ur die Clustergr�o�en s mit von linksoben na
h re
hts unten forts
hreitender Zeit. Die Anfangsver-teilung ist dabei dur
h p1 = 1 und pi = 0 f�ur i > 1 gegeben;der Fragmentierungsparameter ist � = 2.Die dur
hgezogene Linie gilt f�ur starke Dissipation (� =4�20=�20), die gestri
helte Linie f�ur s
hwa
he Dissipation (� =0:25�20=�20).
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5.3 Clusterpopulationen5.3.3 FolgerungenMit Hilfe der bestimmten Clustergr�o�enverteilungen und Glei
hung (5.12) las-sen si
h nun au
h theoretis
he Werte f�ur die Momente der Clustergr�o�en be-re
hnen.F�ur die Anfangsverteilung gem�a� Glei
hung (5.20) erh�alt manM1(� = 0) � 1 + 12 8<:exp(�w) (2D)p22 exp(�w) (3D) (5.44)M2(� = 0) � 1 + 32 8<:exp(�w) (2D)p22 exp(�w) (3D) (5.45)f�ur den Grenzfall w � 1 (also bei geringen Di
hten) und N ! 1. Im Fallw� 1 dagegen erh�alt manMk(0) � w��k�1 � 8<:w�k (2D)w1=2�k (3D) (5.46)f�ur k � 1 und N !1.Zusammen mit Glei
hung (5.19) kann man daher bei sehr kleinen Di
hten � � 1den Parameter w und damit die vollst�andige Gr�o�enverteilung bere
hnen:w � �8<:ln(8� Æ2a) (2D)ln(24p2� Æ2a) (3D) (5.47)Die gute �Ubereinstimmung mit dem numeris
hen Experiment zeigt Abb. 5.25.Am Perkolationspunkt, wenn si
h der gro�e Cluster entwi
kelt und die Gr�o�en-verteilung (zumindest in 3D) dur
h Glei
hung (5.22) bes
hrieben wird, erh�altman: M1(� � �p) . 8<:11:7 (2D)3:7 (3D) (5.48)M2(� � �p) � N3�# (5.49)113
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sAbbildung 5.25: Clustergr�o�enverteilung bei geringer Di
hte � = 0:031 bei Si-mulationsbeginn f�ur ein dreidimensionales System mit N =5 � 105 Teil
hen.Die dur
hgezogene Linie ist die mit den Glei
hungen (5.20)und (5.47) bere
hnete Kurve.Am ersten Moment der Gr�o�enverteilung sieht man, dass der Perkolationspunktin zwei Dimensionen wegen #2D < #3D erst bei einer deutli
h h�oheren mittlerenClustergr�o�e auftritt. Deshalb beginnt si
h der gro�e Cluster in zwei Dimensio-nen erst zu entwi
keln, wenn das allgemeine Clusterwa
hstum s
hon viel weiterfortges
hritten ist. Allerdings ist zu diesem Zeitpunkt dann au
h die Zufallsver-teilung verloren gegangen und die Vorhersagen der Perkolationstheorie inklusiveder Verteilung (5.22) sind dann gar ni
ht mehr g�ultig.Zu no
h sp�ateren Zeitpunkten, wenn si
h s
hlie�li
h ein gro�er Perkolations-
luster entwi
kelt hat, werden die Momente im Wesentli
hen dur
h den gro�enCluster dominiert: M1(� !1) � 11� qx (5.50)M2(� !1) � q2xN1� qx : (5.51)Zusammen mit Glei
hung (5.41) erh�alt man also f�ur starke DissipationM1(� !1) � �1=2 ; (5.52)was in etwa das beoba
htete Verhalten wiederspiegelt, vgl. hierzu Abb. 5.26.114
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Abbildung 5.26: Verglei
h der bere
hneten Werte f�ur das 1. Moment derClustergr�o�enverteilung mit den Simulationsergebnissen: Diedur
hgezogenen Linien sind Glei
hung (5.48) und (5.52), diegestri
helten Linien sind Glei
hung (5.50) und die Punkte sinddie Simulationsergebnisse f�ur vers
hiedene RestitutionskoeÆ-zienten in einem dreidimensionalen System.Die in diesem Kapitel abgeleiteten Werte f�ur die Momente der Clustergr�o�en-verteilung sind allerdings mit Vorsi
ht zu genie�en, da ja die Verteilungen (5.20)und (5.22) eigentli
h ni
ht f�ur die ganz kleinen Cluster gelten, diese jedo
h ma�-gebli
h zu den Momenten beitragen.5.3.4 DiskussionWir haben die Clustergr�o�enverteilung mit zwei vers
hiedenen Herangehens-weisen untersu
ht. Zum einen haben wir die Perkolationstheorie benutzt, dieuniverselle Aussagen �uber ungeordnete Systeme ma
ht und daher insbesonderezur Bes
hreibung des Anfangszustands eines granularen Gases geeignet ist.Zum anderen haben wir die Ratenglei
hungen f�ur Clusterwa
hstum und-s
hrumpfung mit Hilfe einfa
her Ans�atze aufgestellt. Unter vereinfa
henden115



5 Clusterwa
hstumAnnahmen k�onnen diese f�ur den Fall eines quasistation�aren Populationsglei
h-gewi
hts analytis
h gel�ost werden. Damit ist diese Theorie insbesondere f�ur dieEndverteilung der Clustergr�o�en geeignet.Einen Einbli
k in die Populationsdynamik kann man au�erdem au
h no
h mitHilfe einer numeris
hen L�osung der Masterglei
hung gewinnen. Diese best�atigtqualitativ die beoba
htete Clusterentwi
klung.Der ungeordnete Anfangszustand granularer Gase kann sehr gut mit Hilfe derPerkolationstheorie bes
hrieben werden. Wir erhalten f�ur diesen Fall in derClustergr�o�enverteilung ein Potenzgesetz mit universellem Exponenten, demein exponentieller Abfall �uberlagert ist. Die St�arke des exponentiellen Abfallsist dabei von der Di
hte abh�angig. Bei geringer Dissipation verbleibt das Systemim homogenen Zustand und kann au
h zu sp�ateren Zeiten no
h dur
h diesesoder ein �ahnli
hes Gesetz mit modi�ziertem Exponenten bes
hrieben werden.Ausrei
hende Dissipation vorausgesetzt, kommt es jedo
h fr�uher oder sp�aterzur Bildung eines gro�en Clusters. Wenn dessen Wa
hstum einsetzt, ergebensi
h { zumindest in drei Dimensionen { rein potenzverteilte Clustergr�o�en, wo-bei der Exponent mit den Vorhersagen der Perkolationstheorie �ubereinstimmt.In zwei Dimensionen vollzieht si
h dieses Wa
hstum, wie wir in den vorherge-henden Kapiteln ja s
hon gesehen haben, erst zu einem re
ht sp�aten Zeitpunkt,wenn die Strukturbildung s
hon re
ht weit fortges
hritten ist und die mittlereClustergr�o�e bereits deutli
h angewa
hsen ist. In diesem Fall ist die Perkolati-onstheorie zur Bes
hreibung ni
ht mehr geeignet.Die Endverteilung, die si
h s
hlie�li
h herausbildet, wird von unserer Popu-lationsdynamik re
ht gut bes
hrieben. Es ergibt si
h dabei na
h wie vor einPotenzgesetz in der Clustergr�o�enverteilung. Dar�uber hinaus erh�alt man einengro�en Cluster, dessen Gr�o�e von der Dissipation abh�angt und si
h ebenfallsre
ht gut mit Hilfe dieser Populationsdynamik bes
hreiben l�asst.Die Unters
hiede des Verhaltens in zwei und drei Dimensionen h�angen mit denunters
hiedli
hen Exponenten in den Clustergr�o�enverteilungen zusammen. Inder Anfangsverteilung ist bei gegebener Di
hte der exponentielle Abfall vielst�arker, vgl. hierzu Glei
hung (5.47). Das hei�t, in zwei Dimensionen sindzun�a
hst nur sehr kleine Cluster vorhanden. Bis si
h s
hlie�li
h ein Perkolati-ons
luster entwi
keln kann, muss dagegen die mittlere Clustergr�o�e in zwei Di-mensionen viel weiter anwa
hsen als in drei Dimensionen, vgl. hierzu Glei
hung116



5.4 Zusammenfassung(5.48). Damit ist es ni
ht weiter �uberras
hend, dass si
h ein Perkolations
lusterin zwei Dimensionen erst zu einem deutli
h sp�ateren Zeitpunkt entwi
kelt.5.4 ZusammenfassungDie Clusterbildung in einem granularen Gas wird von der Entwi
klung der Tem-peratur und der Di
hte bestimmt. Daher haben wir in diesem Kapitel zum einenden zeitli
hen Verlauf der Temperatur, der Kollissionsfrequenz, der mittlerenfreien Wegl�ange und der Ges
hwindigkeitsverteilung untersu
ht. Zum anderenhaben wir die Entwi
klung der Di
hteverteilung, der Paarverteilungsfunktionund der Clustergr�o�enverteilung studiert. Diese haben wir mit den Vorhersagender kinetis
hen Gastheorie und einer Stabilit�atsanalyse der hydrodynamis
henBewegungsglei
hungen vergli
hen. Dar�uber hinaus haben wir die Perkolations-theorie auf den ungeordneten Anfangszustand angewandt und ein einfa
hes Mo-dell f�ur die Evolution der Clusterpopulationen entwi
kelt, f�ur das wir sowohlnumeris
he als au
h analytis
he Ergebnisse erhalten. Die Untersu
hungsergeb-nisse lassen si
h am einfa
hsten zusammenfassen, indem man den Verlauf derClusterbildung in drei Phasen einteilt:Zun�a
hst be�ndet si
h das System im homogenen Zustand. Bei starker Dissi-pation bilden si
h s
hon bei den allerersten Kollisionen einige kleine Cluster,die jedo
h mit zunehmender Gr�o�e exponentiell seltener werden. Auf gr�o�ererL�angenskala bleibt die Di
hte zun�a
hst jedo
h homogen. Die Abk�uhlung folgtden Vorhersagen der kinetis
hen Theorie und ist dur
h T (�) = T (0)=(1 + �)2gegeben. Die St�arke der Dissipation beein
usst dabei ledigli
h die Zeitskala � .Bei sehr s
hwa
her Dissipation � < �
l bleibt das System in diesem Zustand.Ansonsten erfolgt ungef�ahr zu einem Zeitpunkt th
 � ��2 der �Ubergang zumClusterwa
hstum. Die Verteilung der Clustergr�o�en n�ahert si
h einem Potenz-gesetz an, die mittlere Clustergr�o�e w�a
hst kontinuierli
h und die Di
htever-teilung wird immer breiter. Die Abk�uhlung verlangsamt si
h auf T (t) � t�1,wobei si
h nahezu unabh�angig von der Dissipationsst�arke alle Kurven demsel-ben asymptotis
hen zeitli
hen Verlauf ann�ahern. Die Kollisionsfrequenz beginntdabei immer mehr zu s
hwanken und nimmt ebenfalls langsamer ab als im ho-mogenen Regime oder nimmt sogar zu. W�ahrend dieser Phase beginnt si
h au
h117



5 Clusterwa
hstumein gro�er Cluster herauszubilden. In drei Dimensionen ges
hieht dies zu einemZeitpunkt der stark von der Dissipation abh�angig ist: f�ur starke Dissipations
hon sehr fr�uh, f�ur geringe Dissipation erst sp�at. In zwei Dimensionen dagegenw�a
hst der gro�e Cluster unabh�angig von der St�arke der Dissipation erst sehrsp�at heran. Die Unters
hiede k�onnen dabei mit den vers
hiedenen Exponentender Clustergr�o�enverteilungen, die die Perkolationstheorie f�ur 2D und 3D lie-fert, erkl�art werden. Diese Phase h�alt an, bis der gro�e Cluster Systemgr�o�eerrei
ht hat.Dies ges
hieht ungef�ahr zum Zeitpunkt t
s � l4opt. Die Clustergr�o�en haben si
heiner Glei
hgewi
htsverteilung angen�ahert, bei der es einen sehr gro�en Clusterund zahlrei
he kleinere Cluster gibt, deren Verteilung einem Potenzgesetz folgt.Die Di
hteverteilung rei
ht von sehr ausged�unnten Gebieten bis zu Gebieten mitsehr hoher Di
hte. In 3D errei
ht die h�o
hste Di
hte ungef�ahr �s, in 2D gehtsie dar�uber hinaus bis zur maximalen Kristalldi
hte. Daher ist in 2D au
h einelangrei
hweitige Ordnung der Teil
hen zu erkennen, in 3D ni
ht. �Uberhauptsind die Strukturen, die si
h hierbei bilden in zwei Dimensionen viel klarerausgepr�agt als in drei. Der Temperaturverlauf T (t) � t�2 folgt nun wieder derkinetis
hen Theorie; der Verlauf der Kollisionsfrequenz n�ahert si
h ebenfallslangsam wieder fE(t) � t�1 an { wenn au
h mit starken Fluktuationen. DieDissipationsst�arke hat asymptotis
h betra
htet nur no
h einen Ein
uss auf dieGr�o�e des Perkolations
lusters; die Abk�uhlrate und die meisten �ubrigen Gr�o�ensind davon unabh�angig.
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6 Zusammenfassung
In dieser Arbeit haben wir uns mit granularen Medien geringer Di
hte, denso genannten granularen Gasen, bes
h�aftigt. Diese dissipativen Systeme zeigenein interessantes Verhalten mit komplexer Strukturbildung. In einem anf�angli
hhomogenen System bilden si
h mit der Zeit Di
hte- und Temperaturinhomo-genit�aten, die immer weiter anwa
hsen, bis sie s
hlie�li
h Systemgr�o�e errei
hthaben.Im ersten Teil dieser Arbeit haben wir mit der Ereignisdynamik einen Algorith-mus vorgestellt, mit dem si
h granulare Gase eÆzient simulieren lassen, der abergrunds�atzli
h f�ur eine breite Palette von physikalis
hen und ni
ht-physikalis
henProblemen geeignet ist. Die Ereignisdynamik arbeitet die Kausalkette, die vonden Teil
henwe
hselwirkungen { den Ereignissen { gebildet wird, s
hrittweiseab. Pro Re
hens
hritt wird dabei jeweils ein Ereignis ausgef�uhrt und f�ur die be-teiligten Teil
hen werden neue Ereignisse bere
hnet. F�ur Probleme, bei denendie typis
he We
hselwirkungsdauer zwis
hen Teil
hen sehr viel kleiner als dietypis
he Zeit zwis
hen den We
hselwirkungen ist, ist diese Methode wesentli
heÆzienter als gew�ohnli
he Molekulardynamik.Die Ereignisdynamik ist ihrer Natur na
h ein serieller Algorithmus. Die Pro-bleme, die die Parallelisierung dieses Verfahrens verursa
ht, haben wir jedo
hgel�ost. Da si
h Kausalit�atsfehler bei der parallelisierten Ereignisdynamik ni
htgrunds�atzli
h vermeiden lassen, greifen wir auf eine optimistis
he Strategiezur�u
k, die zun�a
hst von einer korrekten Bere
hnung ausgeht und im Falleeines Kausalit�atsfehlers den fehlerhaften Re
henabs
hnitt wiederholt.Die Re
henzeit skaliert dabei mit der Anzahl P der Prozesse gem�a� P�1=2,der Spei
herbedarf mit bis zu P�1. Die notwendige Kommunikation zwis
hen119



6 Zusammenfassungden Prozessen wurde dur
h �Uberlapp der Randberei
he der Prozessgebiete mi-nimiert. Um au
h inhomogene Systeme eÆzient simulieren zu k�onnen, wurdeder Algorithmus ferner mit einer dynamis
hen Lastverteilung versehen, die dieGebietszerlegung bei Bedarf anpasst.Im zweiten Teil der Arbeit haben wir uns dann mit granularen Gasen bes
h�af-tigt. Ein einfa
hes Modell, das aber alle wesentli
hen Eigens
haften eines gra-nularen Gases zeigt, stellt das inelastis
he Harte-Kugel-Gas dar. Um den inelas-tis
hen Kollaps, ein Artefakt dieser Idealisierung, zu vermeiden, muss dessenDynamik allerdings mit Hilfe des so genannten TC-Modells geringf�ugig modi�-ziert werden. Mit diesem wird der verminderten Dissipation von Mehrteil
hen-kollisionen Re
hnung getragen.Theoretis
he Untersu
hungen des Harte-Kugel-Modells, die an die klassis
hekinetis
he Gastheorie angelehnt sind, k�onnen den homogenen Zustand einesgranularen Gases ausgezei
hnet bes
hreiben. F�ur den zeitli
hen Temperatur-verlauf erh�alt man beispielsweise T (�) � (1 + �)�2.Au
h der Me
hanismus, der der Bildung von Inhomogenit�aten zu Grunde liegt,l�asst si
h mittels Stabilit�atsanalyse der hydrodynamis
hen Bewegungsglei
hun-gen verstehen. Diese liefert eine kritis
he Dissipationsst�arke �
l � l�2opt in Ab-h�angigkeit von der Di
hte � und Systemgr�o�e N , die si
h in der optis
hen Tiefelopt � �1�1=DN1=D zusammenfassen lassen. Der homogene Zustand ist nur f�urgeringere Dissipation als �
l stabil. Um au
h den inhomogenen Zustand, der si
hansonsten entwi
kelt, besser verstehen zu k�onnen, sind Computersimulationenn�otig.Diese ergeben einen dreistu�gen Verlauf der Clusterbildung. Zun�a
hst be�ndetsi
h das System im homogenen Zustand und l�asst si
h mit Hilfe der kinetis
henTheorie bes
hreiben. Die Ges
hwindigkeit der zeitli
hen Entwi
klung ist dabeivon der Dissipationsst�arke � abh�angig.Dann beginnt das Clusterwa
hstum. Die Abk�uhlung verlangsamt si
h und dieSt�arke der Dissipation � verliert an Ein
uss: alle Kurven n�ahern si
h derselbenzeitli
hen Entwi
klung an. Dabei entwi
kelt si
h au
h ein gro�er Perkolations-
luster, der einen makroskopis
hen Anteil der Teil
hen enth�alt. Dessen zeitli
heEntwi
klung verl�auft in zwei und drei Dimensionen jedo
h unters
hiedli
h: Inzwei Dimensionen vollzieht sie si
h erst sp�at, in drei Dimensionen fr�uh undrelativ abrupt.120



S
hlie�li
h errei
ht der gro�e Cluster Systemgr�o�e; sein Massenanteil ist vonder Dissipation � abh�angig. Die Verteilung der kleineren Cluster hat si
h eben-falls einem Glei
hgewi
htszustand angen�ahert und folgt einem Potenzgesetz.Das System ist jetzt stark inhomogen, aber der Verlauf der Abk�uhlung undder damit zusammenh�angenden Gr�o�en verl�auft im Wesentli
hen wieder �ahn-li
h wie im homogenen Zustand, jedo
h mit st�arkeren Fluktuationen und weitgehend unabh�angig von der St�arke der Dissipation.Die Verteilung der Clustergr�o�en l�asst si
h anfangs { wenn no
h ein unge-ordnetes System vorliegt { mit Hilfe der Perkolationstheorie bes
hreiben. Diesesagt den beoba
hteten exponentiellen Abfall der Clustergr�o�en voraus. Mit demForts
hreiten der Strukturbildung im granularen Gas verlieren die Aussagender Perkolationstheorie aber na
h und na
h an G�ultigkeit. Weil si
h ein gro�erCluster in drei Dimensionen s
hon zu einem sehr fr�uhen Zeitpunkt entwi
kelt,stimmt die f�ur diesen Zeitpunkt vorhergesagte Potenzverteilung jedo
h immerno
h mit der beoba
hteten Clustergr�o�enverteilung in 3D �uberein. Dar�uberhinaus liefern die unters
hiedli
hen Exponenten, die die Perkolationstheorie f�ur2D und 3D liefert, einen Erkl�arungsansatz f�ur die beoba
hteten Unters
hiedein zwei und drei Dimensionen.Zur Untersu
hung der sp�ateren zeitli
he Entwi
klung der Clustergr�o�en ha-ben wir ein einfa
hes Modell der Evolution der Clusterpopulationen entwi
kelt.Eine numeris
he Auswertung dieser Populationsdynamik ist mit den Simulati-onsergebnissen konsistent. Weiterhin liefert dieses Modell aber au
h no
h einigeanalytis
he Resultate f�ur die Clustergr�o�enverteilungen und deren Momente so-wie den maximalen Massenanteil des Perkolations
lusters. Diese stimmen trotzdes einfa
hen Ansatzes und der benutzten N�aherungen ebenfalls ausgezei
hnetmit den Ergebnissen der Computersimulationen �uberein.Weiter gehende FragestellungenZum S
hluss wollen wir no
h einen kleinen Ausbli
k auf weiter gehende Fra-gestellungen geben: Diese Arbeit hat si
h gr�o�tenteils mit granularen Gasenbes
h�aftigt, bei denen die mittlere freie Wegl�ange der Teil
hen in derselbenGr�o�enordnung wie die Teil
hengr�o�e liegt. Daher ers
heint es uns am viel-verspre
hendsten, f�ur weitere Studien zu geringeren Di
hten �uberzugehen unddie entspre
henden Ergebnisse mit den in dieser Arbeit gewonnenen zu ver-121



6 Zusammenfassungglei
hen. Insbesondere w�are es interessant, systematis
h zu untersu
hen, ob diebeoba
hteten Unters
hiede zwis
hen zwei- und dreidimensionalen granularenGasen au
h bei sehr verd�unnten Systemen erhalten bleiben.Bei der Untersu
hung von d�unnen granularen Gasen ist es jedo
h notwendig,sehr gro�e Systeme zu simulieren, da ansonsten die optis
he Tiefe ni
ht aus-rei
ht, um Clusterbildung zuzulassen. Die stetig wa
hsende Re
henleistung vonComputern kombiniert mit den algorithmis
hen Werkzeugen, die wir im erstenTeil dieser Arbeit vorgestellt haben, ma
hen sol
he gro�en Simulationen jedo
hm�ogli
h.
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A Bere
hnungen zur kinetis
henTheorie in D Dimensionen
In diesem Kapitel sollen die Kollisionsfrequenz, der Spannungstensor und dieAbnahme der granularen Temperatur allgemein f�ur D-dimensionale homogeneSysteme hergeleitet werden (siehe dazu Kap. 4.2.2).Einige Bezei
hnungen vorneweg:R dr ist das D-dimensionale Volumenintegral �uber das gesamte Volumen V . Esist: Z dr = V (A.1)R dv ist das D-dimensionale Volumenintegral �uber alle Ges
hwindigkeiten. Esist: Z dv exp��mv22T � = �2�Tm �D=2 (A.2)R dr̂ und R dv̂ bezei
hnen das (D � 1)-dimensionale Ober
�a
henintegral �uberdie D-dimensionale Kugel, die vom Einheitsvektor r̂ bzw. v̂ aufgespannt wird.Es ist: Z dr̂ = �D=2(D=2)! D (A.3)
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A Bere
hnungen zur kinetis
hen TheorieR%̂?r̂ d%̂ bezei
hnet das (D� 2)-dimensionale Ober
�a
henintegral �uber die (D�1)-dimensionale Kugel, die vom Einheitsvektor %̂ senkre
ht zu r̂ aufgespanntwird. Es ist: Z%̂?r̂ d%̂ = �(D�1)=2((D � 1)=2)! (D � 1) (A.4)Ferner werden einige der bereits in Kap. 4.2 eingef�uhrten Gr�o�en ben�otigt,n�amli
h der Liouville-OperatoriL+ = iL+0 + iL+int (A.5)=Xj vj�rj + 12Xj 6=k C+jk (A.6)=Xj vj�rj+ 12Xj 6=k jvjk�r̂jkj�(�vjk�r̂jk) Æ(rjk � 2a) (b+jk � 1) ; (A.7)die Phasenraumdi
hte des Harte-Kugel-Gases im homogenen Zustand% = W (r1; : : : ; rN)R Qj drjW (r1; : : : ; rN) � m2�T (t)�DN=2 exp �Xj mv2j2T (t)! ; (A.8)die Paarverteilungsfunktiong(r1 � r2) = V 2N2 Xi 6=j hÆ(ri � r1) Æ(rj � r2)i (A.9)= V 2N2 Xi 6=j Z d�% Æ(ri � r1) Æ(rj � r2) (A.10)= V 2N2 Xi 6=j Z dr1 : : : drNW (r1 : : : ; rN)R Qk drkW Æ(ri � r1) Æ(rj � r2) (A.11)und der Volumenanteil� = NaDV �D=2(D=2)! : (A.12)
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A.1 KollisionsfrequenzA.1 KollisionsfrequenzDie Kollisionsfrequenz ist:fE = 2N 
iL+intC� (A.13)= 2N Z d�% 12 NXj 6=k C+jkC (A.14)= 1N NXj 6=k Z NYi=1 dridvi% C+jkC (A.15)Mit R dR1dR2 Æ(R1 � rj)Æ(R2 � rk) = 1:fE = 1N NXj 6=k Z NYi=1 dridvidR1dR2 Æ(R1 � rj)Æ(R2 � rk)% C+jkC (A.16)% eingesetzt (Gl. A.8):fE = 1N � m2�T �DN=2 NXj 6=k Z NYi=1 dridvidR1dR2 Æ(R1 � rj)Æ(R2 � rk)� W (r1; : : : ; rN)(R Qi driW ) exp � NXl=1 mv2l2T ! C+jk C (A.17)Mit der De�nition von g(r) (Gl. A.11) und Integration �uber dv3 : : : dvN :fE = NV 2 � m2�T �D Z dv1dv2dR1dR2 g(R1 �R2) exp��m(v21 + v22)2T �� C+12 C (A.18)C+12 eingesetzt (Gl. A.7):fE = NV 2 � m2�T �D Z dv1dv2dR1dR2 g(R1 �R2) exp��m(v21 + v22)2T �� jv12�r̂12j�(�v12�r̂12) Æ(r12 � 2a) (b+12 � 1)C (A.19)129



A Bere
hnungen zur kinetis
hen TheorieMit (b+12 � 1)C = 1 und den Substitutionen R = R1 + R2, r = R1 � R2,p2V = v1 + v2, p2v = v1 � v2:fE = NV 2 � m2�T �D Z dVdvdRdr g(r) exp��m(v2 +V2)2T �� ���p2v�r̂��� ���p2v�r̂� Æ(r � 2a) (A.20)Mit dr = rD�1dr dr̂ und Integration �uber dR und dV:fE = NV � m2�T �D=2 Z dr rD�1g(r) Æ(r� 2a) Z dr̂� Z dv exp��mv22T � ���p2v�r̂��� ���p2v�r̂� (A.21)Mit v = vv̂ und dv = vD�1dv dv̂ und Integration �uber dr:fE = NV g(2a)� m2�T �D=2 (2a)D�1p2� Z dv vD exp��mv22T � Z dr̂ dv̂ jv̂�r̂j �(�v̂�r̂) (A.22)Mit v̂ = r̂ 
os#+ %̂ sin# und dv̂ = (sin#)D�2d# d%̂ und Integration �uber dv:fE = NV g(2a)� m2�T �D=2 (2a)D�1p2 12 �2Tm �(D+1)=2 �D � 12 �!!� Z �0 d# (sin#)D�2j 
os#j�(� 
os#) Z dr̂Z%̂?r̂ d%̂ (A.23)Integration �uber dr̂ und d%̂:fE = NV g(2a)rTm��D=2(2a)D�1�D � 12 �! � �D=2(D=2)!D�� �(D�1)=2�D�12 �! (D � 1)!Z ��=2 d# (sin#)D�2(� 
os#) (A.24)K�urzen und Integration �uber d#:fE = NV g(2a)rTm(2a)D�1 �(D�1)=2(D=2)! D(D � 1) � 1D � 1� (A.25)
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A.2 SpannungstensorMit der De�nition von � (Gl. A.12):fE = g(2a)rTm � 1p�a 2D�1D (A.26)A.2 SpannungstensorDer Spannungstensor ist:� = � 1V *(iL+0 + iL+int) NXj=1 pj 
 rj+ (A.27)= � 1V NXj=1 Z d� % vj�rj + 12 NXk 6=l C+kl!mvj 
 rj (A.28)= �mV NXj=1 Z d� %vj 
 vj + m2V NXj=1 NXk 6=l Z d� % C+klvj 
 rj (A.29)1. Term �uber dr1 : : : drN integriert; im 2. Term Integrationen und Substitutio-nen wie in Gln. (A.16) bis (A.20):� = �mV � m2�T �DN=2 NXj=1 Z NYk=1 dvk exp��mv2k2T � vj 
 vj� N2mV 3 � m2�T �D Z dVdvdRdr g(r) exp��m (v2 +V2)2T �� ���p2v�r̂��� ���p2v�r̂� Æ(r � 2a)(b+ � 1)p2v
 r (A.30)1. Term �uber DN � 1 Ges
hwindigkeitskomponenten integriert; 2. Term �uberdR und dV integriert, (b+ � 1)v = �1+�2 v eingesetzt:� = �NmV � m2�T �1=2 Z dv exp��mv22T � v21+ N2mV 2 � m2�T �D=2 Z dvdr g(r) exp��mv22T �� jv�r̂j �(�v�r̂) Æ(r � 2a)(1 + �)v 
 r (A.31)131



A Bere
hnungen zur kinetis
hen Theorie1. Term �uber dv integriert; in 2. Term r = rr̂, v = v(r̂ 
os# + %̂ sin#),dr = rD�1dr dr̂ und dv = vD�1dv d%̂ (sin#)D�2d# eingesetzt und r 
 v ausSymmetriegr�unden dur
h r�v 1D 1 ersetzt:� = �NmV � m2�T �1=2 �2Tm �3=2 p�2 1+ N2mV 2 � m2�T �D=2 (1 + �) 1D Z dr rD�1g(r) Æ(r� 2a) r� Z dv vD�1 exp��mv22T � v2 Z dr̂Z%̂?r̂ d%̂� Z �0 d# (sin#)D�2 j 
os#j (
os#)�(� 
os#) 1 (A.32)1. Term gek�urzt; 2. Term �uber dr, dv, dr̂ und d%̂ integriert:� = �NTV 1� N2mV 2 � m2�T �D=2 1 (1 + �) 1D (2a)D g(2a) �2Tm �(D+2)=2 (D=2)!2 !
� � �D=2(D=2)!D� �(D�1)=2(D�12 )! (D � 1)!Z ��=2 d# (sin#)D�2 
os2 # (A.33)K�urzen und Integration �uber d#:� = �NTV 1� N2TV 2 1 (1 + �)(2a)D g(2a)�(D�1)=2(D�12 )! (D � 1) p� �D�32 �!4(D=2)! ! (A.34)= �NTV 1 �1 + N4V (1 + �)(2a)D g(2a) �D=2(D=2)!� (A.35)Mit der De�nition von � (Gl. A.12):� = �NTV 1 �1 + (1 + �) 2D�2 � g(2a)� (A.36)
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A.3 Granulare TemperaturA.3 Granulare TemperaturDie Abnahme der Temperatur ist:ddtT = 
iL+intT� (A.37)= 2D 
iL+intE� (A.38)= 1DXj 6=k Z d� % CjkE (A.39)Analog zu (Gl. A.16) bis (Gl. A.20) vorgehen:ddtT = N2DV � m2�T �D=2 Z dvdr g(r) exp�mv22T � jp2v�r̂j� Æ(r � 2a)�(�p2v�r̂) (b+ � 1) 1Nmv2 (A.40)Mit (b+ � 1)v2 = ��2 (v�r̂)2, r = rr̂ und v = v(r̂ 
os# + %̂ sin#):ddtT = � �Nmp2DV � m2�T �D=2 Z dv vD+2 exp�mv22T �� Z dr rD�1g(r) Æ(r� 2a) Z dr̂Z%̂?r̂ d%̂� Z �0 d# (sin#)D�2 j 
os#j�(� 
os#) 
os2 # (A.41)Integration �uber dr, dv, dr̂ und d%̂:ddtT = � �Nmp2DV � m2�T �D=2 12 �2Tm �(D+3)=2 �D + 12 �!!� (2a)D�1 g(2a)� �D=2(D=2)! D� �(D�1)=2�D�12 �! (D � 1)!� Z ��=2 d# (sin#)D�2 (� 
os3 #) (A.42)
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A Bere
hnungen zur kinetis
hen TheorieK�urzen und Integration �uber d#:ddtT = ��Nm2V � Tm�3=2 (2a)D�1 g(2a)�(D�1)=2(D=2)! (D + 1)(D � 1)� 2(D + 1)(D � 1) (A.43)Mit der De�nition von � (Gl. A.12):ddtT = � �p�maT 3=22D�1 g(2a) � (A.44)fE(0) eingesetzt (Gl. A.26):ddtT = � �fE(0)DpT (0) T 3=2 (A.45)
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B Stabilit�atsanalyse deshomogenen Zustands
Betra
hten wir die hydrodynamis
hen Glei
hungen f�ur ein granulares Fluid inD Dimensionen. Es gilt [87℄Massenerhaltung: DDt� = ��r�v (B.1)Impulserhaltung: � DDtv = Vpartm r�� (B.2)Energieerhaltung: D2 � DDtT = �r�Q+ Vpart spur(��W)� � (B.3)Dabei ist DDt die materielle Zeit-AbleitungDDt = ddt + v�r ; (B.4)W der symmetris
he Ges
hwindigkeitsgradienten-TensorW = 12(r
 v) + 12(r
 v)T ; (B.5)Vpart das Teil
henvolumen und m die Teil
henmasse.Der Spannungstensor � ist dur
h� = �P1 + 2��W � 1D spurW�� �r�v1 (B.6)
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B Stabilit�atsanalyse des homogenen Zustandsund der W�arme
uss Q dur
hQ = ��rT (B.7)gegeben.Den homogenen Dru
k P haben wir bereits in (Gl. 4.45) hergeleitet, die Abk�uhl-rate � in (Gl. A.44). Die �ubrigen Materialgesetze kann man dur
h Betra
htun-gen der mittleren freien Wegl�ange ableiten. F�ur den Grenzfall kleiner Di
hten1und geringer Dissipation erh�alt man die Materialgesetze [105{107℄:Dru
k: P = �TVpart (B.8)Abk�uhlrate: � = �0��2T 3=2 = D2D�2p�ma ��2T 3=2 (B.9)Temperaturleitwert: � = �0T 1=2 = (D + 2)2p�a(D � 1)2D+2pm T 1=2 (B.10)S
herviskosit�at: � = �0 mVpartT 1=2 = (D + 2)p�aD2D+1pm mVpartT 1=2 (B.11)Volumenviskosit�at: � = �0 mVpart �2T 1=2 � � (B.12)Die homogene L�osung f�ur die Di�erentialglei
hungen (B.1) bis (B.3) lautet:�(r; t) = �h (B.13)v(r; t) = 0 (B.14)T (r; t) = Th(t) = Th(0)(1 + t=thom)�2 (B.15)Betra
hten wir nun eine kleine r�aumli
he Fluktuation h� 1 dieser homogenenL�osung der Form� = �h(1� h 
os(k�r)) r� = �hhk sin(k�r) (B.16)T = Th(1 + h 
os(k�r)) rT = �Thhk sin(k�r) ; (B.17)die in erster N�aherung zu keinen Dru
ks
hwankungen f�uhrt (P = Ph+O(h2)).1Die Korrekturterme f�ur gr�o�ere Di
hten liegen in der Gr�o�enordnung von (1+�), betragenalso nur einige Prozent. Siehe dazu au
h [87, 104℄.136



In (B.3) eingesetzt erhalten wirD2 �h(1� h 
os(k�r)) DDtTh(1 + h 
os(k�r)) =� �0hk2 
os(k�r)T 3=2h� �0��2h(1� 2h 
os(k�r))� T 3=2h (1 + 32h 
os(k�r))+O�h2� (B.18)Mit der homogenen Glei
hung D2 �h DDtTh = ��0��2hT 3=2h erh�alt man also:D2 �hTh ddth = ��0hk2T 3=2h + 12�0��2hhT 3=2h +O�h2� (B.19)Die Fluktuationen h wa
hsen an, wennddth > 0 (B.20)gilt, also:��0k2 + 12�0��2h > 0 (B.21)Die gr�o�tm�ogli
he Wellenl�ange 2�=k = L angenommen:� > 2�0�0 � 2��hL�2 (B.22)�0 (Gl. B.9) und �0 (Gl. B.10) eingesetzt:� > (D + 2)2 �3D(D � 1)22D�1 � 2a�hL�2 (B.23)Mit Hilfe der optis
hen Tiefe lopt ausgedr�u
kt:� > (D + 2)2D(D � 1)22D�1 �3l2opt (B.24)Die Abs
h�atzung der kritis
hen Dissipation f�ur die Clusterbildung liefert somit�
l � 8<: �3l2opt (2D)25�3192l2opt (3D) : (B.25)
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B Stabilit�atsanalyse des homogenen ZustandsF�ur eine genauere Analyse, die au
h f�ur gr�o�ere Di
hten no
h g�ultig ist, siehein 2D au
h [87℄.Analog zu dieser Stabilit�atsanalyse f�ur Di
hte- und Temperaturs
hwankungenl�asst si
h au
h die Stabilit�at anderer Moden untersu
hen und man stellt fest,dass eine S
hermode bereits bei etwas geringerer Dissipation �sh < �
l instabilwird [87℄: �sh � 2�0�0 � 2��hL�2 (B.26)= D + 2D2 22D�2 �3l2opt (B.27)= 8<: �34l2opt (2D)5�3144l2opt (3D) : (B.28)Diese f�uhrt zu S
herstr�omungen, aber ni
ht zu Di
hte- und Temperaturs
hwan-kungen.
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Symbolverzei
hnis
Mathematis
he SymboleVektoren v = vv̂ kennzei
hnen wir dur
h Fettdru
k; dabei bezei
hnet v denBetrag und der Einheitsvektor v̂ die Ri
htung.Die Abk�urzung v12 = v1 � v2 wird oft f�ur den Di�erenzvektor verwandt.F�ur das Skalarprodukt benutzen wir das Symbol �, f�ur das Kreuzprodukt � undf�ur das dyadis
he Produkt 
.Tensoren 2. Stufe T werden dur
h doppelte Unterstrei
hung gekennzei
hnet.1 bezei
hnet die Einheitsmatrix.F�ur das Produkt eines Tensors mit einem Vektor oder einem anderen Tensorbenutzen wir ebenfalls das Symbol �.Operatoren O+ sind am ho
hgestellten Kreuz erkennbar.Wenn das Symbol i ni
ht als Index auftritt, bezei
hnet es die imagin�are Einheiti = p�1.h: : :i kennzei
hnet gemittelte Werte { soweit si
h aus dem Kontext ni
hts Ab-wei
hendes ergibt, handelt es si
h dabei um Ensemble-Mittelwerte.Æ(x) ist die dira
s
he Deltafunktion, �(x) die heavisides
he Sprungfunktion undx! = �(1 + x) die mit Hilfe der Gammafunktion verallgemeinerte Fakult�at.r = ��r ist der Nabla-Operator.Das Phasenraumintegral R d� ist eine abk�urzende S
hreibweise f�ur R d� =R dr1dr2 : : : drNdv1dv2 : : : dvN . 139



Symbolverzei
hnisPhysikalis
he Symbolea : Teil
henradius� : Clusterwa
hstumsrate (Gl. 5.29)b+ : Kollisionsoperator (Gl. 4.18)� : Clusterzerfallsrate (Gl. 5.30)C : ZellenanzahlC+ : We
hselwirkungsoperator (Gl. 4.18))C : Gesamtzahl der Kollisionen (Gl. 4.31))D : DimensionÆ : Clusterde�nitionsl�ange (Gl. 5.11)� : normaler RestitutionskoeÆzient (Gln. 2.7, 4.1)� : Abk�uhlrate (Gl. B.9)fE : Kollisionsfrequenz (Gl. 4.34)' : tangentialer RestitutionskoeÆzient (Gl. 2.7)g : Paarverteilungsfunktion (Gl. 4.35)g : Gravitation (Gl. 2.2)� : Phasenraum (Gl. 4.21)H : Hamiltonfunktion (Gl. 4.13)I : Teil
hen-Tr�agheitsmomentk̂ : Sto�ri
htung (Gl. 2.7)� : W�armeleitwert (Gl. B.10)lE : mittlere freie Wegl�ange (Gl. 4.38)lopt : optis
he Tiefe (Gl. 4.9)L : Kantenl�ange des SimulationsraumsL+ : (Pseudo-)Liouville-Operator (Gl. 4.13)� : Dissipation (Gl. 4.7)m : Teil
henmasseMk : k-tes Moment der Clustergr�o�enverteilung (Gl. 5.12)� : Viskosit�at (Gl. B.11)n : ClusteranzahlN : Teil
henanzahl� : Volumenanteil (Gl. 4.3)! : Winkelges
hwindigkeit (Gl. 2.7)p : Wahrs
heinli
hkeitp : Teil
henimpuls140



P : Dru
k (Gl. 4.45)P : Anzahl der ProzesseP : reduzierter Dru
k (Gl. 4.63)qx : Massenanteil des Perkolations
lusters (Gl. 5.13)Q : W�arme
uss (Gl. B.7)r : Teil
henposition% : Phasenraumdi
hte (Gl. 4.26)� : Spannungstensor (Gl. 4.40)t : ZeitT : granulare Temperatur (Gl. 4.13)� : skalierte, dimensionslose Zeit (Gl. 4.56)#;� : Parameter der Perkolationstheorie (Gln. 5.21, 5.23)ua : Teil
hen-Wa
hstumsrate (Gl. 2.16)v : Ges
hwindigkeitV : VolumenV : We
hselwirkungspotential (Gl. 2.5)W : symmetris
her Ges
hwindigkeitsgradient (Gl. B.5)� : Fragmentierungsparameter (Gl. 5.30)z : Massenverteilung (Gl. 2.7)� : Volumenviskosit�at (Gl. B.12)
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Abstra
t
Granular media are omnipresent in everyday life. Examples range from sugarand salt to sand dunes. They often resemble simple solids, liquids, or gases, buttheir properties are not understood very well. Simple analyti
al des
riptionsare seldom su

essful. So, the main resear
h method is 
omputer simulation.This thesis deals with granular gases|granular media of low density. Thedi�eren
e between granular gases and ordinary gases is that the former 
onsistof ma
ros
opi
 parti
les and the latter 
onsist of mi
ros
opi
 parti
les. So,
lassi
al me
hani
s is suÆ
ient to des
ribe the dynami
s of granular gases, butone has to take into a

ount the dissipative nature of the 
ollisions.Dissipation leads to a 
ooling of the system. However, the initial homogeneous
ooling state be
omes unstable to perturbations and the system develops inho-mogenities in temperature and density. Clusters of parti
les emerge and startto grow, until �nally, they rea
h system size.The �rst part of this thesis is 
on
erned with event-driven mole
ular dynami
s.This algorithm 
an be used to simulate granular gases eÆ
iently, but it is alsosuitable for a large variety of other problems. This method dis
retizes time witha variable time-step adapted to the sequen
e of events. Unlike primitive event-driven algorithms whi
h update the whole system after ea
h event, our methodupdates only those two parti
les whi
h were involved in the last 
ollision.Event-driven mole
ular dynami
s is by nature a serial algorithm, but never-theless we have developed an eÆ
ient parallel implementation by means of a155



English Abstra
t
omplex rollba
k proto
ol whi
h 
orre
ts inevitable 
ausality errors. Compu-ting time s
ales with the number P of pro
esses like P�1=2 and memory requi-rements s
ale like P�1. Communi
ation between the pro
esses is minimized byoverlapping domains of the pro
esses. Additionally, the algorithm makes use ofdynami
 load-balan
ing. Hen
e it is espe
ially suited to simulate inhomogenoussystems.The se
ond part of the thesis deals with granular gases. A simple model whi
hhas all essential features of granular gases is the inelasti
 hard spheres model.However, this model shows a problemati
 artifa
t| inelasti
 
ollapse, i. e. anin�nite number of 
ollisions in �nite time. Thus, we have to modify the inelasti
hard spheres model with the TC model, whi
h redu
es dissipation for a
tualmulti-parti
le 
ollisions. This minor modi�
ation prevents inelasti
 
ollapse,but the e�e
t on real physi
al quantities is negligible.The formation of 
lusters in granular gases 
an be explained via a stability ana-lysis of the hydrodynami
al equations of motion. Provided that the dissipationis above a 
riti
al threshold, the system be
omes unstable to the formation of
lusters. This 
an be understood as follows: If the density in a region is largerthan in a neighboring region due to a 
u
tuation, the 
ollision frequen
y andtherefore the dissipated energy is larger in that region. So the granular tempe-rature in the dense region will de
rease, whi
h 
auses a de
rease in pressure.The resulting pressure gradient will lead to a 
ux of parti
les into that region,thus further in
reasing its density and de
reasing its pressure. So the parti
le
luster starts to grow, if the hydrodynami
 me
hanisms that may disperse theagglomeration of parti
les are slower than the 
lustering pro
ess.However, on
e the 
lusters have emerged, these theoreti
al 
on
epts are nolonger suÆ
ient to des
ribe the evolution of the system. Thus, numeri
al si-mulations are ne
essary. The results of these simulations show that the evolu-tion of the 
luster growth 
onsists of three regimes. It yields the 
ooling lawT (�) � (1+�)�2, where T is the granular temperature and � is the s
aled time.Initially, the system is in the homogeneous 
ooling state and 
an be des
ribedby means of the kineti
 theory. Strong dissipation leads to a fast de
ay of thetemperature, weak dissipation to a slow de
ay.156



Then, 
lusters start to grow and one large 
luster emerges whi
h 
ontains ama
ros
opi
 fra
tion of all the parti
les. The 
ooling slows down to T (�) � ��1.Moreover, the evolution of the system be
omes more and more independant ofthe dissipation and approximates an asymptoti
 behavior.Finally, this large 
lusters rea
hes system size and the size distribution of thesmall 
lusters follows a power law. The system has rea
hed a very inhomoge-neous state, but the evolution of the temperatue again resembles the homoge-neous 
ooling state.
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