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1 Einleitung

Granulare Medien sind im téglichen Leben allgegenwirtig. Aber sei es nun die
Physik des Sandburgenbaus, das Wandern der Diinen in der Wiiste, die Be-
wegungen der Paraniisse im Miisli oder die Planetenbildung aus kosmischem
Staub — das Verhalten von granularen Medien ist weit weniger gut verstanden
als dasjenige einfacher Festkorper, Fliissigkeiten oder Gase — kann diesen Ag-
gregatszustinden aber durchaus dhneln. Eine einfache analytische Beschreibung
von granularen Medien gelingt nur selten; die wichtigsten Untersuchungsmetho-
den sind daher Computersimulationen.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit granularen Medien geringer mittlerer Dichte,
den so genannten granularen Gasen. Von gewthnlichen Gasen unterscheidet sich
ein granulares Gas in erster Linie dadurch, dass es sich aus makroskopischen
Teilchen zusammensetzt. Einerseits macht dies die Beschreibung einfacher, da
man mit klassischer Physik auskommt und keine quantenmechanischen Effekte
beriicksichtigen muss, andererseits sind die Teilchenkollisionen wesentlich kom-
plizierter und dissipative Effekte spielen dabei eine wichtige Rolle.

Betrachtet man ein granulares Gas mit homogener Dichte- und Temperaturver-
teilung!, so fiihren die dissipativen Teilchenkollisionen nach und nach zu einer
Abkiihlung des Systems. Wenn die Dissipation ausreichend stark ist, beobach-
tet man dariiber hinaus aber auch die Bildung von komplexen Strukturen, sie-
he beispielsweise Abb. 1.1. Es entstehen dichte Teilchencluster mit niedrigerer
Temperatur und verdiinnte Bereiche mit héherer Temperatur. Diese Inhomo-
genitdten wachsen immer weiter heran, bis sie schliefilich Systemgrofle erreicht

IMit , Temperatur“ ist hier und im Folgenden ein Ma# fiir die mittlere kinetische Energie
der Teilchen gemeint.
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haben. Zur Untersuchung dieses Phénomens bedarf es einer sinnvollen Modellie-
rung granularer Gase, der Beschiftigung mit theoretischen Konzepten zu deren
Beschreibung und der Auswertung numerischer Experimente.

Ein weiterer Schwerpunkt unserer Untersuchungen soll dabei auch auf der algo-
rithmischen Optimierung und Parallelisierung eines geeigneten Simulationsver-
fahrens liegen. Daher beschéftigt sich der erste Teil dieser Arbeit ausschliefllich
mit Algorithmik. Dazu wird in Kapitel 2 die Ereignisdynamik vorgestellt. Da-
bei handelt es sich um eine Variante der besser bekannten Molekulardynamik.
Im Gegensatz zu dieser werden bei der Ereignisdynamik aber nicht stupide die
Bewegungsgleichungen aller Teilchen numerisch geldst. Stattdessen werden die
Teilchentrajektorien in Abschnitte mit trivialer zeitlicher Entwicklung und in
die Ereignisse, die die Teilchenwechselwirkungen bilden, aufgelost. Diese werden
dann jeweils in einem einzigen Rechenschritt abgearbeitet. Die Ereignisdynamik
ist deshalb wesentlich effizienter als die Molekulardynamik, ist aber aufgrund
ihrer inhérent seriellen Natur duflerst schwierig zu parallelisieren.

Mit dieser Problematik beschiftigen wir uns im 3. Kapitel. Wir erldutern die
Schwierigkeiten, die einer einfachen Parallelisierung des Verfahrens im Wege
stehen. Ausgehend von einigen bereits publizierten Voriiberlegungen entwickeln
wir dann eine vollstdndig parallelisierte Version der Ereignisdynamik. Diese
beinhaltet auch dynamische Lastverteilung und ist somit besonders gut an in-
homogene Systeme (wie z. B. die zu untersuchende Clusterbildung) angepasst.

Im zweiten Teil der Arbeit wenden wir uns dann der Untersuchung granularer
Gase zu. Zunéchst fiihren wir in Kapitel 4 ein geeignetes Modell fiir granulare
Gase ein und versuchen mittels kinetischer Gastheorie, hydrodynamischer Sta-
bilitdtsanalyse und anderen Verfahren dessen Verhalten zu verstehen. Diese Me-
thoden beschreiben gewisse Aspekte der zeitlichen Entwicklung eines abkiihlen-
den granularen Gases recht gut. Fiir den interessantesten Effekt, ndmlich das
Heranwachsen von Teilchenclustern, sind sie jedoch nicht ausreichend.

Das 5. Kapitel beschéftigt sich daher ausfiihrlich mit Computersimulationen
von granularen Gasen. Diese haben wir mit Hilfe der im ersten Teil beschrie-
benen Ereignisdynamik durchgefiihrt. Wir untersuchen dabei unter anderem
das zeitliche Verhalten der Temperatur- und Dichte-Inhomogenititen sowie die
Dynamik der Clusterpopulationen. Bei der Interpretation der Ergebnisse inter-

essieren wir uns insbesondere auch fiir die Unterschiede und Gemeinsamkeiten



Abbildung 1.1: Beispiel fiir Clusterbildung: Die abgebildete Momentaufnahme
zeigt ein zweidimensionales System aus 10000 Teilchen, die mit-
einander dissipativ wechselwirken. Nach einiger Zeit hat sich aus
der anfinglich homogenen Verteilung eine komplexe, inhomoge-
ne Anordnung von Teilchenclustern gebildet. Diese werden im
weiteren Verlauf noch weiter anwachsen, bis sie Systemgrofie
erreicht haben.

von zwei- und dreidimensionalen Systemen.

Schliefilich geben wir in Kapitel 6 eine Zusammenfassung der erzielten Resul-
tate.

Im letzten Teil der Arbeit sind dann noch einige mathematisch aufwéndigeren
Berechnungen und weitere Anhénge gebiindelt. Dabei sei insbesondere auf das
Symbolverzeichnis verwiesen, in dem sich der Leser iiber die benutzten mathe-
matischen Konventionen und physikalischen Bezeichnungen informieren kann,
sollten sich ihm diese nicht unmittelbar aus dem Text erschlieflen.
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2 Ereignisdynamik

Die Ereignisdynamik ist ein duflerst effizienter Algorithmus zur Simulation von
Vielteilchensystemen. Sie hat nur eine wesentliche Einschriankung: Es wird ein
Modell vorausgesetzt, bei dem die Teilchen, abgesehen von diskreten, momentan
erfolgenden Wechselwirkungen (den Ereignissen) unabhiingig sind. Dies stellt
eine sehr gute Ndherung fiir all jene physikalischen Probleme dar, bei denen
die Wechselwirkungsdauer vernachléssigbar klein gegeniiber dem Zeitraum zwi-
schen diesen Wechselwirkungen ist.!

Ein einfaches Beispiel hierfiir, das auch in den folgenden Kapiteln eine wichtige
Rolle spielen wird, stellt die Kollision harter Kugeln dar [1,2]. Aber natiirlich
ist das Verfahren weder auf Teilchen wie harte Kugeln, noch auf Wechselwir-
kungen wie Kollisionen beschriankt. Es lasst sich auf so unterschiedliche Gebiete
wie granulare Gase [3-5], Fliissigkeiten im Temperaturgradienten [6-8], Poly-
mere [9], biologische Membranen [10, 11], Proteinfaltung [12], Simulationen von
Straflenverkehr [13], 6konomische Modelle [14], Kriegs-Simulationen [15, 16] und
zahlreiche andere physikalische und nicht-physikalische Systeme erfolgreich an-
wenden. Der Einfachheit halber wird im Folgenden dennoch hauptséichlich von
Kugeln und StoBen die Rede sein.

Die Ereignisdynamik stellt dabei eine schnelle Variante der Molekulardynamik
dar. Letztere ist ein zeitgesteuerter Algorithmus, erstere ein ereignisgesteuerter.
Die gewohnliche Molekulardynamik versucht, die Simulation in einzelne Zeit-
schritte aufzulosen, in denen dann synchron fiir alle Teilchen die Bewegungs-
gleichungen ndherungsweise gelost werden. Die Ereignisdynamik dagegen 10st

LAber auch bei Problemen mit eigentlich kontinuierlicher Wechselwirkung lisst sich diese
oft in eine Reihe einzelner, sukzessiver Ereignisse auflosen. Dann ist die Simulation mit
Hilfe der Ereignisdynamik dennoch mdoglich.
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die Simulation in einzelne Ereignisse auf, an denen typischerweise jeweils nur
zwei Teilchen beteiligt sind. Diese Ereignisse werden der Reihe nach asynchron
abgearbeitet. Dabei brauchen nur die beteiligten Teilchen aktualisiert werden,
da die zeitliche Entwicklung der iibrigen Teilchen trivial ist.

Wiéhrend also bei der Molekulardynamik beispielsweise eine einzelne Teilchen-
Kollision in zahlreiche kleine Zeitschritte zerlegt werden muss und dies ebenso
fiir alle nicht beteiligten Teilchen zu geschehen hat, ist bei der Ereignisdynamik
hierfiir nur ein einziger Rechenschritt, der nur zwei Teilchen betrifft, notig.

In ihrer vereinfachten Form, in der bei jedem Rechenschritt analog zur Moleku-
lardynamik alle Teilchen aktualisiert werden, wurde die Ereignisdynamik schon
vor langerer Zeit publiziert [17] und schliellich nach und nach weiter entwi-
ckelt [18-21]. Die entscheidenden algorithmischen Verbesserungen, die drama-
tische Effizienz-Steigerungen mit sich brachten, wurden schlie8lich in [1] publi-
ziert. Dieser Algorithmus, auf dem alle heute gebrduchlichen Ereignisdynamik-
Verfahren mehr oder weniger beruhen, ist nunmehr aber auch schon iiber 10
Jahre lang bekannt.

Die gewohnliche Molekulardynamik l&sst sich einfacher auf beliebige Wechsel-
wirkungen verallgemeinern als die Ereignisdynamik. Aber fiir zahlreiche physi-
kalische Fragestellungen ist die Ereignisdynamik die bessere Wahl. Der Haupt-
grund, warum dennoch das weitaus ineffizientere Molekulardynamik-Verfahren
eine viel groflere Verbreitung gefunden hat, liegt in dessen Einfachheit — insbe-
sondere wenn man zu parallelisierten Implementierungen iibergeht. Die Schwie-
rigkeiten, die bei der Parallelisierung der Ereignisdynamik auftreten, sind in
der Tat enorm. Wie sich diese dennoch iiberwinden lassen, wird in Kapitel 3
erldutert.

Zunichst soll hier aber erst einmal auf die Grundlagen der Ereignisdynamik
eingegangen werden. Dazu geben wir in Kapitel 2.1 einen kurzen Uberblick
iiber den prinzipiellen Ablauf des Algorithmus. Dann werden in Kap. 2.2 die
wesentlichen Datenstrukturen, die der Algorithmus benotigt, eingefiihrt und in
Kap. 2.3 das Design des Simulationsraums vorgestellt. Damit kénnen wir dann
in den Kapiteln 2.4 und 2.5 zu den Details der beiden Hauptbestandteile des
Algorithmus — Zustandsaktualisierung und Ereignisberechnung — kommen. Eine
kurze Zusammenfassung dieser Ausfiihrungen findet sich schliefflich in Kapitel
2.6.

10



2.1 Grundlegender Ablauf

2.1 Grundlegender Ablauf der Ereignisdynamik

Die Ereignisdynamik verarbeitet eine Folge diskreter Ereignisse der Reihe nach
eines nach dem anderen. Bei solch einem Ereignis kann es sich beispielsweise
um die instantane Kollision zweier Teilchen handeln. Nur diese beiden Teilchen
werden dann im aktuellen Iterationsschritt bearbeitet, alle anderen Teilchen
bleiben unverindert. Das heiflt, dass sich die Zustandsinformation der aller-
meisten Teilchen nicht auf die gerade aktuelle Simulationszeit bezieht, sondern
auf einen Zeitpunkt in der Vergangenheit, an dem das jeweilige Teilchen zuletzt
mit anderen Teilchen interagierte.

Die Ereignisverarbeitungs-Schleife ist in Abb. 2.1 skizziert. Diese besteht im
Wesentlichen lediglich aus zwei Hauptbestandteilen: Zunéchst wird das aktuel-
le Ereignis aus der Warteschlange ausgelesen (Schritt 1) und der Zustand der
daran beteiligten Teilchen entsprechend aktualisiert (Schritt 2). Die zugehori-
gen Details werden spéter in Kap. 2.4 erldutert. Anschlieend werden fiir diese
Teilchen auf Grundlage des neuen Zustandes neue Ereignisse ermittelt (Schritt
3) und diese in der Warteschlange gespeichert (Schritt 4). Die Details hierzu
werden in Kap. 2.5 erortert. Nun beginnt die ganze Prozedur wieder von vorn
(Schritt 5) und wiederholt sich, bis die aktuelle Simulationszeit den gewiinsch-

Ereignisverarbeitung:
1. Hole das néchste Ereignis aus der Warteschlange.

2. Ereignis ausfiihren: Aktualisiere den Zustand der beteiligten
Teilchen.

3. Berechne neue Ereignisse fiir die beteiligten Teilchen.

4. Speichere das néchste Ereignis fiir jedes beteiligte Teilchen in
der Warteschlange.

5. gehe zu 1.

Abbildung 2.1: Skizze der grundlegenden Ereignisdynamik-Routine

11



2 FEreignisdynamik

ten Endzeitpunkt erreicht hat.

Dariiber hinaus ist fiir ein vollstéindiges (serielles) Programm nur noch eine der
Ereignisverarbeitung vorangehende Daten-Initialisierung notwendig, bei der fiir
jedes Teilchen ein Ereignis in die Warteschlange gestellt wird. Auflerdem sollte
die Ereignisverarbeitung bei Bedarf zur Datenausgabe unterbrochen werden.
Da sich ja die Zustandsinformationen der allermeisten Teilchen auf einen Zeit-
punkt in der Vergangenheit bezieht, muss fiir die Ausgabe dann allerdings erst
der aktuelle Zustand mit Hilfe der (trivialen) Bewegungsgleichungen berechnet
werden.

Die parallele Version dagegen ist wesentlich komplexer und wird in Kapitel
3 beschrieben. Zunéchst sollen nun die benotigten Datenstrukturen im Detail
betrachtet werden.

2.2 Datenstrukturen

Die wichtigsten Datenstrukturen, die der Algorithmus verwalten muss, sind
ein Feld fiir die Teilchenzustinde und die Ereignis- Warteschlange. Beide Felder
enthalten fiir jedes Teilchen genau einen Eintrag (siehe Abb. 2.2).? Die Zustéinde
beziehen sich dabei auf Zeitpunkte ¢y in der Vergangenheit, die Ereignisse auf
Zeitpunkte t., in der Zukunft:

ts (i) < aktuelle Zeit ty < tey (i) (2.1)

Der Teilchenzustand beschreibt den physikalischen Zustand fiir jedes Teilchen
zu einem Zeitpunkt direkt nach dem jeweiligen letzten Teilchenereignis. Im Fal-
le harter Kugeln umfasst dieser beispielsweise den Zeitpunkt ¢y des Zustands,
die Orts- und Geschwindigkeitsvektoren r und v, evtl. auch einen Rotations-
geschwindigkeitsvektor w oder weitere Eigenschaften. Physikalische Parameter,
die fiir alle Teilchen gleich sind, wie beispielsweise die Teilchenmasse oder die
Teilchengréfle in einem monodispersen System, brauchen natiirlich nicht in den

Teilchenzustand mitaufgenommen werden.

’Diese Datenorganisation ist effizienter als diejenige in [1,2], da wir keine Doppelpufferung
der Daten benotigen. Unser Algorithmus hat demgegeniiber also nur einen halb so grofien
Speicherbedarf. Siehe auch die Anmerkung auf Seite 36.

12



2.3 Simulationsraum

Teilchenzustand  : {tg, r(ts), v(£s), . - ., counter, cell, id}

Ereignis : {tev, type, partner, counter (partner) }

Abbildung 2.2: Wichtigste Datenstrukturen

Dariiber hinaus enthélt der Teilchenzustand noch einige weitere Komponenten:
Die Zellnummer (cell) und der Kollisionszéhler (counter) werden in den Ka-
piteln 2.3.2 bzw. 2.4.3 erldutert. Fiir Systeme, in denen sich die Teilchenzahl
dndern kann, sowie fiir parallele Implementierungen sollte das Feld fiir die Teil-
chenzustédnde dynamisch sein; dann enthélt der Teilchenzustand auch noch eine
Teilchenkennung (id) zur eindeutigen Identifizierung.

Die Ereignis- Warteschlange enthilt fiir jedes Teilchen ein zugeordnetes Ereig-
nis. Ein Ereignis besteht hierbei aus Ereigniszeitpunkt t.,, Ereignistyp, Er-
eignispartner und einer Kopie des Kollisionszéihlers des Partners (siehe dazu
Kap. 2.4.3). An der Spitze der Warteschlange steht jeweils das zeitlich néchste
Ereignis, also dasjenige mit der kleinsten Zeit 2., .

Eine derartige Prioritdts-Warteschlange ldsst sich am effizientesten mit Hil-
fe einer impliziten Heap-Struktur realisieren [1,22]; jedoch sind auch andere
Implementierungen moglich [22-24]. Ein Heap ist ein bindrer Baum, bei dem
jeder Vaterknoten jeweils hohere Prioritét (hier also einen friitheren Ereignis-
Zeitpunkt) hat als die beiden S6hne. Die S6hne selbst sind untereinander nicht
geordnet. Somit steht an der Spitze des Baums immer das Ereignis mit héchs-
ter Prioritét. Dieses ldsst sich dann mit einem Rechenaufwand O(1) ermitteln.

Ein neues Ereignis in eine Warteschlange mit N Elementen zu stellen, erfordert
einen Aufwand O(log N).

2.3 Simulationsraum

2.3.1 Randbedingungen

Das simulierte Volumen, in dem sich die Teilchen bewegen, besteht im Allge-
meinen aus einem Quader mit den Kantenldngen L; X Lo X Ls.

13



2 FEreignisdynamik

Dies stellt keine Beschriankung der Allgemeinheit dar; denn beliebig berandete
Systeme erhdlt man, indem man Winde als zusétzliche, aber unbewegliche,
Kollisionspartner einfiihrt. Deren Eigenschaften kénnen dabei an das zu Grunde
liegende physikalische Problem angepasst werden.

Unendlich grofle Systeme lassen sich mittels periodischer Randbedingungen
modellieren. Das bedeutet, wenn ein Teilchen den Simulationsraum verlésst,
erscheint es umgehend wieder auf der gegeniiberliegenden Seite des simulier-
ten Volumens. Topologisch gesehen entspricht dies einem Simulationsraum in
Form eines Hypertorus — oder anders betrachtet — einem Simulationsgebiet,
das sich periodisch in alle Richtungen bis ins Unendliche fortsetzt. Dabei ist
natiirlich zu beachten, dass die zu untersuchenden physikalischen Lingenskalen
klein gegeniiber der Kantenldnge des Systems sein sollten.

2.3.2 Zellen

Miisste der Algorithmus nach potentiellen Kollisionspartnern eines Teilchens
unter allen anderen Teilchen suchen, wiirde ihn dies fiir grofle Teilchenzah-
len N sehr langsam machen. Daher unterteilt man den Simulationsraum in C'
wiirfelformige Zellen. Jedes Teilchen wird nun derjenigen Zelle zugeordnet, in
der sein Mittelpunkt liegt.

Wenn die Kantenldnge der Zellen gréfler als die maximale Wechselwirkungs-
distanz® zweier Teilchen ist, geniigt es, bei der Suche nach potentiellen Er-
eignispartnern, die Teilchen in derselben Zelle und deren Nachbarzellen? zu
beriicksichtigen [17, 20].

Jedoch muss der Algorithmus immer die Zelleninformation auf dem aktuellen
Stand halten (siehe Kap. 2.4.4) und dazu zusétzliche Ereignisse fiir jeden poten-
tiellen Zellenwechsel berechnen (siehe Kap. 2.5.1). Diese zusétzlichen Ereignisse
haben dabei keinen physikalischen Effekt.5

3Bei Stoflen von Kugeln ist dies der Teilchendurchmesser.
“Eine Zelle hat 8 Nachbarn in 2D und 26 Nachbarn in 3D.

®Numerische Rundungsfehler bei Zellwechseln kénnen in einem chaotischen System aller-
dings dennoch zu unterschiedlichen Endergebnissen fithren.

14



2.3 Simulationsraum

tepu

1000

CIN

Abbildung 2.3: Rechenzeit tcpy (in willkiirlichen Einheiten) iiber Zellenzahl
C' in 2D und 3D. Zur Simulation wurde ein elastisches Harte-
Kugel-Gas mit N = 10000 Teilchen (2D) und N = 8000 Teil-
chen (3D) benutzt — in der linken Abb. bei geringer Dichte (Vo-
lumenanteil v = 0.008 (2D), v = 0.0005 (3D)), in der rechten
bei hoher Dichte (v = 0.8 (2D), v = 0.5 (3D)).

Optimale Zellenanzahl

Im Durchschnitt befinden sich in der D-dimensionalen Nachbarschaft eines Teil-
chens 3P N/C — 1 weitere Teilchen. Im Grenzfall C < N wird diese Zahl sehr
grofl und der Algorithmus muss bei jeder Ereignisberechnung eine Vielzahl po-
tentieller Kollisionen beriicksichtigen. Im Falle C' > N andererseits muss ein
Teilchen zwischen jeder Kollision viele Zellgrenzen iiberqueren. Damit muss
dann eine grofle Zahl zusitzlicher Ereignisse abgearbeitet werden, um die Si-
mulation zu Ende zu fiithren. Diese beiden Beitridge zur Rechenzeit konkurrieren
miteinander: Der erste ist proportional zu (C'/N)~!, der zweite proportional zu

(C/N)YP.

Man kann Abb. 2.3 entnehmen, dass dies bei niedrigen Dichten zu einem brei-
ten Minimum der Simulationsdauer bei C'/N = 1.5 in zwei Dimensionen und
C/N = 8 in drei Dimensionen fiihrt. Die genauen Zahlenwerte héngen natiirlich
von den Details der Implementierung und zahlreichen Simulationsparametern
ab — aufgrund des breiten Minimums jedoch nur schwach.5

Bei hohen Dichten kann der Minimalwert nicht erreicht werden, da ja die Zellen

Vergleiche auch [25], dort wird der optimale Wert von C/N in 2D auf 1...3 abgeschitzt.

15



2 FEreignisdynamik

grofler als die Teilchen sein miissen. Hier sollte man C' einfach so grofl wie
moglich wihlen.

2.4 Zustandsaktualisierung

Bei der Ereignisverarbeitung (siehe Abb. 2.1) wird zunéchst ein neues Ereignis
aus der Warteschlange (siche Abb. 2.2) geholt. Danach werden die Zusténde
des zugehorigen Teilchens und dessen Partners vom Zeitpunkt tg auf g = ey
aktualisiert; diese Aktualisierung geschieht in zwei Schritten: der Teilchen-
Bewegung und der Teilchen-Kollision. Diese werden in den folgenden Unterka-
piteln erldutert. Die anschlieflende Berechnung neuer Ereignisse ist in Kapitel
2.5 dargestellt.

2.4.1 Teilchen-Bewegungen

Um die Kollision zweier Teilchen auszufiihren, wird erst einmal der Zustand
der Teilchen unmittelbar vor der Kollision ermittelt. Dieser ergibt sich, indem
man den alten Zustand zum Zeitpunkt tg und die Zeitdifferenz (tp — ty) in die
Bewegungsgleichungen einsetzt. Fiir Teilchen, die sich auf ballistischen Bahnen
in einem homogenen Feld g bewegen, gilt beispielsweise

r(to) = r(ts) + (to — tsr) V(tsr) + 5 (o — 1)’ 8 (2.2)
V(tO) = V(tst) + (tO - tst) g 2.3
w(ty) = w(s) (2.4)

2.4.2 Teilchen-Kollisionen

Nun beriihren sich die Teilchen und kénnen miteinander wechselwirken. Da die
Wechselwirkungen instantan stattfinden miissen, brauchen nur Zweiteilchen-
Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Einige beispielhafte Teilchen-Modelle
sollen hier diskutiert werden:

16



2.4 Zustandsaktualisierung

Harte Kugeln
Fiir harte Kugeln mit dem Wechselwirkungspotential

oo fiir |r; —re| < 2a

Vic(|rr — rof) = (2.5)

0 fiir |r; —ry| > 2a

ist die Ereignisdynamik besonders geeignet — wohingegen gewdhnliche zeitge-
steuerte Molekulardynamik dieses Modell aufgrund der dabei auftretenden Di-
vergenzen ja gar nicht bewiltigen kann.

Fiir die Kollision zweier harter Kugeln mit Masse m, Radius ¢ und Trégheits-
moment I gelten folgende Stofigesetze [26-30]:

I'll/g = r1/2 (26)
1+e€ 2(1+ )

Vi =vip F 5 Vo + 97 49 (vi +v,) (2.7)
1+¢ o
Wip = Wi+ (kX (e ) (28)

Dabei beziehen sich die gestrichenen Gréflen auf den Zeitpunkt unmittelbar
nach der Kollision und die ungestrichenen auf den Zeitpunkt unmittelbar davor.
Die Stofrichtung k ist ein Einheitsvektor, der vom Zentrum des Teilchens 1 zum
Zentrum des Teilchens 2 zeigt. v, = ((vi — v3)-k) k ist die relative Geschwin-
digkeit in Normalenrichtung, v, = (v; — vy) — v,, die relative Geschwindigkeit
in Tangentialrichtung und v, = ak X (w1 + wy) die relative Rotationsgeschwin-
digkeit. € und ¢ sind der normale bzw. tangentiale Restitutionskoeffizient. Die
Massenverteilung innerhalb der Teilchen wird durch z = I/ma?® beschrieben;
bei einer homogenen Vollkugel ist beispielweise z = 0.4.

Fiir elastische, reibungsfreie Kollisionen gilt ¢ = 1 und ¢ = —1; dann reduzieren
sich die Sto3gesetze auf

1'11/2 = r1/2 (29)
Vi = Vi F Vs (2.10)
W' = Wi (2.11)
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2 FEreignisdynamik

Weiche Kugeln

Fiir weiche Kugeln mit einem kontinuierlichen Wechselwirkungspotential wie
beispielsweise dem beliebten Lennard-Jones-Potential ist die Ereignisdynamik
zunichst einmal nicht geeignet. Denn wenn eine Vielzahl von Teilchen sich ge-
genseitig kontinuierlich beeinflussen, erhélt man ein System von gekoppelten
Bewegungsgleichungen, anstatt eine Abfolge von diskreten Ereignissen mit tri-
vialen Bewegungsgleichungen zwischen den Ereignissen.

Jedoch ldsst sich solch ein kontinuierliches Wechselwirkungspotential durch ein
stiickweise konstantes Potential

Veo(|ry —r2]) = {Vi fir “la <|ri -1 <ia (2.12)

mit ¢ = 1,...,2n, das zwischen den konzentrischen Kugelschalen mit den Radi-

Oa2a

, 2,22 ..., a wirkt, beliebig genau approximieren. Wenn man beispielsweise
n n

V1 00 Wahlt erhélt man weiche Teilchen mit einem harten Kern vom Radius
a/n.

Jeder Potentialsprung AV; = £+ (Vi41 — V;) am Rande einer Kugelschale 16st
damit ein eigenes Ereignis aus, siehe dazu auch Abb. 2.4. (Zur Unterscheidung

kénnen diesen Ereignissen beispielsweise unterschiedliche Ereignistypen zuge-
ordnet werden.)

Das hat jedoch zur Folge, dass eine einzelne physikalische Kollision bis zu 4n—1
Ereignisse erfordert und sich damit die Rechenzeit entsprechend verlédngert. Je-
doch sollte dies fiir kleine n immer noch deutlich effizienter als gewohnliche,
zeitgesteuerte Molekulardynamik sein, bei der ja eine einzelne Kollision eben-
falls in eine groflere Zahl einzelner Zeitschritte aufgeldst werden muss — wobei
bei jedem Zeitschritt nicht nur zwei, sondern alle Teilchen aktualisiert werden

miissen.

Das sich hierbei ergebende Stofigesetz lautet:

fir v2 < 2AV;/m

ky\/vZ — 2AV;/m fiir v2 > 2AV;/m

Man erhélt also eine Reflexion an der Kugelschale, wenn die Teilchengeschwin-

Vi =vVip Fve £ (2.13)

digkeit nicht ausreicht, den Potentialwall zu {iberwinden, und ansonsten eine
entsprechend verringerte bzw. erhohte Teilchengeschwindigkeit.
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2.4 Zustandsaktualisierung

Abbildung 2.4: Beispiel fiir die Kollision zweier weicher Kugeln:

Die Kugeln bestehen hier aus n = 2 Schalen. Ereignisse und
damit Geschwindigkeitsdnderungen finden immer dann statt,
wenn sich zwei solche Schalengrenze beriihren. Im Bild sind die
Trajektorien der Kugeln eingezeichnet; die vier Ereignisse, aus
der die Kollision besteht, sind mit 1,...,4 durchnummeriert.
Die Ereignisse 1 und 4 finden beim Abstand 2a der Teilchen-
mittelpunkte statt, die Ereignisse 2 und 3 beim Abstand 3a/2.
Die Kugeln selbst sind zum Zeitpunkt des Ereignisses Nummer
2 eingezeichnet.

Rechts im Bild ist aulerdem das Wechselwirkungspotential der
Kugeln skizziert.
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2 FEreignisdynamik

Kugel-Faden-Modell

Neben harten und weichen Kugeln sind noch ganz andere Modelle denkbar. Mit
dem Kugel-Faden-Modell lassen sich beispielsweise Polymere [9] und polyme-
risierte Membranen [10, 11] simulieren. Dabei bilden durch Fiaden verbundene
Kugeln die Polymerkette bzw. das Membran-Netzwerk (vgl. Abb. 2.5) mit dem
Potential [31]:

VTB(|I'1 — I'2|) = VHc(|I‘1 — I'2|) + VNN(|I'1 — I'2|) (214)

Vic ist dabei das Harte-Kugel-Potential (Gl. 2.5) und Vyy ist ein Fadenpoten-
tial, das nur zwischen topologisch benachbarten Teilchen wirkt:

oo wenn 1,2 benachbart und |r; — ry| > a*
Van(|rr —r2f) = (2.15)
0 sonst

Die Fadenldnge betrigt dabei a* — a.

Die Stof3gesetze entsprechen denen des Harte-Kugel-Modells, werden aber nicht
nur beim Abstand 2a, sondern fiir topologisch benachbarte Teilchen auch bei
2a* wirksam (dann aber mit entsprechend umgekehrter Richtung).

Erweitertes Kugel-Faden-Modell

Ein noch komplexeres Modell wird fiir Proteinfaltung benétigt [12]. Die Pro-
teine lassen sich mit einer Variante des Kugel-Faden-Modells simulieren, wobei
jedoch elektrostatische Wechselwirkungen im Modell noch durch zusétzliche
attraktive oder repulsive Potentiale zwischen ausgewihlten Kugeln beriicksich-
tigt werden, wobei auch noch Richtungs- und Orientierungsabhéngigkeiten mit
eingebaut werden kdnnen.

Wachsende Kugeln

In Kapitel 4.3 wird ein Modell mit harten Kugeln benutzt, deren Radien geméaf

a(t) = a(0) + ugt (2.16)
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2.4 Zustandsaktualisierung

Abbildung 2.5: Membran-Netzwerk mit dem Kugel-Faden-Modell [10].

linear wachsen bzw. schrumpfen. Das Stofigesetz (2.10) wird dann modifiziert

zu

~

Ve =vip F (Vi — 2u.k) . (2.17)

Obwohl die Stofle hier als elastisch angesetzt wurden, bleibt die Energie bei
einer Kollision nicht erhalten, sondern nimmt fiir u, > 0 zu und fiir v, < 0 ab.

21



2 FEreignisdynamik

2.4.3 Annullierte Kollisionen

Es kann vorkommen, dass der Ereignispartner zwischen der Planung und Ab-
arbeitung des Ereignisses bereits mit einem anderen Teilchen kollidiert ist und
nun gar nicht mehr als Kollisionspartner zur Verfiigung steht. In einem sol-
chen Fall wird das geplante Ereignis ungiiltig. Stattdessen wird nur fiir das eine
Teilchen eine Zustandsaktualisierung durchgefiihrt, die dann lediglich aus der
Teilchen-Bewegung besteht. Es gibt keinen Ereignis-Partner und demzufolge
auch keine Teilchen-Kollision.

Um solche annullierten Kollisionen zu erkennen, wird bei der Planung des Er-
eignisses immer auch der Kollisionszihler des geplanten Kollisionspartner ge-
speichert. Wenn dann das Ereignis abgearbeitet werden soll, ldsst sich damit
schnell iiberpriifen, ob der Partner in der Zwischenzeit an einem anderen Er-
eignis teilgenommen hat oder nicht.”

2.4.4 Zellenwechsel

Wie in Abschnitt 2.3.2 dargelegt wird, ist es giinstig, den Simulationsraum in
Zellen zu unterteilen. Damit die Zuordnung der Teilchen zu Zellen immer auf
dem aktuellen Stand ist, muss ein weiterer Ereignistyp Zellenwechsel eingefiihrt
werden. Statt eines anderen Teilchens ist der Ereignispartner hier eine ande-
re Zelle. Die Zustandsaktualisierung besteht dann lediglich aus der Teilchen-
Bewegung fiir ein Teilchen und der Aktualisierung der Zelleninformation.

Gleichzeitig kann auf diese Weise auch den periodischen Randbedingungen
Rechnung getragen werden. Wenn ein Teilchen den Simulationsraum verlésst,
wird dessen Ortsvektor so modifiziert, dass das Teilchen auf der gegeniiberlie-
genden Seite wieder eintritt.

"Eine andere Strategie, um ungiiltige Ereignisse zu detektieren, verfolgt [1,2]. Dort wird bei
jeder Kollision iiberpriift, ob damit andere Ereignisse ungiiltig werden und diese werden
dann gegebenenfalls entsprechend markiert. Dieses Verfahren ist jedoch ineffizienter, da
unter Umstidnden dasselbe Ereignis mehrmals fiir ungiiltig erkldrt werden muss und in
einer parallelen Implementierung dafiir auch noch Kommunikation zwischen verschiedenen
Prozessen erforderlich sein kann.
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2.5 FEreignisberechnung

2.4.5 Zusammenfassung

Wir haben nun drei verschiedene Ereignistypen eingefiihrt: Kollisionen, annul-
lierte Kollisionen und Zellenwechsel. Gemeinsamer Bestandteil der Zustands-
aktualisierung bei allen drei Typen ist die Teilchen-Bewegung, bei der tg, r
und v aktualisiert werden. Bei der annullierten Kollision ist die Zustandsak-
tualisierung damit abgeschlossen. Beim Zellenwechsel muss noch zusétzlich die
Zelleninformation auf den aktuellen Stand gebracht werden. Bei der Kollision
muss die Teilchen-Bewegung auch noch fiir den Kollisionspartner durchgefiihrt
werden und in einem zweiten Schritt die Kollision selbst. Dabei werden dann
v, w und die Kollisionszihler fiir beide Teilchen aktualisiert.

2.5 Ereignisberechnung

Wenn ein Ereignis abgearbeitet ist, miissen neue zukiinftige Ereignisse fiir die
beteiligten Teilchen berechnet werden.

2.5.1 Beispiele

Fiir jeden moglichen Ereignispartner muss hierzu ein potentieller Kollisionszeit-
punkt ermittelt werden. Dies sei wieder anhand einiger Beispiele veranschau-
licht.

Kollision von Kugeln

Fiir zwei Kugeln mit Radius a;, die sich auf ballistischen Bahnen in einem
homogenen Feld g bewegen, ergibt sich ein potentieller Kollisionszeitpunkt to

aus
(ri2 + (tiz — to) vi2)? = (a1 + ap)? (2.18)

mit dem Abstand riy = ri(tp) — ra2(¢p) und der Relativgeschwindigkeit viy =

V1 (to) — Vg(to) zu

tlg = t0+ <—I'12'V12 — \/(I'12°V12)2 — [’I“%2 — (a1 + 02)2] U%2> /’U%2 . (219)
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2 FEreignisdynamik

Wenn t5 < 1y ist, liegt der Kollisionszeitpunkt in der Vergangenheit und kann
verworfen werden. Wenn ;5 nicht reell ist, begegnen sich die Teilchen auf ihren

Bahnen nicht; ¢15 kann dann ebenfalls verworfen werden.

Kollision von wachsenden Kugeln

Fiir linear gemif Gleichung (2.16) wachsende Kugeln mit Radius a(t) erhilt
man den Kollisionszeitpunkt aus

(r12 + (tia — to) vi2)® = 4(alto) + (t12 — to) ua)” (2.20)

zu

ri2°vVig — 4uaa(t0)

lig = tp —
2 2
vy — 4uz

V[riovio — dugalto)? — [rf, — 4a?(to)][vf, — 4u2]
v2, — du? '

(2.21)

Zellenwechsel von Kugeln

Ganz analog dazu sind fiir potentielle Zellenwechsel von Kugeln ebenfalls Glei-
chungen zweiten Grades® zu l6sen. Wenn die Zellwand durch den Punkt ry und
den Normalenvektor k gegeben ist, ergibt sich aus

1 N
(I‘lz + (ti2 — to) vi + 5(?512 —tp)? g) k=0 (2.22)

fiir den Zeitpunkt eines Zellenwechsels

to = to + (—E-vl /(v ) - Q(R-g)(l;-rm)> kg . (2.23)

8Bzw. Gleichungen ersten Grades fiir k-g = 0.
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2.5 FEreignisberechnung

Kollision von Kugeln mit ebenen Wianden

Entsprechend gilt fiir die Kollision von Kugeln mit fixierten, ebenen Winden,
die ebenfalls wieder durch r, und k gegeben seien,

1 ~
<r12 + (tlg — to) Vi + i(tm — t0)2 g) -k =qa (224)

und damit

by = to + <—12-v1 ©\/(kev)? — 2(keg) (kerss — a)) Jkg.  (2.25)

Fiir gekriimmte oder gar bewegte Wénde sind die Berechnungen entsprechend
komplizierter.

2.5.2 Ablauf der Berechnungen

Die Berechnung von ¢, wird jeweils fiir alle potentiellen Ereignispartner in der
Teilchen-Nachbarschaft durchgefiihrt, also fiir alle Teilchen, Zellgrenzen und
Winde, die sich innerhalb der Teilchen-Zelle und deren Nachbarzellen befin-
den. Das néchste Ereignis ist nun dasjenige mit dem kleinsten giiltigen Kollisi-
onszeitpunkt 5. Dieses wird jeweils in die Ereignis-Warteschlange gestellt und
ersetzt dabei das den beteiligten Teilchen bisher zugeordnete Ereignis.” Alle
iibrigen potentiellen Ereignisse werden verworfen.!® Waren am zuvor verarbei-
teten Ereignis zwei Teilchen beteiligt, so wird die komplette Ereignisberechnung
auch noch fiir das andere Teilchen durchgefiihrt.

9Wovon eines ja im vorherigen Schritt ausgefiihrt wurde. Das andere — zum Partnerteilchen
gehorende Ereignis — ist mit diesem entweder identisch und wurde daher auch ausgefiihrt
oder bezieht sich auf eine zukiinftige, aber zu annullierende Kollision.

10Das Speichern weiterer potentieller Ereignisse konnte zwar im Falle annullierter Kollisionen
einen Geschwindigkeitsvorteil mit sich bringen. Derartige Verfahren werden beispielsweise
im Time-Warp-Algorithmus [18, 19] genutzt. Es zeigt sich jedoch, dass der damit verbunde-
ne zusitzliche Verwaltungsaufwand den Nutzen bei weitem iibersteigt und der Algorithmus
nicht nur unibersichtlicher, sondern unter dem Strich auch langsamer wird [1].
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2 FEreignisdynamik

2.6 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel gezeigt, dass die Ereignisdynamik ein interessan-
ter und effizienter Algorithmus zur Simulation von Vielteilchen-Systemen ist.
Sie ist besonders fiir solche physikalischen Probleme geeignet, bei denen die we-
sentliche Wechselwirkungsdauer klein gegeniiber dem Zeitraum zwischen den
Wechselwirkungen ist, ldsst sich aber auch in solchen Fillen nutzen, bei denen
die Wechselwirkung diskretisiert werden kann.

Der Algorithmus modelliert die Wechselwirkungen als eine Reihe diskreter Er-
eignisse, die in einer Warteschlange gespeichert werden und nacheinander asyn-
chron verarbeitet werden. Die Verarbeitung besteht dabei im Wesentlichen aus
zwei Schritten, der Zustandsaktualisierung und der Ereignisberechnung: Die
Aktualisierung des Teilchenzustands wird mit Hilfe der geldsten Bewegungs-
gleichungen und Stoflgesetze der Teilchen durchgefiihrt; dies wurde an einigen
beispielhaften Teilchenmodellen veranschaulicht. Die Berechnung neuer poten-
tieller Ereignisse fiir ein Teilchen erfordert in einfachen Fillen, wie der ballis-
tischen Bewegung von Kugeln in einem homogenen Feld, lediglich die Losung
einer Gleichung zweiten Grades. Zur Beschleunigung des Verfahrens unterteilt
man den Raum in Zellen und kann damit die Berechnungen auf Teilchen in
Nachbarzellen beschréinken. Die optimale Zellenzahl liegt dabei in der Gréflen-
ordnung der Teilchenzahl oder etwas dariiber.

Insgesamt skalieren damit die meisten Operationen dieses Algorithmus mit der
Teilchenzahl N; lediglich die Speicherung neuer Ereignisse in der Warteschlange
geschieht bezogen auf alle N Teilchen mit O(N log N). Das heift, die Rechenzeit
geht fiir kleine Teilchenzahlen mit O(N), fir grole mit O(N log N). Genau
dieses Verhalten ist in Abb. 2.6 zu beobachten.

Alles in allem ist die Ereignisdynamik in zahlreichen Fillen sehr viel leis-
tungsfahiger als gewohnliche Molekulardynamik, da jede Kollision in der Re-
gel in einem einzigen Rechenschritt abgearbeitet werden kann, wihrend dies
bei der Molekulardynamik zahlreiche kleine Zeitschritte erfordert und auch die
eigentlich trivialen Teilchentrajektorien zwischen den Wechselwirkungen viel
Rechenzeit bendtigen. Die Hauptproblematik der Ereignisdynamik liegt in der
schwierigen Parallelisierung. Dem soll im folgenden Kapitel nachgegangen wer-
den.
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2.6 Zusammenfassung
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Abbildung 2.6: Rechenzeit tcpy (in willkiirlichen Einheiten) {iber Teilchenzahl
N fiir ein dreidimensionales, elastisches Harte-Kugel-Gas bei
einem Volumenanteil von v = 0.07 und einer Zellenzahl C' = N.
Die Vergleichskurven sind proportional zu N (durchgezogene
Linie) bzw. N log N (gestrichelte Linie).
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3 Parallelisierung der
Ereignisdynamik

Das Ziel der Parallelisierung eines Algorithmus besteht darin, begrenzte Res-
sourcen wie Rechenzeit, Speicherbedarf, etc. durch Zusammenarbeit mehrerer
Prozesse zu vervielfachen und damit gréflere oder schnellere Simulationen zu
ermoglichen.

Im Gegensatz zu herkémmlicher Molekulardynamik und zahlreichen anderen
gebréuchlichen Simulationsverfahren, wo sich dies auf mehr oder weniger trivia-
le Weise umsetzen lésst, stellt die Parallelisierung bei der Ereignisdynamik eine
interessante Herausforderung dar. Denn dieser Algorithmus ist intrinsisch seri-
ell, da die Ereignisse der Reihe nach abgearbeitet werden und jedes zukiinftige
Ereignis von vergangenen Ereignissen kausal abhéngig sein kann. Die paradoxe
Aufgabe besteht also darin, physikalisch nicht-parallele Dynamik algorithmisch
dennoch zu parallelisieren.

So gibt es denn unseres Wissens bisher keine vollstindig realisierte Parallelisie-
rung der Ereignisdynamik. Es existieren lediglich einige theoretische Voriiber-
legungen, wie sich auch bei paralleler Verarbeitung die korrekte kausale Ord-
nung garantieren ldsst, vgl. [2]. Diese Publikation setzt ein Shared-Memory-
System voraus, das heif3t, dass alle Prozesse ihre Daten gemeinsam verwalten.
Prinzipiell lassen sich diese Ideen aber auch auf die haufiger anzutreffenden
Distributed-Memory-Architekturen iibertragen, bei denen jedem Prozess ein ei-
gener Speicherbereich zugeordnet ist, auf den andere Prozesse keinen Zugriff
haben. Dieser Versuch wurde in [25] gemacht und in eine rudimentéire Version
eines parallelisierten Algorithmus umgesetzt.
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Wir haben nun Ideen aus [2, 25] aufgegriffen, um daraus eine vollsténdige, par-
allelisierte Version der Ereignisdynamik inklusive dynamischer Lastverteilung
zu entwickeln, siehe auch [32]. Dabei haben wir besonderen Wert auf Portabi-
litdt gelegt; das heiflt, dass unser Algorithmus unabhéngig von der zu Grunde
liegenden Systemarchitektur funktionieren soll und dabei lediglich auf standar-
disierte Software zuriickgreift.

Als Losung hierfiir hat sich mittlerweile MPI — | Message-Passing Interface® —
etabliert. MPI stellt eine plattformiibergreifende Schnittstelle fiir die gdngigsten
Programmiersprachen bereit. Diese erlaubt die effiziente Kommunikation zwi-
schen verschiedenen parallelen Prozessen mittels Nachrichtenaustausch. Damit
lassen sich sowohl Shared-Memory-Systeme, Distributed-Memory-Systeme und
Systeme, die beide Ansétze kombinieren, wirkungsvoll parallelisieren — seien sie
nun mit spezieller Kommunikations-Hardware ausgestattet oder nicht. Um ma-
ximale Portabilitit zu gewéhrleisten, verwendet unsere Implementierung aufler
der MPI-Bibliothek [33, 34] und den C/C++-Standard-Bibliotheken [35] keine

weitere Software.

Die Umsetzung des Algorithmus folgt zunéchst einmal dem klassischen Verfah-
ren der Gebietszerlegung, siehe Kap. 3.1. Wie sich dabei dynamische Lastver-
teilung realisieren lésst, ist in Kap. 3.2 dargestellt. In Kap. 3.3 werden dann die
spezifischen Schwierigkeiten, die die Parallelisierung der Ereignisdynamik in Be-
zug auf die korrekte kausale Ordnung der Ereignisse mit sich bringt, erldutert
und in Kap. 3.4 die Losung hierfiir skizziert. Im Detail wird der ganze Al-
gorithmus schliellich in Kap. 3.5 vorgestellt. In Kap. 3.6 diskutieren wir die
Leistungssteigerung, die die Parallelisierung letztendlich mit sich bringt. Zum
Schluss werden die wichtigsten Uberlegungen noch einmal in Kap. 3.7 zusam-
mengefasst.

3.1 Gebietszerlegung

Um die Berechnungen auf mehrere Prozesse zu verteilen, wird jedem Prozess ein
bestimmtes Gebiet des Simulationsraums zugeordnet. Diese Zerlegung erfolgt
am einfachsten auf Zellenebene, sodass jede Zelle zu einem bestimmten Prozess
gehort. Bei der Aufteilung sind mehrere Punkte zu beachten:
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3.1 Gebietszerlegung

Zum einen sollte die Rechenlast moglichst gleichméflig auf die Prozesse ver-
teilt werden. In einem homogenen System lésst sich dies ganz einfach erreichen,
indem jedem Prozess die gleiche Anzahl an Zellen zugeordnet wird. In inho-
mogenen Systemen ist die Lastverteilung komplizierter und sollte am besten
dynamisch erfolgen [36], siehe dazu Kapitel 3.2.

Zum zweiten sollten die Grenzen zwischen den verschiedenen Gebieten so klein
wie moglich sein, um die notwendige Kommunikation zwischen den verschie-
denen Prozessen auf ein Mindestmafl zu beschrinken. Das bedeutet, die Zellen

eines Gebietes sollten zusammenhéngend sein und moglichst einen Wiirfel (bzw.
ein Quadrat in 2D) bilden.

Drittens sollte die Zuordnung von Zellen zu Prozessen eine mdoglichst triviale
Abbildung sein, die sich schnell berechnen l&sst.

Natiirlich widersprechen sich diese Anforderungen teilweise. Um sowohl eine
gleichméflige dynamische Lastverteilung, kleine Grenzflichen zwischen den Ge-
bieten und eine unkomplizierte Zuordnung der Zellen zu den Prozessen zu
gewahrleisten, haben wir folgende hierarchische Gebietszerlegung entwickelt
[32]: Jedem Prozess werden in dynamischer Weise 2" aufeinander folgende Zell-
nummern zugeordnet, wobei n € N fiir jeden Prozess unterschiedlich gewé&hlt
werden kann. Die zugehorigen Zellen umschlielen dabei jeweils ein quaderférmi-
ges Gebiet mit den Seitenverhéltnissen 1:1:1, 1:1:2 oder 1:2:2. Dies ldsst sich
mit einer einfachen, statischen Zuordnung von Zellnummern zu Zellkoordinaten

erreichen, wie sie beispielhaft in Abb. 3.1 dargestellt ist.

Rechnerisch ergibt sich die Zellnummer dabei durch Verschachtelung der Bits
der Zellkoordinaten: Die Bits k bis 1 der Koordinaten z, y, z werden in der Rei-
henfolge z[k|, y[k], x[k], 2[k—1],y[k—1],z[k—1],..., 2[1], y[1], x[1] neu angeord-
net und ergeben eine neue Zahl — die Zellnummer. Dies sei anhand eines kleinen
zweidimensionalen Beispieles verdeutlicht: Die Zelle 40 in Abb. 3.1 hat die Ko-
ordinaten 0/6. Das entspricht dem Bitmuster 000/110. Die Bit-Verschachtelung
liefert 101000; das entspricht dezimal 40, also der Zellnummer.

Dieses Verfahren setzt voraus, dass sich der Simulationsraum in 2% x 2F x 2k
Zellen zerlegen léasst. Sollte sich die Zellgrofle nicht dementsprechend sinnvoll
wéhlen lassen, ist folgende Losung moglich: Die Zellnummern werden trotzdem
anhand des dargestellten Schemas mit der néchst groferen Zweierpotenz ver-
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42 43 46 47 | 38 59 62 63

40 41 44 45|56 57 60 61

34 35 38 39|50 51 54 55

32 33 36 37|48 49 52 53

10 11 14 15 26 27 30 31

8 9 12 13 24 25 28 29

2 3 6 7 18 19 22 23

0 1 4 5 16 17 20 21

Abbildung 3.1: Zellnummerierung fiir ein sehr kleines zweidimensionales Sys-
tem mit beispielhafter Gebietszerlegung bei inhomogener Last-

verteilung.

geben, sodass nun einige Zellnummern auflerhalb des eigentlichen Simulations-
raums liegen und damit auch zu keinem Zeitpunkt Teilchen enthalten konnen.
Dies stellt bis auf den in der Zellen-Datenstruktur dabei verschwendeten Spei-
cherplatz aber ja kein Problem dar.

3.2 Dynamische Lastverteilung

Die Lastverteilung soll eine gleichméfiige Auslastung der Prozessoren gewihr-
leisten — insbesondere auch in inhomogenen Systemen. Das benutzte Verfahren
soll wiederum anhand eines kleinen Beispieles erldutert werden:

Angenommen die Zellen in Abb. 3.1 sollen auf vier Prozesse verteilt werden.
Wenn sich in der oberen rechten Ecke des Systems besonders viele Teilchen
befinden, konnte die Lastverteilung folgende Gebietszerlegung ergeben: Prozess
I erhélt die Zellen 0-31, Prozess II die Zellen 32-47, Prozess 111 die Zellen 48-55
und Prozess IV die Zellen 56-63. Dieser Fall ist in Abb. 3.1 dargestellt.
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3.3 Kausale Ordnung

Um die Lastverteilung dynamisch zu gestalten, muss regelmiflig die aktuelle
Rechenlast bestimmt werden. Ein einfaches Maf hierfiir ist die Teilchenzahl pro
Prozess — oder besser die aktuelle Kollisionsfrequenz aller Teilchen pro Prozess.
Wenn eine Umverteilung der Gebiete eine signifikant bessere Lastverteilung

erwarten lidsst, werden die Zellen neu verteilt.

Dabei tauschen jeweils drei Prozesse Informationen iiber ihre Zellen und Teil-
chen aus: Zwei wenig belastete Prozesse mit benachbarten Gebieten legen diese
zu einem groferen Gebiet zusammen und einer der Prozesse {ibernimmt statt-

dessen die Héilfte des Gebiets eines Prozesses mit hoher Rechenlast.

Nehmen wir noch einmal obiges Beispiel heran und gehen wir davon aus, dass
sich das System nach einiger Zeit in Richtung groflerer Homogenitit geédndert
habe, sodass nun Prozess | eine sehr hohe Rechenlast trage und Prozess 111
und IV eine niedrige. Dann konnen die Gebiete der Prozesse III und IV zu
einem grofleren zusammengelegt werden und das Gebiet von Prozess [ wird
aufgeteilt. Letztendlich ergibt sich damit folgende neue Zuordnung: Zu Prozess
I gehoren die Zellen 0-15, zu Prozess 111 die Zellen 16-31 und zu Prozess IV die
Zellen 48-63. Prozess 1I ist an dem ganzen Vorgang nicht beteiligt und bleibt
nach wie vor mit den Zellen 32-47 verkniipft. Er sollte jedoch zumindest davon
informiert werden, dass sich seine Nachbarprozesse verdndert haben, damit er
die entsprechenden Datenstrukturen anpassen kann.

Bei Simulationen mit mehr Prozessen kann diese Neuverteilung an mehreren
Stellen gleichzeitig stattfinden, aber immer so, dass jeweils nur drei Prozesse
ihre Zell- und Teilchen-Daten austauschen.

3.3 Kausale Ordnung

In diesem Abschnitt seien die besonderen Probleme, die einer simplen Paralle-
lisierung der Ereignisdynamik im Wege stehen erldutert:

Ein paralleler Ansatz, um Ereignisse asynchron zu simulieren, muss auf das
Konzept lokaler Simulationszeiten zuriickgreifen. Dabei verarbeitet jeder Pro-
zess die Ereignisse in seinem Gebiet und ldsst die lokale Zeit voranschreiten.
Wenn ein Teilchen die Grenze zwischen zwei verschiedenen Prozessgebieten

iiberquert, kommunizieren die beiden Prozesse miteinander und neue Ereignisse
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3 Parallelisierung

werden bei einem Prozess in die Ereignisliste eingefiigt und beim anderen Pro-
zess aus der Ereignisliste geloscht. Wenn der Zeitpunkt eines neu eingefiigten
Ereignisses vor der lokalen Simulationszeit liegt, ist die Kausalitéit verletzt:
Denn eine Kollision dieses Teilchens mit einem anderen Teilchen des lokalen
Prozesses vor der aktuellen lokalen Simulationszeit, konnte dabei verpasst wor-
den sein; siehe auch Abb. 3.2.

Es gibt im Allgemeinen zwei Strategien, um mit diesem Problem umzugehen:

In einem konservativen Ansatz ist nur denjenigen Prozessen die Ereignisverar-
beitung erlaubt, bei denen sichergestellt ist, dass keine Kausalitdtsfehler auf-
treten konnen; die {ibrigen Prozesse miissen auf ihre Nachbarprozesse warten.

Weniger streng ist eine optimistische Strategie, die lediglich versucht, Kausa-
litatsfehler unwahrscheinlich zu machen. Wenn nun wéahrend einer Simulation
doch die Kausalitit verletzt wird, wird der fehlerhafte Simulationsabschnitt —
ausgehend von einem gespeicherten Zwischenstand, der die korrekte kausale
Ordnung garantiert — wiederholt.

Welcher Ansatz nun der effizientere ist, hingt stark von der maximalen Ereignis-
Ausbreitungsgeschwindigkeit ab, da diese festlegt, welche Raumzeiten mitein-
ander kausal verkniipft sind. Je grofler diese ist, umso mehr Prozesse miissen
bei der konservativen Strategie warten. Ungliicklicherweise kann die Ereignis-
Ausbreitungsgeschwindigkeit bei instantan erfolgenden Ereignissen jedoch be-
liebig grofl werden — selbst wenn die Teilchen-Geschwindigkeiten nur sehr klein
sind. Dies sieht man leicht ein, wenn man sich eine Kette dicht beieinander
liegender Teilchen vorstellt. Seien die Teilchenradien beispielsweise durch a,
die Teilchenzwischenrdume durch d und die Teilchengeschwindigkeit des ersten
Teilchens durch v gegeben, so wandert eine Stofifront mit der Geschwindigkeit
(14 2a/d) v voran, was bei d < a zu riesigen Geschwindigkeiten fiihrt.

Ohne eine obere Schranke fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Ereignissen
darf nun aber beim konservativen Ansatz nur ein einziger Prozess — ndmlich
der mit der kleinsten lokalen Simulationszeit — Ereignisse verarbeiten; alle an-
deren miissen warten. Dies fiihrt uns zuriick zum seriellen Algorithmus; eine
Parallelisierung ist also auf diese Weise nicht moglich. Daher ist fiir die Ereig-
nisdynamik die Implementierung des komplizierteren optimistischen Ansatzes
mitsamt Fehlerkorrektur notwendig.
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3.3 Kausale Ordnung

Abbildung 3.2: Raum-Zeit-Ereignisdiagramm mit zwei Prozessen:
Wenn ein Teilchen von Prozess 1 (links) zu Prozess 2 (rechts)
tiberwechselt, kann dies zur Verletzung der kausalen Ordnung
fiihren, wenn dort die lokale Simulationszeit schon weiter fort-
geschritten ist und dadurch eine Kollision verpasst wurde.
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3 Parallelisierung

3.4 Fehlerkorrektur

Wie die Fehlerkorrektur ablauft, soll zunédchst einmal kurz skizziert werden; fiir
die Einzelheiten, insbesondere was die Fehlerdetektion anbelangt, sei auf die
folgenden Kapitel verwiesen.

Wenn ein Kausalitédtsfehler detektiert wird, muss der fehlerhafte Simulations-
abschnitt wiederholt werden. Dazu ist es notwendig, die Simulationsdaten re-
gelméfBig zwischenzuspeichern und dabei sicherzustellen, dass diese Kopien kei-
ne latenten Kausalititsfehler enthalten [37].

Am einfachsten lisst sich dies dadurch erreichen, dass alle Prozesse zum Zeit-
punkt der Speicherung synchronisiert werden. Das heif3t, Prozesse die den Syn-
chronisationszeitpunkt erreicht haben, warten auf die anderen Prozesse. Erst
wenn alle Prozesse die gleiche lokale Simulationszeit haben, kénnen die Daten
gespeichert werden.

Es ist prinzipiell auch moglich, die kausale Ordnung ohne Synchronisation zu
garantieren [2]. Jedoch gibt es noch eine Reihe anderer Aufgaben, die ohnehin
eine periodische Synchronisation erfordern, wie z. B. Datenausgabe, dynamische
Lastverteilung, etc., sodass auf diese komplexen und speicheraufwindigen! Al-
ternativen verzichtet werden kann. Auflerdem wiirden die lokalen Zeiten ganz
ohne Synchronisation mit der Zeit auseinanderdriften [38] und damit Kausa-
litdtsfehler begiinstigen.

Das Synchronisationsintervall — soweit es nicht bereits durch die genannten
anderen Aufgaben festgelegt ist — wird hierbei durch ein adaptives Verfahren
bestimmt: Dazu wird die Intervalllinge vergrofert, wenn wéhrend eines Simula-

tionsabschnittes kein Kausalitéitsfehler auftritt, und im anderen Fall verkiirzt.?

Wenn nun ein Kausalitdtsfehler auftritt, brechen alle Prozesse ihre Berech-
nungen ab und wiederholen den Simulationsabschnitt ausgehend vom letzten

"Der Algorithmus in [2] ben&tigt zwei Kopien der Simulationsdaten, der hier vorgestellte
lediglich eine. Unser Verfahren verringert also den Speicheraufwand gegeniiber [2] noch
einmal um den Faktor 2/3. Hinzu kommt noch der verminderte Speicheraufwand durch
den Verzicht auf Doppelpufferung des Teilchenzustands. Siehe hierzu die Anmerkung auf
Seite 12.

’Die Faktoren hierfiir sind prinzipiell frei wihlbar. Giinstige Ergebnisse haben wir aber
beispielsweise mit 1.1 fiir den fehlerfreien Fall und 0.5 fiir den fehlerhaften Fall erzielt.
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3.5 Paralleler Algorithmus

gespeicherten Zwischenstand. Auflerdem wird eine Synchronisationsbarriere fiir
den Zeitpunkt, zu dem sich der Fehler ereignet hat, gesetzt, damit nicht dersel-
be Fehler erneut auftritt. In seltenen Féllen kann es jedoch vorkommen, dass
nun ein anderer Kausalitdtsfehler zu einem friitheren Zeitpunkt auftritt. Dann
muss eben der Simulationsabschnitt ein zweites Mal wiederholt werden, dieses
Mal mit einer fritheren Synchronisationsbarriere.

3.5 Paralleler Algorithmus

Der parallele Algorithmus ist in Abbildung Abb. 3.3 schematisch dargestellt.
Die Simulation wird dabei in Abschnitte unterteilt, die allen Prozessen gemein-
sam sind. Das Ende eines derartigen Abschnitts ist durch eine Synchronisati-
onsbarriere gekennzeichnet (Punkt I). Der Zeitpunkt dieser Barriere wird durch
verschiedene Aufgaben bedingt, die Synchronitét erfordern (darunter Punkt ITI-
V).

Die Abschnitte selbst werden von den einzelnen Prozessen asynchron abgear-
beitet (Punkt IT). Die Details hierzu werden in Kapitel 3.5.4 erldutert. Einen
solchen Simulationsabschnitt konnen die Prozesse nur synchronisiert wieder ver-
lassen, d. h. diejenigen Prozesse die die Barriere erreicht haben, warten, bis auch
alle iibrigen Prozesse an diesem Punkt angekommen sind, um dann gemeinsam

fortzufahren.

Im Anschluss daran wird der aktuelle Zustand der Prozesse zwischengespei-
chert (Punkt IIT), um eventuelle Kausalitidtsfehler abfangen zu kénnen (siehe
dazu Kap. 3.4). Falls erforderlich kénnen nun auch verschiedene Simulations-
ergebnisse ausgegeben werden (Punkt IV). Bei ungleich verteilter Rechenlast
konnen anschlieflend die Gebiete der Prozesse neu gegliedert werden (Punkt V,
vgl. auch Kap. 3.2).

Im néchsten Schritt (Punkt VI) beginnt der Ablauf wieder von vorn. Punkt VII
wird nur bearbeitet, wenn ein Kausalitidtsfehler aufgetreten ist. Dann wird der
zuletzt gespeicherte Zustand wiederhergestellt und der Simulationsabschnitt
mit neuer Synchronisationsbarriere wiederholt (siche Kap. 3.4).

Wihrend der Bearbeitung eines Simulationsabschnitts (Punkt II), haben die
einzelnen Prozesse unterschiedliche lokale Simulationszeiten. Jeder Prozess zer-
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3 Parallelisierung

paralleler Algorithmus:
[. Synchronisationsbarriere setzen

II. Simulationsabschnitt berechnen:

wahrend lokale Zeit < Synchronisationsbarriere:

1. Kommunikation {iber Randzonen-Ereignisse

2. lokalen Zeitschritt festlegen

wahrend des Zeitschritts:
Ereignisverarbeitung (siehe Abb. 2.1)

Teilchen-Informationen verschicken
Informationen empfangen und verarbeiten
Kausalititsfehler detektieren

wenn Fehler, dann gehe zu VIL

© N ot

gehe zu 1.

[II. Zustandsspeicherung

IV. Datenausgabe

V. dynamische Lastverteilung
VI. gehe zu L.

VII. gespeicherten Zustand wiederherstellen, gehe zu I.
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3.5 Paralleler Algorithmus

legt die Simulationsabschnitte in mehrere lokale Zeitschritte, die sich aus der
Kommunikation mit Nachbarprozessen ergeben. Jeder Zeitschritt setzt sich wie-
derum aus einer Vielzahl von einzelnen Ereignissen zusammensetzen. Zwischen
der Abarbeitung dieser Ereignisse (Punkt 3) tauschen die einzelnen Prozesse In-
formationen untereinander aus (Punkt 1,4,5). Sollte dabei ein Kausalitétsfehler
detektiert werden (Punkt 6), wird der aktuelle Simulationsabschnitt beendet
(Punkt 7) und wiederholt. Fiir Details siche auch die folgenden Kapitel.

3.5.1 Kommunikation

Ereignisse, die an der Grenze zwischen zwei Prozessen stattfinden, machen es er-
forderlich, dass die Prozesse miteinander kommunizieren. Jedoch wire es hochst
ineffizient, wenn ein Prozess nach jedem einzelnen Ereignis mit seinen Nachbarn
kommunizieren miisste. Daher werden so viele Ereignisse wie moéglich abgear-

beitet, bevor die Prozesse Nachrichten austauschen.

Die Kommunikation sollte dabei asynchron mit entkoppelten Sende- und
Empfangs-Routinen ablaufen, damit Prozesse nicht unnétigerweise aufeinan-
der warten miissen und stattdessen mit ihren Berechnungen fortfahren. Dies
lasst sich mit Hilfe von MPI, das die erforderlichen asynchronen Routinen zur
Verfiigung stellt, leicht implementieren.

Je seltener kommuniziert wird, desto effizienter verlduft die Ereignisverarbei-
tung, desto spiter treffen allerdings auch Nachrichten von Nachbarprozessen
ein und begiinstigen damit Kausalitéitsfehler. Also wird die Dauer des Zeit-
schritts, wihrend dessen Ereignisse verarbeitet werden, so festgelegt, dass Kau-
salitdtsfehler moglichst unwahrscheinlich sind, der Zeitschritt aber gleichzeitig
moglichst lang ist. Dazu fithren wir das Konzept der Randzone ein [2, 25, 39].

3.5.2 Die Randzone und zugehdrige Datenstrukturen

Die Randzone eines Prozesses besteht aus denjenigen Zellen, die Nachbarzellen
haben, die zu einem anderen Prozess gehoren. Somit ergibt sich eine ein Zellen
breite Randzone fiir jedes Prozessgebiet (sieche Abb. 3.4).

Jeder Prozess verwaltet zusétzlich zu seinen eigenen Zellen eine Liste mit virtu-
ellen Randzellen, die tatsidchlich zur Randzone seiner Nachbarprozesse gehoren.
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3 Parallelisierung

Abbildung 3.4: Beispiel fiir ein Simulationsgebiet mit 5 Prozessen und 512 Zel-
len. Die Randzonen-Zellen sind dunkel eingefiarbt. Die virtuel-
len Randzellen von Prozess 2 sind mit einem x markiert. Dabei

wurden periodische Randbedingungen vorausgesetzt.

Ebenso verwaltet er eine Liste mit virtuellen Teilchen, die sich in diesen virtuel-
len Randzellen befinden. Diese virtuellen Teilchen kénnen als Kollisionspartner
realer Teilchen agieren, aber fiir sie wird keine eigene Ereignisliste angelegt.
Denn die zugehorigen Ereignisse werden ja schon im Nachbarprozess, wo diese
Teilchen real sind, berechnet und von diesem gegebenenfalls iibermittelt.

Des Weiteren wird fiir die Ereignisse, die in der (realen) Randzone stattfin-
den,?® eine eigene Ereignis- Warteschlange angelegt, vergleichbar derjenigen aus
Kap. 2.2. Diese liefert immer dasjenige Ereignis zuriick, das voraussichtlich als
néchstes innerhalb der Randzone stattfinden wird. Tatséchlich kann es natiirlich
aber auch vorkommen, dass dieses Ereignis spéater noch annulliert wird oder ein
anderes, bisher nicht vorhergesehenes Ereignis frither innerhalb der Randzone
stattfindet.

3Damit ist gemeint, dass bei einer Teilchenkollision sich mindestens eines der Teilchen in
einer Randzonenzelle befindet bzw. bei einem Zellenwechsel mindestens eine der beteiligten
Zellen zur Randzone gehort.
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3.5 Paralleler Algorithmus

3.5.3 Festlegen des Zeitschritts

Der optimistische Ansatz fiir die Parallelisierung geht zunichst davon aus,
dass diese Prognose fiir das nichste Randzonen-Ereignis verldsslich ist und legt
dementsprechend den Zeitschritt fest, wihrend dessen Ereignisse abgearbeitet
werden konnen [40].

Dieser Zeitschritt sollte nicht ldnger als bis zum néchsten Randzonen-Ereignis
sein, denn danach ist ja mit Wechselwirkungen mit Nachbarprozessen zu rech-
nen — sei es, dass ein Teilchen mit Teilchen des Nachbarprozesses kollidiert oder
aber einfach die Gebietsgrenze zum Nachbarprozess iiberquert.

Wenn in den zum Randzonen-Ereignis benachbarten Zellen (auf einem Nach-
barprozess) ein fritheres Ereignis stattfinden sollte, ist selbst dieser Zeitschritt
schon zu lange; denn nach diesem fritheren Ereignis dndern sich ja die Daten der
virtuellen Teilchen, auf denen die urspriingliche Abschétzung beruhte. Daher
sollte der Zeitschritt in diesem Fall nur bis zu jenem fritheren Ereignis dau-
ern. Mit diesem Verfahren ist sichergestellt, dass Kausalitdtsfehler nur selten
auftreten.*

3.5.4 Berechnung eines Simulationsabschnitts

Die Berechnung eines Simulationsabschnitts (Abb. 3.3, Punkt II) lduft im Ein-
zelnen folgendermaflen ab: Zunéchst wird der Zeitschritt fiir den Simulationsab-
schnitt festgelegt. Dazu schicken alle Prozesse ihren Nachbarprozessen Informa-
tionen iiber das als néichstes anstehende Randzonen-Ereignis. Diese antworten
mit dem néchsten geplanten Ereignis in den dazu benachbarten Zellen (Punkt
1). Jeder Prozess kann dann damit seinen lokalen Zeitschritt festlegen (Punkt
2), vgl. Kap. 3.5.3. Dabei sollte auch noch beriicksichtigt, dass der Zeitschritt
die Synchronisationsbarriere nicht iiberschreitet, es sei denn alle anderen Pro-
zesse hitten diese ebenfalls schon erreicht.

“Man kann auch pessimistischere Mafstibe anlegen, die den Zeitschritt noch weiter
verkiirzen, wie z. B. [2], und damit Kausalititsfehler noch unwahrscheinlicher machen. Al-
lerdings geht dies auf Kosten der Parallelitéit, da viele Prozesse dann nur mit Warten
beschiftigt sind, und fiithrt unter dem Strich zu geringerer Leistung.
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Anschlieflend beginnt die Verarbeitung der Ereignisse, die wihrend dieses Zeit-
schritts stattfinden (Punkt 3). Diese Phase liuft genauso wie beim seriellen Al-
gorithmus ab, siehe dazu Kap. 2. Wenn dabei ein Randzonen-Ereignis auftreten
sollte, das nicht vorhergesehen war, wird diese Phase vor dessen Bearbeitung
vorzeitig abgebrochen, um einen eventuellen Kausalitdtsfehler zu vermeiden.
Ansonsten lduft sie bis zum zuvor festgelegten Ende des Zeitschritts.

Ein Randzonen-Ereignis kann also wiéhrend dieser Phase allenfalls als letztes
Ereignis auftreten. Falls dies der Fall ist, werden im Anschluss daran die ak-
tualisierten Informationen zu den beteiligten Teilchen an die entsprechenden
Nachbarprozesse® verschickt (Punkt 4).

Mit den empfangenen Nachrichten kann nun jeder Prozess seine Datenstruk-
turen anpassen (Punkt 5). Davon konnen reale Teilchen betroffen sein, wenn
sie mit einem virtuellen Teilchen kollidiert sind; dann muss die Teilchen-
Geschwindigkeit entsprechend angepasst werden. Bei virtuellen Teilchen gibt
es eine Vielzahl weiterer Moglichkeiten: Bei ihnen kann sich beispielsweise auch
der Ort und die Zellnummer dndern. Sie konnen sogar neu in der Liste der
virtuellen Teilchen auftauchen oder daraus verschwinden, wenn sie in die virtu-
elle Randzone eintreten oder diese verlassen. Und schlielich kann ein virtuelles
Teilchen auch zu einem realen Teilchen werden, wenn es die Gebietsgrenze iiber-
schreitet.

In diesem Fall miissen fiir das neue reale Teilchen Ereignisse berechnet werden.
Wenn diese die Kausalitét verletzen, also vor der lokalen Simulationszeit liegen,
wird ein Fehler signalisiert.

Die zweite Quelle potentieller Kausalitétsfehler ergibt sich, wenn sich die an-
fangs iibermittelten Informationen zu Randzonen-Ereignissen im Nachhinein
als inkorrekt erweisen. Diese sollten ja die Linge des Zeitschritts begrenzen,
wenn vor einem Randzonen-Ereignis in einer Nachbarzelle ein friiheres Ereignis
stattfindet. Ergibt nun die Fehlerdetektion (Punkt 6), dass ein solches stattfand,
aber dem Nachbarprozess nicht rechtzeitig mitgeteilt wurde, so wird ebenfalls
ein Kausalitdtsfehler signalisiert, weil dadurch moglicherweise eine Kollision

verpasst wurde.

°In der Regel ist dies nur ein einziger Prozess; bei Zellen die an der Ecke eines Gebiets
liegen, konnen es jedoch auch bis zu sieben Nachbarprozesse sein.
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Wenn ein Fehler aufgetreten ist, wird der ganze Simulationsabschnitt abgebro-
chen (Punkt 7) und wiederholt; ansonsten geht es mit dem néchsten Zeitschritt
weiter (Punkt 8).

3.6 Parallele Rechenleistung

Wie wir nun gesehen haben, ist der parallele Algorithmus weitaus komplexer als
der serielle. Zu den eigentlichen Berechnungen kommen hier noch Prozesskom-
munikation, Zustandsspeicherung, Fehlerkorrektur, Lastneuverteilung, Warte-

zeiten etc. hinzu.

Letztendlich muss sich erst bei der Anwendung erweisen, dass die kombinierte
Rechenleistung der verschiedenen Prozesse diesen Zusatzaufwand wett machen
kann und sich unter dem Strich eine deutliche Leistungssteigerung ergibt. Fiir
den Speicherbedarf gilt im Prinzip dasselbe, da sich die gesteigerte Komplexitit
auch in mehr notwendigen Datenstrukturen niederschligt. Im Folgenden seien
die bendtigten Ressourcen in Abhéngigkeit von der Prozessanzahl P untersucht.

3.6.1 Rechenzeit

Die Geschwindigkeitstest wurden auf einem PC-Cluster mit Pentium-I1I-CPUs
mit 650 MHz Taktfrequenz und einem mit 1.28 GBit/s geschalteten Myrinet-
LAN durchgefiihrt. Das Test-System bestand dabei aus harten Kugeln, die —
soweit in den Bildunterschriften nichts anderes vermerkt ist — ideal elastisch
miteinander stoffen konnten (Restitutionskoeffizient ¢ = 1).

Die beschriebene Rechnerarchitektur stellt keine ideale Konfiguration fiir Er-
eignisdynamik-Simulationen dar, da diese trotz aller Optimierungen doch noch
relativ viel Kommunikation zwischen den Prozessen benotigen. Besser geeignet
wére ein Supercomputer mit optimierter Kommunikations-Hardware wie bei-
spielsweise eine Cray T3E oder auch ein Shared-Memory-System. Umso besser
eignet es sich dagegen als Bewertungsmafistab. Wenn hier die Parallelisierung
eine Leistungssteigerung erbringt, ist diese auf anderen Supercomputern erst
recht zu erwarten.
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Abbildung 3.5: Beschleunigung der Rechenleistung auf einem PC-Cluster bei P
Prozessen (im Vergleich zu einem fiktiven Ein-Prozess-System).
Der tatséchliche Messwert fiir P = 1 ist mit den anderen Werten
nur bedingt vergleichbar.

Man beachte den logarithmischen Mafistab.

(links) 2D-System mit N = 5-10° Teilchen, Volumenanteil v =
0.3, C' = 10242 =~ 10° Zellen. Die Gerade hat eine Steigung von
0.49.

(rechts) 3D-System mit N = 2 - 10% Teilchen, Volumenanteil
v = 0.25, C = 128 ~ 2 -10° Zellen. Die Gerade hat eine
Steigung von 0.45.

Wie man nun Abb. 3.5 entnehmen kann, erhalten wir in einem homogenen Sys-

tem mit konstanter Teilchenzahl im Bereich 4 < P < 128 eine Steigerung der

Rechenleistung proportional zu P'/2, sowohl in zwei als auch in drei Dimensio-
6

nen.

In Abb. 3.6 ist die Rechenleistung eines dissipativen und damit inhomogenen’

Systems aufgetragen; hier wurde die Teilchenzahl proportional zur Prozessan-
zahl P gewihlt. Dabei ist ebenso eine Beschleunigung der Rechenleistung pro-

6Zum Vergleich ist auch die Rechenleistung des seriellen Algorithmus auf einer #hnlichen

Rechnerarchitektur eingezeichnet. Diese ist grofer als es das Skalierungsverhalten der par-
allelen Version erwarten liefle, was damit zusammenhéingt, dass der serielle Algorithmus
auf einige Routinen wie Prozesskommunikation, Zustandssicherung, Fehlerbehebung, etc.
verzichten kann.

"Inwiefern Dissipation zu Inhomogenititen fiihrt, wird in Teil II dieser Arbeit ausfiihrlich
diskutiert.
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Abbildung 3.6: Beschleunigung der Rechenleistung auf einem PC-Cluster bei
P Prozessen.
Dissipatives 2D-System mit N = P-10* Teilchen, Volumenanteil
v = 0.25, Restitutionskoeffizient ¢ = 0.5.
Die Gerade hat eine Steigung von 0.48.
(links) mit dynamischer Lastverteilung
(rechts) ohne dynamische Lastverteilung

portional zu P'/? erkennbar — sofern die dynamische Lastverteilung aktiviert
ist. Ansonsten ist demgegeniiber fiir grofle P teilweise ein deutlicher Leistungs-
abfall zu verzeichnen; bei noch ausgeprigteren Inhomogenitéten sollte dieser
noch stérker ins Gewicht fallen. Fiir kleine P ergibt sich hier kein Unterschied,
da die Prozess-Gebiete grofler als die Groflenskalen der Inhomogenitéten sind.

Mit aktivierter dynamischer Lastverteilung ist den Daten kein Sdttigungsver-
halten fiir groe P anzusehen, sodass auch fiir noch gréflere P weitere Leis-

tungssteigerungen zu erwarten sind.

3.6.2 Speicherbedarf

Wichtiger als die Rechenzeit ist bei grolen Ereignisdynamik-Simulationen aber
oft der Speicherbedarf. Dieser ldsst sich bei vorliegendem Code einfach analy-
tisch abschétzen. Der wesentlichen Beitrag zum Speicherbedarf ist proportional
zur Teilchenzahl pro Prozess (x N/P); dies ist der Speicherbedarf der realen
Teilchen. Dazu kommen noch die virtuellen Teilchen am Rande eines Prozess-
gebiets (o< (N/P)'~Y/P) und globale Teilchendaten (< N). Wir iiberpriifen
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Speicherbedarf [MB]
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Abbildung 3.7: Typischer Speicherbedarf pro Prozess bei einem 3D-System mit

46

P Prozessen.

Die Datenpunkte sind tatsiichliche Messwerte fiir N = 2. 10°
Teilchen; die Kurven ergeben sich aus der Abschitzung ¢; N/P+
co(N/P)?3 43N, wobei der erste Term den Speicherbedarf rea-
ler Teilchen beriicksichtigt, der zweite denjenigen der virtuellen
Teilchen und der dritte die globalen Teilchendaten. Der Daten-
punkt fiir einen einzigen Prozess liegt abseits des Schitzwertes
fiir den parallelen Algorithmus, da der serielle Algorithmus auf
einige Datenstrukturen verzichten kann.



3.6 Parallele Rechenleistung

diese Abschétzung anhand einiger gemessener Werte (siche Abb. 3.7) und zei-
gen, dass sie die tatsédchlichen Werte iiberzeugend wiedergibt. Zum Vergleich
ist auch der Speicherbedarf des seriellen Algorithmus eingezeichnet; dieser ist
beinahe um den Faktor 2 geringer, da der serielle Algorithmus keine Kopie der
Daten fiir die Korrektur von Kausalitdtsfehlern benétigt.

Man erkennt, dass der Speicherbedarf virtueller Teilchen fiir sinnvolle Werte
N/P > 103 nicht ins Gewicht fillt. Fiir nicht allzu grofie P skaliert damit der
Speicherbedarf praktisch mit N/P. Ein Problem stellen lediglich die globalen
Teilchendaten dar. Selbst in unserem Programm, in dem lediglich 4 Byte an
globalen Daten® pro Teilchen benutzt werden, sinkt der benétigte Speicher pro
Prozess fiir P > 128 praktisch nicht mehr ab. Gliicklicherweise lassen sich
die globalen Teilchendaten mit gednderter Speicherverwaltung ohne allzu grofie
Leistungseinbuflen aber auch ganz vermeiden. Fiir Architekturen mit extrem
vielen Prozessen kann das sinnvoll sein. Da unser Rechner auf 128 Prozesse
beschrankt war, haben wir hierauf verzichtet.

3.6.3 Kommunikation

Kommunikation zwischen den Prozessen ist immer dann nétig, wenn ein Ereig-
nis in einer der Choqer Zellen der Randzone stattfindet. Dies ist (fiir grofie
P) ungefihr bei einem Anteil Cporqer/C ~ 2D(P/C)YP der Ereignisse der
Fall. Anders ausgedriickt: Zwischen den Kommunikationsphasen werden ca.
PC/Chorger ~ CYPPI"YP Ereignisse abgearbeitet. (Fiir das System aus
Abb. 3.5 (rechts), P = 64, erhalten wir beispielsweise ca. 200 Ereignisse zwi-
schen zwei Kommunikationsphasen.) Die Anzahl der Kommunikationspartner
richtet sich dabei nach der Anzahl der Nachbarprozesse, fiir grofle P sind das
im Mittel 37 — 1.

8Diese globalen Daten werden zur Zuordnung von globaler Teilchennummer (id) zur lo-

kalen Teilchennummer benétigt. Dies haben wir als einfaches Datenfeld mit N Eintragen
realisiert. Bei einer groflen Anzahl von Prozessen kann es jedoch sinnvoll sein, dies durch
eine speichersparende Datenstruktur fiir diinn besetzte Felder zu ersetzen. (Jeder Prozess
benotigt ja lediglich die Eintrége fiir die lokalen Teilchen.) Solche Strukturen sind nicht
weiter kompliziert, haben aber eine etwas geringere Zugriffsgeschwindigkeit als einfache
Datenfelder.

47
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Synchronisation der Prozesse ist seltener notig. Durch das adaptive Verfahren,
mit dem das Synchronisationsintervall £y, festgelegt wird, ist dessen Lénge an
die Haufigkeit der Kausalitétsfehler gekoppelt. Eine sinnvolle Wahl der Para-
meter liefert dann etwa eine Groflenordnung mehr Synchronisationen als Kau-
salitétsfehler.

Die Héufigkeit der Kausalitétsfehler und damit verbundenen Wiederholungen
des Simulationsabschnitts hingt von zahlreichen Groéflen ab. Fiir unsere typi-
schen Testsysteme erhalten wir in etwa 102(N/P)'~Y/? Ereignisse in der Zeit
terr zwischen zwei Kausalitdtsfehlern. (Fiir das System aus Abb. 3.5 (rechts),
P = 64, erhalten wir beispielsweise ca. 27000 Ereignisse zwischen zwei Kausa-
litdtstehlern.)

Der Anteil der wiederholten Simulationsabschnitte an der gesamten Simulation
betrigt dabei ungefihr tg,c/te. Dieses Verhiltnis ldsst sich durch héufige-
re Synchronisationen zwar verringern, sodass der Anteil der wiederholten Ab-
schnitte sinkt; andererseits wichst dadurch die Zeit an, in der Prozesse untétig

auf andere warten.

3.6.4 Skalierbarkeit

Zusammengefasst lasst sich also feststellen, dass die Parallelisierung gegeniiber
dem seriellen Algorithmus naturgeméafl zunéichst einmal zusétzliche Kosten in
Bezug auf Rechenleistung und Speicherbedarf verursacht. Durch die Verteilung
auf mehrere Prozesse, ergibt sich dennoch eine deutliche Leistungssteigerung
gegeniiber dem seriellen Algorithmus. Diese haben wir im Bereich 4 < P < 128
aufgezeigt und es spricht nichts dagegen, fiir P > 128 mit weiteren Leistungs-
steigerungen zu rechnen.’ Fiir Rechner-Architekturen mit optimierter Kommu-
nikationshardware ist fiir die parallele Implementierung auflerdem eine weitere

Beschleunigung der Berechnungen zu erwarten.

Auf der Referenzarchitektur war es uns moglich, reale physikalische Probleme
mit N/P < 10%, also bis zu N & 10® Teilchen zu simulieren.

9Was den Speicherbedarf angeht, sind dann jedoch geringfiigige Modifikationen der Daten-
strukturen angeraten, sodass diese ganz ohne globale Teilchendaten auskommen.
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3.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine Parallelisierung der Ereignisdynamik vorge-
stellt. Die Implementierung beruht auf MPI und verwendet ansonsten nur die
C/C++-Standard-Bibliotheken; der zu Grunde liegende Code ist portabel und
sollte damit auf allen Rechnerarchitekturen lauffihig sein.

Parallelisierung wird durch Gebietszerlegung erreicht. Um auch inhomogene
Systeme effizient simulieren zu kénnen, ist diese Zerlegung nicht statisch, son-
dern wird durch dynamische Lastverteilung sténdig optimiert.

Da bei der Ereignisdynamik die Teilchen asynchron bearbeitet werden, muss
jeder Prozess seine eigene lokale Simulationszeit verwenden. Wegen der prin-
zipiell nach oben nicht beschrinkten Ereignis-Ausbreitungsgeschwindigkeit ist
es nicht moglich, die kausale Ordnung wéihrend der parallelen Simulation un-
ter allen Umstédnden aufrecht zu erhalten. Daher muss der Algorithmus eine
optimistische Strategie verfolgen, bei der er zunichst einmal von einer kausal
korrekten Verarbeitung ausgeht, eventuelle Fehler detektiert und dann den feh-
lerhaften Simulationsabschnitt wiederholt. Dazu ist es notwendig, den Simu-
lationszustand regelméflig zu speichern; das Speicherintervall wird durch ein
adaptives Verfahren an die typische Frequenz, mit der Kausalititsfehler auftre-
ten, optimal angepasst. Die korrekte kausale Ordnung der gespeicherten Kopien
wird dabei durch vorhergehende Synchronisation der Prozesse garantiert.

Ansonsten sieht die wesentliche Verarbeitungsroutine fiir die Ereignisse dhn-
lich wie beim seriellen Algorithmus aus. Jedoch wird die Ereignisverarbeitung
regelméfBig durch eine Phase der Kommunikation zwischen den Prozessen un-
terbrochen; die Linge der Ereignisverarbeitungsphase wird dabei anhand von
Randzonen-Ereignissen festgelegt.

Die damit auf einem PC-Cluster mit P Prozessoren erzielte Leistung ist un-
gefihr proportional zu PY/?; auf Maschinen mit optimierter Kommunikations-
hardware sollte die Leistungsfihigkeit noch deutlich besser skalieren. Dieses
Verhalten wurde zumindest bis P = 128 nachgewiesen, ist aber auch fiir noch

groflere Prozesszahlen zu erwarten.

Der Nutzen der dynamischen Lastverteilung ist stark abhédngig vom Grad der
Inhomogenitét des simulierten Systems und der Anzahl der Prozesse. Sie ent-
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3 Parallelisierung

faltet ihre grofite Effektivitéit bei stark inhomogenen Systemen und vielen Pro-
zZessen.

Der Speicherbedarf wurde gegeniiber [2] um den Faktor 3 reduziert; er ist im
Wesentlichen proportional zu N/P. Bei sehr groflen P fallen die wenigen glo-
balen Teilchendaten stérend ins Gewicht; auf diese kann man allerdings auch
verzichten, ohne dafiir allzu grofle Geschwindigkeitseinbufien in Kauf zu neh-
nmen.

Insgesamt konnten wir mit dieser Implementierung auf dem zur Verfiigung ste-
henden PC-Cluster realistische physikalische Probleme mit bis zu N = 10%
Teilchen untersuchen.
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4 Granulare Gase

Granulare Medien bestehen aus einer Vielzahl kleiner, aber makroskopischer
Teilchen. Sand, Staub, Zucker und Mehl sind einige Beispiele aus dem alltégli-
chen Leben. In Anlehnung an die Thermodynamik unterscheidet man drei quali-
tativ unterschiedliche Verhaltensweisen: gasformig, fliissig und fest. Es handelt
sich dabei jedoch nicht wirklich um thermodynamische Phasen mit scharfen
Phaseniibergéingen, sondern lediglich um suggestive Bezeichnungen [41-46].

Bei hohen Dichten verhalten sich granulare Medien wie Festkorper. Die Teil-
chen sind in permanentem Kontakt miteinander und bilden einen metastabilen
Zustand. Reibung und geometrische Beschrinkungen verhindern ein Flieflen.
Deshalb ist es beispielsweise mdglich, auf Deichen oder Diinen spazieren zu
gehen.

Bei mittleren Dichten sind die Teilchen zwar auch noch in engem Kontakt, aber
eine duflere Krafteinwirkung, wie z. B. die Gravitation, fiihrt zu einem Flieflen
des Mediums. Beispiele hierfiir sind Lawinen oder der Fluss eines Granulats
durch ein Rohr. Die Dynamik wird dabei im Wesentlichen durch die Reibungs-
kréfte zwischen den Teilchen bestimmt.

Beim Ubergang zu noch geringeren Dichten beriihren sich die Teilchen nur noch
selten. In diesem Fall spricht man von granularen Gasen. Fiir deren Dynamik
sind vor allem Teilchenkollisionen verantwortlich. Bei extremer Verdiinnung
dhneln die Eigenschaften granularer Gase denen von idealen Gasen. Interessan-
ter ist jedoch der Fall, bei dem Teilchenabstinde und freie Wegléngen in einer
dhnlichen Gréflenordnung wie die Teilchen selbst liegen. Dann beobachtet man
komplexe Strukturbildungseffekte [27,47,48], mit denen wir uns in den folgen-
den Kapiteln ndher beschéftigen wollen.
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4  Granulare Gase

Da es sich bei granularen Gasen um makroskopische Teilchen handelt, reicht
die klassische Mechanik zu deren Beschreibung aus. Viele Methoden aus der
klassischen statistischen Physik kénnen auf granulare Gase iibertragen werden,
wie z.B. der Liouville-Operator-Formalismus. Allerdings miissen dabei dissi-
pative Prozesse beriicksichtigt werden, die bei molekularen Kollisionen nicht
auftreten.

Zunichst beschiftigen wir uns in Kapitel 4.1 mit einem geeigneten Modell fiir
granulare Gase. Anschlielend wenden wir in Kapitel 4.2 Methoden der statisti-
schen Physik auf granulare Gase an und versuchen daraus Aussagen iiber deren
Eigenschaften zu gewinnen. In Kapitel 4.3 schieben wir einen kurzen Uberblick
iiber die Zustandsgleichung unseres Modellsystems ein. Im Kapitel 4.4 widmen
wir uns dann speziell den Mechanismen, die der Strukturbildung in granula-
ren Gasen zu Grunde liegen. Schliellich geben wir in Kapitel 4.5 eine kurze
Zusammenfassung dieser Uberlegungen.

4.1 Modellierung

Reale granulare Medien bestehen aus einer Vielzahl von Teilchen unterschied-
lichster Form, Gréfle und Masse. Kollisionen und Beriihrungen der Teilchen
fiihren zu Reibung, Kohésion, Deformationen, inneren Schwingungen, Abrieb
und Fragmentierung. In der Regel befinden sich die Teilchen dabei innerhalb
eines Mediums (beispielsweise Luft), mit dem die Teilchen ebenfalls interagie-
ren. Zwischen den Teilchen wirken Van-der-Waals- und elektrostatische Kréfte;
von auflen wirken typischerweise Krifte wie die Gravitation auf die Teilchen

ein.

Bei solch einem komplexen System erscheint es nicht iiberraschend, dass man
ein kompliziertes Verhalten beobachtet. Aber sind all diese Beitrége auch wirk-
lich notwendig, um das typische Verhalten eines granularen Gases zu reprodu-
zieren? Und welche eigentliche Ursache liegt den beobachteten Strukturen zu
Grunde? Um diesen Fragen nachzugehen, ist es notwendig, sich bei der Model-
lierung granularer Gase auf das Wesentliche zu beschrinken und deren komplexe
Realitdt auf ein moglichst einfaches Modell abzubilden.
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4.1.1 Teilchen

Diesem Prinzip folgend, modellieren wir die Teilchen des granularen Gases als
identische, unendlich harte Kugeln. Alle N Teilchen erhalten dieselbe Masse
m und denselben Radius a. Die Teilchen werden bei einer Kollision nicht de-
formiert und als glatt angesehen; die Kollisionen verlaufen also reibungsfrei.
Damit brauchen Eigendrehimpulse der Teilchen nicht beriicksichtigt zu wer-
den.! Ebenso werden innere Freiheitsgrade der Teilchen vernachlissigt. Aufler
dem geometrischen Effekt des ausgeschlossenen Volumens wechselwirken die
Teilchen also nicht miteinander und es wirken auch keine dufleren Kréfte. Die
Dynamik der Teilchen wird somit allein von der Entropie dirigiert und ist — von
der Zeitskala abgesehen — temperaturunabhéngig.

Dissipation ist ein wesentlicher Bestandteil der Dynamik granularer Gase. Wir
beschrinken uns bei der Modellierung auf einen einzigen Parameter — den Re-
stitutionskoeffizienten e. Dieser beschreibt das Verhiltnis der Teilchengeschwin-
digkeiten vor und nach einer Kollision (siehe auch Kap. 2.4.2):

!/

V']

(4.1)

€ =

Vil
Dabei ist v,, die relative Normalengeschwindigkeit der beiden Teilchen bei der
Kollision. Die ungestrichene Grofle gilt unmittelbar vor, die gestrichene unmit-
telbar nach der Kollision.

Als numerische Simulationsmethode fiir dieses System wird die im ersten Teil
dieser Arbeit vorgestellte Ereignisdynamik benutzt.

4.1.2 Anfangs- und Randbedingungen

Um den Einfluss von Rand- und Grofleneffekten moglichst klein zu halten,
verwenden wir periodische Randbedingungen (siehe Kap. 2.3.1) in einem D-

dimensionalen Simulationsvolumen V = LP.

!Beispielhafte Simulationen haben gezeigt, dass Modelle mit Rotation etc. qualitativ zu
denselben Ergebnissen fithren [29, 49].
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Der Volumenanteil v der Teilchen mit Volumen V,,,; am simulierten Volumen
betrigt damit

V= N% (4.2)
a\? 7P/?

=~ (7) (D/2)] (4.3)

_ N(a/L)*m (2D) (4.4)

N(a/LY47/3 (3D).

Dieser wird so gewéhlt, dass die mittlere freie Weglidnge (g der Teilchen klein
gegeniiber der Systemgrofie L ist, sieche dazu Gleichung (4.38), aber natiirlich
nicht so klein, dass das System einfriert (siche Kap. 4.3).

Einen zufilligen homogenen Anfangszustand préparieren wir in der folgenden
Weise: Zunichst werden alle Teilchen auf die Positionen eines regelméfiigen Git-
ters verteilt. Den Teilchen werden zufillige, maxwellverteilte Geschwindigkeiten
v; zugewiesen. Dabei wird auflerdem sichergestellt, dass der Gesamtimpuls al-
ler Teilchen ), mv; = 0 ist. Um nun auch eine zuféllige rdumliche Verteilung
der Teilchen zu erhalten, wird eine vorbereitende Simulation durchgefiihrt, bei
der die Dissipation ausgeschaltet bleibt (¢ = 1). Schon nach wenigen Kollisio-
nen stellt sich eine zufillige Verteilung der Orte und Geschwindigkeiten ein;
der Sicherheit halber wiihlen wir eine Simulationsdauer von 10? Kollisionen pro
Teilchen. Die damit erzielte Konfiguration wird nun als Ausgangszustand fiir
die eigentliche Simulation benutzt.

Typische Werte fiir die Dichte und die Systemgrofle liegen dabei in der Groflen-
ordnung v = 0.25 und N = 10°...10°.

4.1.3 Mikroskopische Dynamik

Die mikroskopische Dynamik dieses Modells ergibt sich aus einer vereinfachten
Version der Gleichungen aus Kap. 2.4.1 und Kap. 2.4.2. Zwischen den Stofien
wirken keine Krifte auf die Teilchen; sie bewegen sich mit konstanter Geschwin-
digkeit:

r(t) =ry+vt. (4.5)
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Die Kollisionen selbst finden in infinitesimal kurzer Zeit statt und gehorchen
dem Stofigesetz

1+4+€

V’1/2 =Vi2+ Tvn . (4.6)

Der Gesamtimpuls bleibt dabei erhalten. Die kinetische Energie nimmt ab; die
Stérke der Dissipation ist dabei proportional zu

Ai=1-¢€. (4.7)

Im Fall elastischer Kollisionen € = 1 ist die Dissipation A = 0; maximale Dissi-
pation erhéilt man fiir e = 0.

4.1.4 Inelastischer Kollaps und TC-Modell

Wie sich in den folgenden Kapiteln zeigen wird, ist dieses einfache Modell aus-
reichend, um die charakteristischen Eigenschaften von granularen Gasen wie-
derzugeben. Jedoch kann die Idealisierung der Wechselwirkungen durch ein
unendlich steifes Potential zu einem pathologischen Verhalten fiihren — dem in-
elastischen Kollaps. Damit ist gemeint, dass unendlich viele Teilchenkollisionen
in endlicher Zeit stattfinden. Diese Singularitéit ist sowohl unphysikalisch als
auch problematisch fiir die numerische Simulation mit der Ereignisdynamik.

Eine genaue Untersuchung dieses Phinomens [50-52| zeigt, dass der inelasti-
sche Kollaps immer dann auftreten kann, wenn Systemgrofie N, Dichte v und
Dissipation A grof} genug sind. Es handelt sich dabei im Wesentlichen um ein
eindimensionales Phinomen; das heif3t, der Kollaps tritt entlang einer linearen
Kette von wenigen Teilchen auf, wihrend der grofle Rest der Teilchen nicht be-
troffen ist. Dies macht es moglich, den kritischen Restitutionskoeffizienten ¢,
unterhalb dessen der inelastische Kollaps auftreten kann, anhand eines eindi-
mensionalen Modells abzuschitzen [47, 52]:

& = tan’ G (1 - l;)) . (4.8)

VL Nvr/4i  (2D)

lopt := — = 4.9
2| ¢/Nvr/6 (3D) (49)

Dabei ist
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die dimensionslose optische Tiefe? des Systems.

Fir lope > 1 erhélt man

€ic ~ 1 - T (410)
lopt
oder
2
Ne=1—e ~ — (4.11)

lopt

Da nur wenige Teilchen vom inelastischen Kollaps betroffen sind, sind (von der
Kollisionsfrequenz abgesehen) die Auswirkungen auf makroskopische Grofien
gering. Fiir die numerische Simulation ist er dennoch extrem problematisch,
weil die Rechenzeit ja proportional zur Anzahl der verarbeiteten Kollisionen
ist.

TC-Modell

Eine Losung fiir das Problem des inelastischen Kollapses stellt das TC-Modell
dar [53]. Diese Erweiterung des einfachen Modells der inelastischen harten Ku-
geln (siehe Kap. 4.1.1) fiihrt eine effektive Kontaktdauer ¢, ein. Ist nun die
Zeitspanne zwischen aufeinander folgenden Kollisionen eines Teilchens kleiner
als t., wird die zweite Kollision als elastisch betrachtet, das heif3t fiir diese ist
e = 1. Genauer gesagt: eine Kollision ist genau dann elastisch, wenn einer der
beiden Kollisionspartner zu einem Zeitpunkt, der weniger als ¢, zuriickliegt,
bereits mit einem anderen Teilchen kollidiert ist.

Der physikalische Hintergrund dieses Modells liegt darin, dass man die un-
physikalische, infinitesimal kleine Kollisionsdauer des Harte-Kugel-Modells aus
energetischer Sicht durch eine Kollisionsdauer t. ersetzt. Finden nun mehrere
Kollisionen innerhalb von t. statt, entspricht dies gewissermaflen einer Mehr-
teilchenkollision, da ja die vorhergehende Kollision die aktuelle noch beeinflusst.
Untersuchungen von Mehrteilchenkollisionen bei weichen Kugeln [54, 55] zeigen

2Der Name optische Tiefe hat seinen Ursprung darin, dass diese Grole der Lénge (in Teil-
chendurchmessern) entspricht, die ein Lichtstrahl, der den Simulationsraum durchquert,
innerhalb von Teilchen verlduft.
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in der Tat, dass dabei weniger Energie dissipiert wird als bei einer entspre-
chenden Reihe von Zweiteilchenkollisionen. Dementsprechend wird auch beim
TC-Modell die Dissipation bei schnell aufeinander folgenden Kollisionen her-
abgesetzt.

Man kann sogar so weit gehen, dass man die kinetische Energie, die aufgrund
der t.-Regel nicht dissipiert werden kann, als ein Aquivalent zur elastischen
Energie bei einem Modell mit weichen Kugeln betrachtet. Ein Vergleich mit
einem linear elastischen Modell [56] mit weichen Kugeln der Steifigkeit k zeigt,
dass die Krifte, Spannungen und pseudo-elastischen Energien, die beim TC-
Modell auftreten, denjenigen von weichen Kugeln entsprechen. Und auch die
Zeit t. entspricht dabei der Kontaktdauer ¢! = m/m/k bei der Kollision wei-
cher Kugeln. Man erhélt mit dem TC-Modell also auch eine Art ,statischen®
Grenzfall fiir das Harte-Kugel-Modell, wenngleich dieser jedoch durch schnell
aufeinander folgende Kollisionen realisiert wird — und daher mit erheblichem
Rechenaufwand verbunden ist [53].

Wihlt man t. < tg (wenn tg die typische kollisionsfreie Zeit ist), was obiger
Analogie folgend Kugeln mit sehr hoher Steifigkeit entspricht, so wird die ¢.-
Regel nur bei sehr wenigen Kollisionen angewandt, ndmlich bei einem Anteil

le le
ce =1 —exp (—2—) ~2— . (4.12)

tp tp
Daher sind die Auswirkungen auf makroskopische Gréflen im Vergleich zum
einfachen Modell inelastischer harter Kugeln vernachlissigbar [57] — aber der
inelastische Kollaps wird dennoch verhindert, weil die daran beteiligten Teilchen

elastisch werden.

Neben dem TC-Modell gibt es noch eine ganze Reihe anderer Modelle, die
den inelastischen Kollaps ebenfalls unterbinden. Den meisten hiervon fehlt es
allerdings an einer soliden physikalische Grundlage [53], weswegen wir uns fiir
das TC-Modell mit ¢, < tg entschieden haben.

4.2 Kinetische Gastheorie

Die kinetische Gastheorie leitet die makroskopischen Eigenschaften von Gasen
mit Hilfe der klassischen Mechanik und der statistischen Physik aus den mikro-
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skopischen Vorgingen her. Ideale Gase wurden von Maxwell [58, 59] und Boltz-
mann [60-62] beschrieben. Enskog und Chapman erweiterten die Gleichungen
um den Impulstransfer und konnten so die Giiltigkeit auf hohere Dichten aus-
dehnen [63, 64].

Wir wihlen hier eine zur Chapman-Enskog-Erweiterung dquivalente Darstel-
lung — den Liouville-Operator-Formalismus [29, 65-68]. Wir skizzieren lediglich
die Herleitung der Gleichungen; fiir Details und die ausfiihrliche Berechnung
der Integrale sei auf die entsprechenden Literaturangaben und den Anhang

verwiesen.

4.2.1 Der Pseudo-Liouville-Operator

Der Liouville- Operator LT ist durch die Poisson-Klammer der Hamiltonfunk-
tion H = Z; o T2 V(rjx) definiert:

= [, ) (4.13)
0

- —zZV] aT - ZZ I <3pk apj> (4.14)

= L§ + L, (4.15)

Da ja %A = {H, A} gilt, hat er die Funktion eines Zeitentwicklungsoperators
und formal ldsst sich auch

A(t) = exp(iLTt) A(0) (4.16)

schreiben.

Der erste Teil £ des Liouville-Operators beschreibt die ungestorte Bewegung
eines Teilchens

L =—1) vV, (4.17)
J

der zweite Teil £

int

beschreibt die Teilchen-Wechselwirkung.
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4.2 Kinetische Gastheorie

Das Harte-Kugel-Gas

Da jedoch beim Harte-Kugel-Gas kein differenzierbares Wechselwirkungspoten-

+ .

tial V vorliegt, nimmt man fiir den Operator £; .:

L o= —z'Zc;k = —iz ViRl O(—vjiti) 6(rj — 2a) (b, — 1) (4.18)

i<k j<k
mit den Geschwindigkeiten v, = v; — vy, den Entfernungen r;;, = |r; —ry| und
den Richtungen t;; = (r; —ry)/rjx. Der Kollisions-Operator by, wirkt dabei auf

die Teilchen j und % und ergibt die entsprechenden Anderungen der betroffenen
Grofen bei der Kollision:

b;rkA(Vj; vi) = A(V';, Vi) (4.19)

Die heavisidesche Sprungfunktion sorgt dafiir, dass nur sich aufeinander zu be-
wegende Teilchen betroffen sind; die Deltafunktion w#hlt nur diejenigen aus,
die sich gerade beriihren. Der Term v -, schliefflich ist die Relativgeschwin-
digkeit der Teilchen; dies spiegelt die Tatsache wider, dass schnelle Teilchen
h&ufiger kollidieren als langsame.

Da der Liouville-Operator mit diesem modifizierten £, nicht mehr selbstad-
jungiert ist, spricht man auch von einem Pseudo-Liouville-Operator [65-68].
Zwischen den Stoflen bewegen sich die Teilchen ungestért und werden durch
L aus Gleichung (4.17) beschrieben. Insgesamt erhilt man also

it =Y "vpvi+ Y ch (4.20)
J

j<k
Mittelwerte und Zeitableitung

Fiir den Ensemble-Mittelwert einer Observablen A gilt:

(A)(t) = / 0T o(0) A(t) = / T o(t) A(0) (4.21)

Dabei ist dI' ein Phasenraumelement und o die Phasenraumdichte mit der Nor-
mierung [ dl'o = 1.
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4  Granulare Gase

Die Zeitableitung lésst sich demnach auch folgendermafien schreiben:

S = / 0 o(0) 5 A1) (4.22)
= / dr Q(O)%exp(iﬁtm(o) (4.23)
- / dr o(0) iCTA(t) (4.24)
= (iL*A)(1) (4.25)

4.2.2 Homogener Zustand

Im Allgemeinen lésst sich die Phasenraumdichte o des Harte-Kugel-Gases nur
ndherungsweise angeben. Unter der Annahme von Homogenitét, Isotropie, mo-
lekularem Chaos und maxwellscher Geschwindigkeitsverteilung gilt jedoch fiir
ein Harte-Kugel-Gas mit N Teilchen der Masse m und den Geschwindigkeiten v;
im D-dimensionalen Volumen V' bei einer granularen Temperatur T' = 2 (E) /D:

B Wi(ry,...,ry) m DN/2 mvjz
ol 1) = J Hj dr;W(ry,...,ry) (27rT(t)> exp <_ Z 2T(t)> (4.26)

J

Dabei ist

1
W(ry,...,ry) =exp <_T Z VHC(Tjk)> (4.27)
j<k
=[] e - 2a) (4.28)
i<k
1 bei Konfigurationen ohne Uberlappung

_ . (4.29)
0  bei Konfigurationen mit Uberlappung.

Mit diesen Annahmen lassen sich nun zahlreiche Observablen analytisch be-
rechnen:
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4.2 Kinetische Gastheorie

Kollisionsfrequenz

So gilt beispielsweise fiir die Kollisionsfrequenz fg pro Teilchen, wenn € die

Gesamtzahl der Kollisionen ist [69]:
2 d¢
2
2 .
= ... (siehe Anhang A.1)

= Dj;al l/gga(l/)\/g
[ Ereay/E @D)
L vgw)/Z (3D)

Dabei ist go, die radiale Paarverteilungsfunktion beim Abstand 2a:

v
920 = 9(20’) = av’2 N2 <Z(5(TZJ - 2a’)>
“ i#j

mit

_ 7P’D B 27 2a (2D)
47(2a)*  (3D)
Freie Weglange

Die mittlere Teilchengeschwindigkeit betrégt

@::<v>:\/¥ =

Daraus ldsst sich nun auch die mittlere freie Weglidnge (g berechnen:

I v a
P fp T 20-072Dygy, (v)

(4.30)
(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)
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4  Granulare Gase

Fiir unendlich verdiinnte Systeme v — 0 und D = 3 erhilt man die mittlere
freie Wegldnge eines idealen Gases in 3D:

a
L = 4.39
b 3\/§V ( )

Spannungstensor

Ebenso lésst sich der Spannungstensor g berechnen [69-71]:

d /1
g:—@<v ij®rj> (4.40)
J
1
== < (L +iLl,) ij ® r]> (4.41)

= ... (siehe Anhang A.2)
NT

— _7i (1 + (1+€)2° *vgs(v)) (4.42)
NT NT V(oq(V 2D
— 1 — = 1(1+¢) 92(v) (D) (4.43)
V=V Wolv)  (3D)
Wie man aufgrund der Isotropie erwartet, ist der Spannungstensor ¢ = —P1

also diagonal und richtungsunabhéngig. Er besteht aus zwei Antellen dem ki-
netischen Anteil NT/V und dem Kollisionsanteil (1 + €)2P "2 v gy, (v)NT/V .

Zustandsgleichung

Mit dem Druck P = —1/D spur(g) erhilt man die dimensionslose Zustands-
gleichung des inelastischen Harte-Kugel-Gases:
PV vga(v)  (2D)

~vp =1+ (1+o) () (3D) (4.44)

Im elastischen Fall € =1 gilt:

ﬂ - 2ugaa(v)  (2D)

NT Avgou(v)  (3D) (4:45)
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4.2 Kinetische Gastheorie

Fiir unendlich verdiinnte Systeme v — 0 ergibt sich die ideale Gasgleichung

PV = NT (4.46)

Paarverteilungsfunktion

Mit der Virialentwicklung PV/NT —1 =3, ¢;v’ kann man im elastischen Fall
€ = 1 nun auBerdem Ndherungslosungen fiir die Virialkoeffizienten ¢; berechnen
und damit die Paarverteilungsfunktion gz, bestimmen. Beispielsweise erhélt
man in 3D [72,73]:

PV

T = LA+ 1002 + 18.36v° + 28.20" + 39.50° + . .. (4.47)
~ L+ ) (0 +3n)" (4.48)
n=1
1-v/2
=144 4.49
+ V(]_ _ l/)3 ( )

Analog dazu kann man auch in 2D vorgehen [74, 75] und erhélt

PV 1-7/16 1 *°
— 142 - — 4.50
NT T ”((1—y)2 64(1—y)4> (4:50)

1—7v/16
~1l4+ 20— 4.51
+2v (e (4.51)
Insgesamt bekommt man damit:
1-7v/16 (2D)

92a(v) = 1@;;;2 (4.52)

(3D)

e

Fiir v — 0 strebt gs(v) — 1. Bei sehr hohen Dichten setzt irgendwann Kris-
tallisation ein, wobei die Virialentwicklung zusammenbricht und die Isotropie
von g(r) verloren geht.

Damit erhélt man nun fiir die Zustandsgleichung des Harte-Kugel-Gases im
Grenzfall € — 1:

PV _ e (@D) (4.53)
NT B 4 1—v/2 3D )
vime o (3D)
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4  Granulare Gase

Abkiihlung

Auch die zeitliche Entwicklung der Gréfen lésst sich auf diese Weise berechnen.

Da ja bei jeder Kollision Energie dissipiert wird, aber keine Energie zugefiihrt

wird, kiihlt das System ab. Fiir die granulare Temperatur 7" := 2 (E) /D gilt

[29]:

—T(t) = (il T(t)) (4.54)
= ... (siehe Anhang A.3)

Af E(O) T3/2

=T , 4.55
D+/T(0) (4.55)
Damit erhilt man:
T(0
(1+3557;)
wobei ti := f5'(0) die anfingliche Enskog-Kollisionszeit ist.
Fiihrt man eine skalierte, dimensionslose Zeit 7 gemafl
t At
= == 4.57
! thom 2D tg (4.57)
ein, so erhilt die Gleichung die einfache Gestalt:
T(0)
T(r) = 4.58
)= 13 (1.55)
Ebenso gilt auch fiir die mittlere kinetische Energie E
E(0)
E(r) = 4.59
)= 17 (4.59)
und den Druck
P(0)
P(r) = : 4.60
)= T30 (4.60)

Mit Hilfe der Gleichungen (4.34), (4.37) und (4.58) erhélt man auBerdem auch
die Abnahme der Kollisionsfrequenz

fx(0)
1+7

fe(T) = (4.61)
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4.2 Kinetische Gastheorie

1072 %, |

1074 ¢ " l

T/T,

Abbildung 4.1: Abkiihlung eines dreidimensionalen granularen Gases (Dichte
v = 0.25) im homogenen Zustand mit N = 512000 Teilchen
und einem Restitutionskoeffizienten € = 0.998.
Die Punkte geben die Simulationsergebnisse wieder; die Kurve
ist Gleichung (4.58).

und der mittleren Geschwindigkeit

o(r) = . (4.62)

Die mittlere Geschwindigkeit sowie die Kollisionsfrequenz nehmen also fiir 7 >

1

1 mit 7! ab, die Temperatur und der Druck mit 7 2. Die mittlere freie Weg-

lange bleibt konstant.
Die Zeitskalierung ist dabei proportional zur Dissipation A. Starke Dissipation
fiihrt zu schneller Abkiihlung, geringe Dissipation zu langsamer Abkiihlung.

Die gute Ubereinstimmung dieser theoretischen Voraussagen mit den Simulati-
onsergebnissen wird durch Abb. 4.1 belegt.
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4  Granulare Gase

All diese Uberlegungen verlieren jedoch ihre Giiltigkeit, wenn die Annahmen
fiir die Herleitung nicht mehr erfiillt sind und beispielsweise Inhomogenititen
ins Spiel kommen — siehe hierzu auch Kapitel 4.4.

4.3 Zustandsgleichung des Harte-Kugel-Gases

In Abb. 4.2 ist die Zustandsgleichung des elastischen Harte-Kugel-Gases zu
sehen. Dabei ist der reduzierte Druck

PV

B = NT 1 (4.63)
iiber dem Volumenanteil v aufgetragen. Deutlich erkennt man, dass die mit
steigendem Volumenanteil monotone Druckzunahme von einem Druckabfall bei
hohen Dichten unterbrochen wird. Dieser riihrt von einem Phaseniibergang von
fluider Phase zu fester Phase her. (Im thermodynamischen Limes N — co und
sehr langsamer Zustandsidnderung erwartet man keinen Druckabfall, sondern
ein Plateau.) Bei v < v; liegt das System in gasférmiger bzw. fliissiger Phase®
vor. Dann setzt bei v; in einzelnen Bereichen Kristallisation ein und fluide
und feste Phase koexistieren miteinander, bis schliefllich bei v > v, das ganze
System eingefroren ist [76-79].

Die Zahlenwerte? fiir v; und v, betragen dabei [80]

foes (20
7 oao  (@3D). (464

3Mangels Wechselwirkung zwischen den Teilchen gibt es keinen klaren Ubergang von
gasformig nach fliissig. Als fliissigen Zustand bezeichnen wir diejenigen Dichten unterhalb
der Kristallisationsdichte, bei denen die freie Weglénge klein gegeniiber der Teilchengrofie
ist; ansonsten sprechen wir vom gasférmigen Zustand.

4Fiir 3D finden sich jedoch auch davon abweichende Zahlenwerte in der Literatur. Unsere
Simulation aus Abb. 4.2 liefert mittels einer Maxwell-Konstruktion die Werte vy = 0.55
und vz = 0.58. Die Abweichungen kénnen aber auch dadurch zustande kommen, dass unser

System zu klein ist oder das Teilchenwachstum immer noch zu schnell erfolgt, vgl. auch
Abb. 4.3.

68



4.3 Zustandsgleichung

1000 ¢

100 ¢

10 ¢

PVINT-1

20 T T / T

0.1

Abbildung 4.2:

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
\

Zustandsgleichung eines dreidimensionalen Harte-Kugel-Gases
mit N = 8000 Teilchen.

Die (sehr dicht liegenden) Punkte sind Simulationsergebnisse;
die Kurven sind durch die Gleichungen (4.66) und (4.67) gege-
ben. Deutlich zu erkennen ist der Druckabfall beim Phaseniiber-
gang sowie die Druckdivergenz in der Ndhe der maximalen Dich-
te.

Das kleine Bild zeigt eine Maxwell-Konstruktion (gleiche FI&-
chen zwischen Datenkurve und Ausgleichsgerade) beim Pha-
seniibergang zwischen v = 0.55 und v = 0.58.

Gewonnen wurden die Daten aus einer Simulation mit sehr lang-
sam wachsenden Kugeln (u,/7 < 107°).

Die Fitparameter in Gleichung (4.67) sind hierbei v,,,4, = 0.683
und ¢j = 1.65.
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4  Granulare Gase

und

o _Jorz D) (4.65)
* loss (3D). '

Unterhalb von v wird der reduzierte Druck ‘B sehr gut durch die Zustandsglei-
chung (4.53) beschrieben:

p= {7 T (4.66)

Fiir sehr hohe Dichten v > v, kann man Ndherungslésungen gewinnen, in-
dem man eine regelmiflige Teilchenanordnung und das den Teilchen dabei
zur Verfiigung stehende freie Volumen betrachtet [81-84]. Man erhilt in ers-
ter Niaherung beispielweise

po_ @y (4.67)

Vmax — V
wobei der Parameter ¢ empirisch zu bestimmen ist.

Die dichteste Packung, die sich mit harten Kugeln iiberhaupt erzielen lésst, ist
ein regelmifBiges Dreiecks- bzw. FCC-Gitter® mit dem Volumenanteil

o _Joor (D) (4.68)
" loma  (3D) '

Fiir ein System ungeordneter Kugeln, erhélt man dagegen lediglich die dichteste

®Dass es sich beim FCC- bzw. HCP-Gitter um die dichteste Kugelpackung handelt, ist
unter Physikern zwar schon seit 400 Jahren bekannt, aber mathematisch nach wie vor
nicht einwandfrei bewiesen. Thomas Hales legte zwar 1998 einen entsprechenden Beweis
vor. Nach fiinfjahrigem Studium sind die Gutachter nun zu dem Schluss gekommen, dass
dieser Beweis hochstwahrscheinlich korrekt ist, sie sich aber nicht in der Lage sehen, die
Richtigkeit mit absoluter Gewissheit festzustellen. Damit gilt das Problem nach wie vor
als offen [85].
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4.4 Clusterbildungs-Instabilitéit

Zufallspackung®

__Josz D) (4.69)
' Joes  (3D) '

Im Experiment erhilt man in der festen Phase meist kleine Kristalle mit zahl-
reichen Defekten und Korngrenzen. Die maximale Dichte nimmt daher Werte
an, die zwischen diesen beiden Extremen v,y und v, liegen. Je nachdem wie
das System préapariert wurde, sollte man daher die maximale Dichte v,,,, in
Gleichung (4.67) eventuell auch als freien Fitparameter betrachten.

4.3.1 Ratenabhingigkeit des Drucks

In Abb. 4.3 ist die Abhéngigkeit der Simulationsergebnisse von der Wachstums-
rate u, aufgetragen. Die Bezugsgrofe v 4 ist dabei die mittlere Geschwindigkeit
bei der Dichte v = 0.4. Weil die Energie bei den St68en nicht erhalten bleibt —
vgl. hierzu Gleichung (2.17) —, gilt vg¢ > vg.4.

Man erkennt, dass bei zu schnellem Wachstum der tatsdchliche Druck hoher
liegt als der theoretische Wert, da das System nicht geniigend Zeit hat, den
Zustand mit der geringsten freien Energie zu erreichen. Entsprechendes gilt bei
schrumpfenden Teilchen mit umgekehrtem Vorzeichen.

4.4 Clusterbildungs-Instabilitat

In Kapitel 4.2 haben wir einige Aussagen iiber den homogenen Zustand von
granularen Gasen gewonnen. Nun zeigt sich aber, dass der homogene Zustand
in der Regel instabil ist und sich stattdessen dichte Cluster von Teilchen bilden
(sieche Abb. 4.4).

5Der Begriff dichteste Zufallspackung ist mathematisch nicht sauber definiert, aber trotz-

dem gebréuchlich. Die tatséchlichen Werte, die man fiir v, erhélt, hingen damit auch
vom genauen Verfahren ab, mit dem sie gewonnen wurden. Den Versuch einer saubereren
Definition fiir vy¢, findet man in [86].
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Abbildung 4.3: Reduzierter Druck in Abhingigkeit von der Wachstums- bzw.
Schrumpfungsrate u, /vy 4. Eingezeichnet sind fiir jede Rate zwei
Zweige: zum einen fiir wachsende Teilchen von v = 0.4 bis
v = 0.6, zum anderen fiir schrumpfende Teilchen wieder zuriick
bis v = 0.4. Wachsende Teilchen iiberschreiten den theoreti-
schen Wert (durchgezogene Linie), schrumpfende Teilchen un-
terschreiten ihn.

Dies ldsst sich folgendermaflen verstehen: Wenn sich in einem Gebiet durch
zufillige Dichte-Fluktuationen mehr Teilchen aufhalten als in einem anderen,
steigt infolgedessen dort auch die Kollisionsfrequenz an. Wegen der Inelastizitit
der Kollisionen wird nun in diesem Gebiet mehr Energie dissipiert und die
granulare Temperatur sinkt lokal ab. Damit nimmt dort auch der Druck ab. Der
sich daraus ergebende Druckgradient zwischen verschiedenen Gebieten sorgt
nun dafiir, dass noch mehr Teilchen in das Gebiet mit hoherer Dichte stromen,
was zu weiterer Abkiihlung und weiterem Druckabfall fiihrt, bis sich schliefilich
die Teilchencluster bilden.

Dies alles setzt lediglich voraus, dass die Clusterbildung schneller ablduft als die
hydrodynamischen Prozesse, die die Teilchenanhédufung zerstreuen. Eine lineare
Stabilitdtsanalyse der hydrodynamischen Bewegungsgleichungen zeigt, dass die
Fluktuationen umso langsamer zerfallen, je grofler ihre Lingenskala ist [27,87].

72



4.4 Clusterbildungs-Instabilitéit

Abbildung 4.4: Momentaufnahme eines dreidimensionalen System mit ca. 5-10°
Teilchen, einem Volumenanteil von v = 0.25 und einem Resti-
tutionskoeffizienten € = 0.3 nach ldngerer Simulationsdauer.
Die Helligkeit der Teilchen kennzeichnet die Anzahl der Teil-
chenkollisionen. Dunkle Teilchen haben bis zum Zeitpunkt der
Momentaufnahme wenige Kollisionen erlitten, helle Teilchen
viele.

Man erkennt deutlich die erhohte Kollisionsfrequenz in den Ge-
bieten mit vielen Teilchen.
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4  Granulare Gase

Das bedeutet, der homogene Zustand ist gegeniiber Stérungsmoden oberhalb
einer gewissen Wellenlidnge instabil. Wenn das System grof3 genug ist, um eine
solche Mode zuzulassen, kommt es also zur Clusterbildung.”

Das Voranschreiten des Clusterwachstums selbst lisst sich auf diese Weise nicht
untersuchen, da die linearisierten Gleichungen mit zunehmenden Abweichungen
vom homogenen Zustand ihre Giiltigkeit verlieren. Aber die kritischen Parame-
ter, bei denen der homogene Zustand instabil wird, lassen sich abschétzen. Fiir
eine ausfiihrliche Stabilitdtsanalyse sei auf Anhang B verwiesen.

Es zeigt sich, dass Clusterbildung immer genau dann auftritt, wenn die Sys-
temgrofle L, die Dichte v und die Dissipation A ausreichend grof sind [87,90].
Wir konnen also eine kritische Dissipation A wieder mit Hilfe der optischen
Tiefe l,p; angeben und erhalten:

Aad =1~— 6?1 (470)
~ ... (siehe Anhang B)
D 2 2 3
__(D+ )29_17;— (4.71)
3
£ (D)
=3t (4.72)
19212 (3D)

opt

Clusterbildung tritt also nur auf, wenn A > A ist. Oder anders ausgedriickt:
Fiir geringe optische Tiefen ist auch bei starker Dissipation keine Clusterbildung
mehr moglich.

Dariiber hinaus kann jedoch auch noch eine Schermode instabil werden. Diese
Instabilitédt tritt schon bei

2 ( 2m 2
Adp X — | — | , 4.73
" Mo (VhL> (473)

"Es ist denkbar, dass derartige Mechanismen beispielsweise auch bei der Planeten- oder
Sternentstehung aus interstellaren Staubwolken und bei der Bildung planetarer Ringe eine
Rolle spielen [27, 88, 89].
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also
D+2 7
Ash X 55— (4.74)
D22P-2 2
3
# (2D)
=9 o (4.75)
14412 (3D)

auf. Sie fiihrt aber lediglich zu einer Scherstrémung und nicht zu Dichte- und
Temperaturschwankungen.

Insgesamt erhélt man also fiir sehr schwache Dissipation A < Ay, einen stabi-
len homogenen Zustand. Im schmalen Bereich Ay, < A < Ay bildet sich eine
Scherstromung, aber Dichte und Temperatur bleiben homogen.? Fiir A\ > \y
schlieBlich kommt es zum Clusterwachstum.

Im numerischen Experiment zeigt sich, dass die Ubergiinge zwischen homoge-
nem Regime und Cluster-Regime flieflend sind. Jedoch liefert Gleichung (4.72)
zumindest die richtige Grofenordnung. So ergab beispielsweise eine Reihe von
3D-Simulationen mit L/2a = 10%, v = 0.25 und demzufolge lopt = 25 und
Aad ~ 6-1073 fiir A =~ 4-102% < Ay keine Hinweise auf Clusterbildung, fiir
A~ 4-1072 > )\, dagegen schon. Vergleiche hierzu auch die zahlreichen Schau-
bilder in Kapitel 5.

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir einleitend zunichst einen Uberblick iiber die kom-
plexe Phanomenologie granularer Medien gegeben. In Abh#ngigkeit von der
Dichte #dhnelt deren Verhalten den thermodynamischen Aggregatszustinden
gasformig, fliissig und fest, von denen uns in dieser Arbeit in erster Linie der
gasformige interessieren soll, also derjenige Zustand, dessen Dynamik durch
Teilchenkollisionen bestimmt wird.

8Da der Bereich der Scherstromung bei hoher optischer Tiefe nur einen sehr schmalen Be-
reich von Restitutionskoeffizienten umfasst und die meisten Gréfen dabei ohnehin homogen
bleiben, behandeln wir ihn im Folgenden einfach als Teil des homogenen Regimes. Fiir eine
weiter gehende Untersuchung siehe beispielsweise [27,47].
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Als granulares Gas bezeichnen wir solch ein System, wenn die Dichte deutlich
unterhalb des Phaseniibergangs zum festen Zustand liegt, aber sich anderer-
seits auch signifikant vom idealen Gas unterscheidet, also nicht zu gering wird.
Wesentlich ist auflerdem der dissipative Charakter der Dynamik.

Wir haben festgestellt, dass eine Reduktion des Modells auf die wesentlichen
Kernaspekte sinnvoll ist, um allgemeine Aussagen zu gewinnen. Daher haben
wir als Modellsystem ein einfaches, monodisperses Harte-Kugel-Gas gewéahlt.
Die wesentlichen Systemparameter sind dabei die Dichte v und der Restituti-
onskoeffizient €. Um ein Artefakt dieser Idealisierung — den inelastischen Kol-
laps — zu umgehen, miissen wir eine geringfiigige Modifikation der Dynamik
vornehmen, die fiir effektive Mehrteilchenkollisionen die Dissipation verringert.
Dieses so genannte TC-Modell verdndert dabei das makroskopische Verhalten
nur unwesentlich.

Analog zum Liouville-Operator der klassischen kinetischen Gastheorie kénnen
wir einen (Pseudo-)Liouville-Operator fiir das Harte-Kugel-Gas einfiihren und
mit diesem zu einer umfassenden Beschreibung des homogenen Zustands gra-
nularer Gase gelangen. Die wichtigsten Ergebnisse sind die Zustandsgleichung
P ~ (1 + €)rge,(v) und die Abkiihlung gemifl T'(7) ~ P(7) ~ (1 +7) 2.

Der homogene Zustand ist bei einem granularen Gas jedoch nur fiir € ~ 1 stabil.
Ansonsten setzt Clusterbildung ein, komplexe Strukturen bilden sich und die
Dynamik weicht von der des homogenen Zustands ab. Diesem Verhalten soll
im néchsten Kapitel ausfiihrlich nachgegangen werden.
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5 Clusterwachstum

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, lisst sich zwar die Bildung von Teil-
chenclustern in einem granularen Gas mit theoretischen Konzepten verstehen.
Zur Beschreibung des Clusterwachstums sind diese allerdings nicht ausreichend.
Um weiter gehende Ergebnisse zu gewinnen, sind daher Experimente nétig und
da es sich bei unserem System ja um ein stark idealisiertes Modell handelt, sind
numerische Experimente die erste Wahl [5].

Bisherige Untersuchungen [91-97] wurden meist in zwei Dimensionen durch-
gefiihrt. Tatséchlich zeigen dreidimensionale granulare Gase gegeniiber zweidi-
mensionalen jedoch charakteristische Unterschiede, die im Folgenden besonders
herausgestellt werden sollen.

Einen ersten Eindruck vom Ablauf des Clusterwachstum vermitteln am besten
einige Bilder, siehe dazu Abb. 5.1.

Man erkennt, wie sich aus einem zun#chst homogenen System aufgrund des
in Kapitel 4.4 geschilderten Mechanismus aus zufélligen Fluktuationen Cluster
entwickeln, die immer weiter wachsen, bis sie schliefllich Systemgrofie erreicht
haben. Diese Strukturen und deren Entwicklung sollen in diesem Kapitel de-
tailliert untersucht werden.

Der Cluster-Entstehung liegt ein Zusammenwirken von Temperatur- und Dich-
tefluktuationen zu Grunde. Daher beschiftigen wir uns zunéchst in Kap. 5.1
mit der Temperatur und dann in Kap. 5.2 mit der Dichte und damit zusam-
menhédngenden Groflen. Anschlieflend geben wir in Kap. 5.3 noch einen Einblick
in die Dynamik der Clusterpopulationen und fassen die Ergebnisse in Kap. 5.4
zusaminen.
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5 Clusterwachstum

Abbildung 5.1: Schnappschiisse vom Clusterwachstum in einem zweidimensio-
nalen granularen Gas (¢ = 0.5) mit N = 10° Teilchen zu den
Zeiten 7 = 1 (links oben), 7 = 40 (rechts oben), 7 = 400 (links
unten) und 7 = 10000 (rechts unten).
Helle Bildpunkt entsprechen Teilchen, die seit Beginn der Si-
mulation wenige Kollisionen erlitten haben, dunkle Punkte ent-
sprechen Teilchen mit vielen Kollisionen und weifle Bereiche
entsprechen Gebieten ohne Teilchen.
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5.1 Abkiihlung

5.1 Abkiihlung

Eine theoretische Beschreibung des homogenen Zustands von granularen Ga-
sen (siehe Kap. 4.2.2) sagt eine Abkiihlung voraus, die der universellen Kurve
T (1) ~ (1+7) 2 folgt. Die Simulationsparameter haben dabei lediglich Einfluss
auf die Zeitskala 7. Nun ist ja der homogene Zustand nur fiir € > €. stabil. Aber
auch fiir kleinere Restitutionskoeffizienten e erwarten wir ein dhnliches Verhal-
ten, solange die Inhomogenitéten noch klein sind.

Fiir den weiteren Verlauf miissen wir auf Computersimulationen und deren In-
terpretation zuriickgreifen. Zunichst einmal sollen die verschiedenen Simulati-
onsergebnisse in den Kapiteln 5.1.1 bis 5.1.4 zusammengefasst und anschlieflend
in Kapitel 5.1.5 diskutiert werden.

5.1.1 Kinetische Energie

Die Abnahme der Temperatur bzw. der mittleren kinetischen Energie F fiir ver-
schiedene Restitutionskoeffizienten € ist in Abb. 5.2 aufgetragen. Man erkennt
deutlich, dass alle Kurven zunéchst dem vorhergesagten homogenen Verlauf fol-
gen. Fiir kleine Restitutionskoeffizienten e (und damit hohe Dissipation \) sind
die Abweichungen vom theoretischen Wert schon bei 7 2 1 sichtbar. Kurven
mit kleinerem € folgen dem homogenen Verlauf ldnger und fiir € > €. schliellich

fiir immer.

Den weiteren Verlauf der Datenkurven erkennt man am besten, wenn man von
der Auftragung iiber die skalierte Zeit 7 wieder zur realen Zeit ¢ zuriickgeht, sie-
he Abb. 5.3. Hier sind jetzt nur diejenigen Kurven beriicksichtigt, die unterhalb

von €. liegen.

Wenn das Clusterwachstum einsetzt, weichen die Kurven vom homogenen Ver-
lauf

(5.1)

ab.
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Abbildung 5.2: Abfall der kinetischen Energie E mit der skalierten Zeit 7 in
einem granularen Gas der Dichte v = 0.25 bei verschiedenen
Restitutionskoeffizienten e im Vergleich zu den theoretischen
Vorhersagen (1 +7)~! und (1 +7)72.

Die Kurve mit ¢ = 0.998 liegt jenseits von €, und féllt mit
(1+ 7) 2 zusammen.

(links) 2D-System mit 10° Teilchen.

(rechts) 3D-System mit 5 - 105 Teilchen.
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Abbildung 5.3: Abfall der kinetischen Energie E' mit der unskalierten Zeit ¢.
Die durchgezogenen Kurven sind Gleichung (5.2) und (5.3) so-
wie der theoretische Wert fiir € = 0.
(links) 2D-System mit 10° Teilchen.
(rechts) 3D-System mit 5 - 105 Teilchen.

80



5.1 Abkiihlung

Alle Kurven néhern sich stattdessen einem asymptotischen Verlauf

E(0)

Pl = T 4y

(5.2)

wobel tg, & Sty und « ~ 1 ist.!

Wenn das Wachstum der Inhomogenitéiten abgeschlossen ist, die Cluster also
Systemgrofe erreicht haben, folgt der Energieabfall wieder einer Potenz t 2,
dhnlich wie im homogenen Zustand.? Denn die Temperaturverliufe sollten ja
von der Dissipationsstirke monoton abhéngig sein, das heifft die Datenkurven
schneiden sich nicht.

Da alle Kurven fiir A > A sich demselben Endverlauf anndhern, Kurven mit
A < A\ aber E(t) ~ (1 4+ At/2Dtg) folgen, konnen wir mit Hilfe des Grenzfalls
Aa den asymptotischen Verlauf bestimmen:

E(0)

Fot(t) = m

(5.3)

mit tgy = 2D tg/Ad.

Der Ubergang vom homogenem Regime zum Clusterwachstums-Regime findet
demnach bei t 2 ty,

t2 2D?
the & 292 = “—tp > 2Dty (5.4)
tw A

statt, der Ubergang zum Sittigungsregime bei ¢ < t.

t2 2D?
les R == )\—QtE ~ lgpttE : (55)
cl

grw

Dies sind auch die Schnittpunkte der durchgezogenen Linien in Abb. 5.3. Man
erkennt, dass diese Werte nur die ungefdhre Groflenordnung wiedergeben, der

'In 2D ist die Ubereinstimmung mit o = 1 sehr gut, vergleiche auch [94]. In 3D ergibt ein
Fit @ = 1.1£0.1. Dies ist ebenfalls konsistent mit & = 1, aber nicht mit dem Wert o = D/2
aus [98,99].

2Bei den abgebildeten 2D-Daten sind die Simulationsdauern teilweise allerdings zu kurz
bzw. die Teilchenzahlen zu grof}, um dieses Verhalten beobachten zu kénnen. Bei weiteren
Simulationen mit weniger Teilchen ist der t~2-Abfall jedoch ebenfalls deutlich zu sehen.
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tatsichliche Ubergang ist flieBender Natur. Eine wirklich systematische Unter-
suchung der Ubergangszeiten konnten wir daher auch nicht durchfiihren.

Mit Hilfe der skalierten Zeit 7 ausgedriickt lauten die ungefihren Ubergangs-

zeiten:
D2
The — 7 (56)
D2\
Tes = ——5— (5.7)
A%

5.1.2 Kollisionsfrequenz

Ebenso wie bei der kinetischen Energie kann man auch beim Verlauf der Kolli-
sionsfrequenz deutlich drei Bereiche voneinander unterscheiden: siehe Abb. 5.4.
Zunéchst folgen die Kurven der Vorhersage fiir homogene Systeme

_ fe(0)

ful(r) = 1477

(5.8)

Dann — beim Einsatz des Clusterwachstums nimmt die Kollisionsfrequenz lang-
samer ab oder bei starker Dissipation zeitweise sogar zu. Dieser Ubergang ist
sogar noch deutlicher und schon etwas friiher sichtbar als bei der kinetischen
Energie. Auflerdem beginnt die Kollisionsfrequenz auch noch stark zu fluktuie-
ren.

SchlieBlich beim Ubergang zum Sittigungsregime folgt die Vorhersage wieder
ungefihr dem 7 !-Verlauf, wenngleich nach wie vor starke Fluktuationen zu
erkennen sind.

Auch hier ist es wieder instruktiv, ebenfalls die unskalierte Zeit ¢ zu betrach-
ten (siehe Abb. 5.5). Sobald die Kurven vom homogenen Fall abweichen, der
ja fiir starke Dissipation einen schnelleren Abfall vorhersagt, kehrt sich dieses
Verhiltnis um und starke Dissipation fiihrt gar zu einem Anstieg der Kollisions-
frequenz. Daher kreuzen sich die Datenkurven und zeigen im Clusterwachstums-
Regime einen uniibersichtlichen Verlauf. Auf lingerer Zeitskala ndhern sie sich
dann wieder dem asymptotischen Wert fiir € = ¢, an.
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Abbildung 5.4: Abfall der Kollisionsfrequenz fr mit der skalierten Zeit 7 in
einem granularen Gas der Dichte v = 0.25 bei verschiedenen
Restitutionskoeffizienten € im Vergleich zu theoretischen Vor-
hersagen.

Die Kurve mit € = 0.998 liegt jenseits von €. und folgt (1+7) 1.
(links) 2D-System mit 10° Teilchen.
(rechts) 3D-System mit 5 - 10° Teilchen.
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Abbildung 5.5: Abfall der Kollisionsfrequenz fr mit der unskalierten Zeit ¢.
Die durchgezogenen Linien sind die theoretischen Werte fiir € =
0 und € = ¢.
(links) 2D-System mit 10° Teilchen.
(rechts) 3D-System mit 5 - 10° Teilchen.
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Abbildung 5.6: Mittlere freie Wegléinge [ iiber skalierte Zeit 7 in einem granu-
laren Gas bei verschiedenen Restitutionskoeffizienten e. Bei der
vorliegenden Dichte v = 0.25 liegt die mittlere freie Weglédnge
anfangs in der Groflenordnung der Teilchenradien a.

Die durchgezogene Linie ist der theoretische Wert fiir den ho-
mogenen Fall.

(links) 2D-System mit 10° Teilchen.

(rechts) 3D-System mit 5 - 10° Teilchen.

5.1.3 Freie Weglange

Aus den Daten fiir die kinetische Energie und die Kollisionsfrequenz lésst sich
unter der Annahme maxwellscher Geschwindigkeitsverteilung nun auch noch
die mittlere freie Weglidnge berechnen:

1o(r) = D 5.9)

Fiir das homogene Regime erwarten wir einen konstanten Verlauf. Wie Abb. 5.6
zeigt, ist dies fiir alle Kurven zumindest bis zum Zeitpunkt 7 ~ 1 auch gut
erfiillt, dann wéchst fiir die meisten Kurven die freie Weglidnge leicht an, um
anschliefend stark abzusinken und schlieflich wieder in einen mehr oder weniger
konstanten Verlauf zu miinden. Bei Werten € > €, bleibt die freie Weglinge
erwartungsgeméifl konstant.
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p(v)
p(v)

0 5 10 15 20 0 0.0005 0.001 0.0015

Abbildung 5.7: Geschwindigkeitsverteilung p(v) in semi-logarithmischer Auf-
tragung iiber v2. Die Punkte sind Messwerte fiir die Geschwin-
digkeitskomponenten in unterschiedlichen Raumrichtungen. Die
Gerade ist die gaufische Normalverteilung.

(links) Verteilung bei Simulationsbeginn.
(rechts) Verteilung bei Simulationsende fiir € = 0.3.

5.1.4 Geschwindigkeitsprofil

In Abb. 5.7 ist die Geschwindigkeitsverteilung fiir ein granulares Gas aufge-
tragen. Bei Simulationsbeginn ist diese isotrop und gaufiverteilt. Nachdem sich
Cluster gebildet haben, ist auch die Geschwindigkeit inhomogen und anisotrop
und weicht deutlich von der Normalverteilung ab.

Solange sich nur kleine Cluster gebildet haben, ist die Abweichung von der
Normalverteilung in der Regel vernachléssigbar, sodass die Berechnungen fiir
die freie Wegldnge im letzten Kapitel trotzdem anndhernd giiltig bleiben.

Die Abweichung von der Isotropie bei stérkerer Clusterbildung ist auch in
Abb. 5.8 zu erkennen. Dort sieht man, dass die Teilchengeschwindigkeiten in
den Clustern praktisch parallel zueinander sind, wihrend die relativen Teilchen-
geschwindigkeiten sehr klein sind.

Die Ursache hierfiir ist, dass die lokalen Teilchenfluktuationen ja aufgrund der
Kollisionen in den Clustern schnell dissipiert werden. Daher nehmen die Fluk-
tuationen schneller ab, als die Geschwindigkeiten selbst. Die relative Abnahme
der lokalen Fluktuationen folgt dabei Av/v ~ t=/4 [94].
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5 Clusterwachstum

Abbildung 5.8: Momentaufnahme der Geschwindigkeitsvektoren der N = 10*
Teilchen in einem zweidimensionalen System mit einer Dichte

v = 0.25 und einem Restitutionskoeflizienten ¢ = 0.5.
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5.1.5 Diskussion

Beim Abkiihlen eines granularen Gases kann man deutlich drei Phasen unter-
scheiden. Zunichst befindet sich das Gas im homogenen Zustand. Die Abnahme
der Temperatur und Kollisionsfrequenz folgt den Vorhersagen der kinetischen
Theorie und alle Datenreihen lassen sich mittels Zeitskalierung auf eine einzige
Kurve abbilden: T'(7)/T(0) = (1 + 7)~2. Wenn die Dissipation sehr klein ist
(A < Aa), verbleibt das System in diesem Zustand.

Ansonsten bildet das System Inhomogenititen aus, die nach einer Zeitdauer
the ~ A2 bzw. T ~ A1 so weit angewachsen sind, dass sie signifikante Abwei-
chungen vom homogenen Verlauf ergeben. Augenfillig wird diese Abweichung
zunéchst bei der Kollisionsfrequenz, die bei starker Dissipation zeitweise so-
gar ansteigen kann und stetig wachsende Fluktuationen zeigt. Sichtbar sind die
Inhomogenitéiten auch in der mittleren freien Weglénge und der Geschwindig-
keitsverteilung. Und auch die Temperatur sinkt langsamer ab, ndmlich nur noch
mit 7!, Dabei streben alle Kurven unabhiingig von der Stiirke der Dissipation
(A < Aa vorausgesetzt) demselben Temperaturverlauf zu.

4

opts die also stark von der Teilchenzahl

Schliefilich nach einer Zeitdauer . ~ [
und der Dichte abhéngt, sind die Inhomogenititen auf Systemgrofle angewach-
sen. Nach wie vor sind starke Fluktuationen in der Kollisionsfrequenz und der
mittleren freien Weglénge sowie Anisotropie in der Geschwindigkeitsverteilung
zu beobachten. Aber im Grofien und Ganzen dhnelt der Verlauf der Abkiihlung
dem homogenen Verlauf von \.. Mit der Kollisionsfrequenz verhélt es sich dhn-
lich, wenngleich hier die Anndherung an den asymptotischen Verlauf weniger

deutlich ausgeprigt ist und mehr Zeit erfordert.

Der Grund fiir die starken Fluktuationen mit deutlichen Spitzen in der Kol-
lisionsfrequenz und davon abgeleiteten Groflen ist die Kollision von Teilchen-
clustern mit anderen Teilchenclustern, bei denen ja zahlreiche einzelne Stofle
stattfinden. Damit steigt dann kurzfristig die Kollisionsfrequenz stark an.

Wenn das System von Clustern dominiert wird, wird auflerdem auch der Resti-
tutionskoeffizient fiir Teilchen-Teilchen-Kollisionen immer unwichtiger. Denn
bei einer Kollision mit einem (ruhenden) Cluster wird praktisch die gesamte
kinetische Energie des einfallenden Objekts iiber zahlreiche Einzelkollisionen
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dissipiert. Daher zeigt das System in diesem Stadium keine Abhéngigkeit mehr
von der Stirke der Dissipation.

Dass die Temperatur wihrend des Clusterwachstums langsamer absinkt als in
einem homogenen System, hingt damit zusammen, dass sich wihrend des Clus-
terwachstums die freie Weglédnge und die Relativgeschwindigkeiten der Teilchen
fiir freie und Cluster-Teilchen sehr unterschiedlich entwickeln. Fiir die freien
Teilchen wiichst die freie Weglénge aufgrund der sinkenden Dichte an, fiir die
Cluster-Teilchen sinkt sie ab. Da die Temperatur der freien Teilchen hoher ist
als diejenige der Cluster-Teilchen, ergibt dies im Durchschnitt eine geringere
Temperaturabnahme als sie ein homogenes System zeigen wiirde.

5.2 Teilchencluster

In diesem Kapitel wollen wir uns nun mit den Dichtefluktuationen und den da-
mit zusammenhingenden Groflen beschiftigen. Dazu werden wir auch Mafe fiir
die Clusterbildung einfiihren, um den Prozess besser beschreiben und verstehen
zu konnen.

5.2.1 Dichteprofil

Ein Beispiel fiir die rdumliche Dichteverteilung in einem dreidimensionalen gra-
nularen Gas, nachdem sich grofie Cluster gebildet haben, sieht man in Abb. 5.9.
Auf den ersten Blick sehen die Strukturen, die sich dabei in zwei und drei Di-
mensionen bilden, dhnlich aus, vergleiche beispielsweise Abb. 4.4 und Abb. 5.1.

Bei genauerer Untersuchung des Dichteprofils (siehe Abb. 5.10) erkennt man
jedoch charakteristische Unterschiede zwischen 2D und 3D. Beispielhaft sind
hier Dichteprofile bei hoher Dissipation aufgetragen, wo ja die Inhomogenititen
besonders stark ausgepréigt sind.

In zwei Dimensionen erhilt man eine Dichteverteilung mit zwei Maxima. Ein
sehr ausgeprégtes bei ¥ = 0 und ein schwécheres bei v & v,¢,. Ein deutlicher
Anteil der Verteilung liegt dabei im Bereich v ... vy, Mit anderen Worten
— die Strukturen die beim Clusterwachstum entstehen sind sehr klar. Es gibt
groflere Bereiche, in denen sich praktisch keine Teilchen mehr befinden und
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Abbildung 5.9: Momentaufnahme der Dichtevariationen in einem dreidimen-

sionalen System mit ca. 5 - 10° Teilchen, einem Volumenanteil
von v = (.25 und einem Restitutionskoeffizienten ¢ = 0.3 nach
langerer Simulationsdauer.
Jede Kugel reprisentiert einen lokalen Bereich mit durchschnitt-
lich 40 Teilchen. Die Grofle der Kugeln ist proportional zur
Dichte; sehr kleine Kugeln (die sehr geringer Dichte entspre-
chen) wurden ganz weggelassen.
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Abbildung 5.10: Dichteverteilung in einem granularen Gas mit der durch-
schnittlichen Dichte v = 0.25 nach erfolgter Clusterbildung
(durchgezogene Kurve). Zum Vergleich ist auch die Dichtever-
teilung bei Simulationsbeginn (gestrichelte Kurve) mit einge-
zeichnet.
(links) zweidimensionales System mit A = 0.96 (e = 0.2)
(rechts) dreidimensionales System mit A = 0.91 (¢ = 0.3)

Bereiche, in denen die Teilchen so dicht gepackt sind, dass sie sich im festen
Zustand befinden (siehe auch Abb. 5.11).

Dagegen weist die Dichteverteilung in drei Dimensionen keine klaren Strukturen
auf. Die Dichteverteilung schwankt praktisch {iber den gesamten Verlauf0... vy
nicht mehr als um einen Faktor 2. Fiiir hohere Dichten sinkt sie dann sehr schnell
auf Null ab, sodass sich nur ein verschwindender Anteil der Verteilung oberhalb
von v, befindet. Dies bedeutet, dass die entstehenden Teilchencluster hier viel
verwaschener sind und sich dabei auch praktisch keine nennenswerten Bereiche
im festen Zustand befinden.

Ein entsprechendes Verhalten beobachtet man auch bei anderen Restitutions-
koeffizienten €, anderen mittleren Dichten v und anderen Teilchenzahlen N.

Betrachtet man den zeitlichen Verlauf der Dichteverteilung (siche Abb. 5.12)
so erkennt man wieder deutlich die drei Bereiche der zeitlichen Entwicklung:
Zunichst der homogene Zustand, in dem nur geringe Variationen der Dichte
um den Mittelwert zu erkennen sind. Dann der Bereich des Clusterwachstums,
in dem die Variationen stark anwachsen, bis sie das gesamte Dichte-Spektrum
0...Vmax in 2D bzw. 0...v, in 3D abdecken. Schlieflich das Sittigungsregime,
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Abbildung 5.11: Momentaufnahme einer typischen Teilchenkonfiguration in ei-
nem zweidimensionalen Cluster in einem System mit einem
Restitutionskoeffizienten von € = 0.5. Die Packungsdichte liegt
gebietsweise nahe der dichtesten Kugelpackung.

in dem es zwar relativ starke Fluktuationen gibt, sich davon abgesehen aber
keine groBeren Anderungen mehr an dieser Dichteverteilung ergeben.

5.2.2 Paarverteilungsfunktion

Die radiale Paarverteilungsfunktion

o) = Nyt <Z S(ri — 2a>> (5.10)

(]
fiir zwei- und dreidimensionale granulare Gase ist in Abb. 5.13 zu sehen. Da sich
die Teilchen nicht ndher als 2a kommen kénnen, ist natiirlich g(r < 2a) = 0.
Beim Abstand 2a ist g(2a) fiir den homogenen Fall (in der Abbildung bei ¢t = 0)
durch Gleichung (4.52) gegeben. Diese liefert fiir die gegebenen Simulationspa-

rameter ¢(2a) = 1.6 in 2D und ¢(2a) = 2.1 in 3D. Fiir r — oo erwartet man
g(r) — 1 aufgrund der Normierung.

91



5 Clusterwachstum

06 T T T T

05

04

f
0.2 —\/y/w:

0.1

Abbildung 5.12: Quantile der Dichteverteilung eines dreidimensionalen Systems
mit der durchschnittlichen Dichte v = 0.25 bei einem Resti-
tutionskoeffizienten ¢ = 0.9 im zeitlichen Verlauf. Die Linien
geben die Werte an, unterhalb deren 1%, 10%, 25%, 50%, 75%,
90% und 99% der Dichteverteilung liegen.

Wie man der Abbildung entnehmen kann, entsprechen die Simulationsergeb-
nisse fiir den homogenen Zustand dieser Vorhersage. Fiir g(2a) erhilt man die
berechneten Werte und fiir » > 5a ist praktisch keine Korrelation mehr zu er-
kennen. Durch die dissipativen Kollisionen nimmt die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit zwischen 2a und 3a mit zunehmender Simulationsdauer stark zu. Fiir
r > ba erhilt man aber weiterhin g(r) & 1, solange die Clusterbildung noch
nicht eingesetzt hat. Dann jedoch beobachtet man ein starkes Anwachsen von
g(r), das seine Ursache in den Zusammenballungen der Teilchen zu Clustern
hat. In diesem Stadium erkennt man auflerdem deutliche Unterschiede zwischen
2D und 3D. In zwei Dimensionen kann man sehr klar die Peaks des Kristall-
gitters erkennen, wihrend in drei Dimensionen praktisch keine lokale Ordnung

fiir » > 5a zu erkennen ist.
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Abbildung 5.13: Paarverteilungsfunktion eines granularen Gases der Dichte v =
0.25 bei t = 0 (oben), t & t,, (Mitte) und ¢ > ;. (unten).
(links) zweidimensionales System mit A = 0.96 (¢ = 0.2)
(rechts) dreidimensionales System mit A = 0.91 (e = 0.3)
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5.2.3 ClustergroBen

Wie wir in den vorhergehenden Kapiteln gesehen haben, ballen sich die Teil-
chen im Verlauf der Zeit zu Clustern zusammen. Diese Strukturen sind in zwei
Dimensionen klarer ausgepréigt als in drei Dimensionen, nichtsdestotrotz auch
in 3D deutlich zu erkennen. Jedoch haben wir uns bei der Zuordnung der Teil-
chen zu Clustern bisher auf den bloflen Augenschein verlassen und keine klare
Definition dafiir aufgestellt.

Definitionen

Da sich die Teilchen nur verschwindend kurze Zeit beriihren und sich ansonsten

allenfalls nahe beieinander aufhalten, fassen wir unsere Definition dementspre-
chend ab:

Ein Teilchen gehort genau dann zu einem Cluster, wenn sein Abstand zu min-

destens einem Teilchen dieses Clusters kleiner als ¢ ist.

0 sollte dabei etwa in der Gré8enordnung des typischen Teilchenabstands in
einem Cluster liegen. Der genaue numerische Wert ist aber zunéchst einmal
beliebig und ergibt bei sinnvoller Wahl fiir die folgenden Ergebnisse auch keine
qualitativen Unterschiede. Eine Betrachtung der mittleren Teilchenabsténde,
mittleren freien Wegléngen, Dichteverteilungen und Paarkorrelationsfunktionen
(siehe dazu auch Kap. 5.2.1 und Kap. 5.2.2) legt nahe, ¢ in der GréBenordnung
von 10% des Teilchendurchmessers zu wihlen. Denn damit werden Gebiete mit
einer lokalen Dichte v/, = 1.1P zuverlissig als Teil eines Clusters erkannt.
Bei einem kleineren 6 werden Cluster teilweise nicht als solche identifiziert,
ein grofleres ¢ ist allenfalls bei geringerer Dichte sinnvoll, ansonsten werden
die nicht clusterbildenden Teilchen nicht als solche erkannt. Im Folgenden gilt
daher immer

§/2a:=0.1. (5.11)

Mit dieser Definition erhalten wir nun eine Verteilung von Teilchenclustern der
Groéfle s = 1 bis s = N,, wobei wir die Cluster der Groéfle s = 1 auch als freie
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Teilchen bezeichnen. Um diese Verteilung zu untersuchen, definieren wir die
k-ten Momente der Clustergrofenverteilung

1
My, = Zskns, (5.12)

Ntot A

wobei ng die Anzahl der Cluster der Gréfle s und ny, = Y, ns die Gesamt-
zahl der Cluster ist. Damit ist beispielsweise das 0. Moment M, = 1 und das
1. Moment M; =) sng/ >, ny die mittlere Clustergrofie.

Héufig entwickelt sich wihrend des Clusterwachstums ein sehr grofler Cluster
und viele kleinere. Dann werden die htheren Momente von dem einen Cluster
der GroBle s = N, dominiert. Daher definieren wir zum einen den Anteil ¢,
dieses Clusters am gesamten System
Ny . My
Gz = —— = Nyoy LM

N k—00 N—!CC

und zum anderen die reduzierten Momente A}, bei denen der gréfite Cluster

(5.13)

nicht mit eingerechnet ist:

Ny—1
1 ' NE
M, = shng = My — —= (5.14)
Ntot A Ntot

Verlauf

In Abb. 5.14 erkennt man wiederum sehr deutlich die drei Bereiche der Clus-
terentwicklung. Betrachten wir zunéichst das homogene Regime. Alle Momen-
te beginnen bei einem kleinem Ausgangswert, der allein von der Dichte (und
natiirlich dem Zahlenwert fiir §) abhéngig ist. Einige wenige Teilchen bilden
dabei zufillige und temporire kleine Cluster, daher liegen die Werte fiir die
Momente bei M) 2 1. Wenn die allerersten Kollisionen stattfinden, also im
Bereich 7 < 1, verdndern sich diese Konfigurationen aufgrund der dissipa-
tiven Stofle bereits. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in unmittelbarer Nihe
der Teilchen wiichst an® und somit auch die Cluster-Momente. Besonders deut-
lich ist dieser Effekt natiirlich bei starker Dissipation.* Bis zum Ubergang zum

3Dies ist beispielsweise auch an Betrachtungen der Paarverteilungsfunktion g(r) zu erken-
nen. (Hier nicht abgebildet.)

“In den abgebildeten Schaubildern ist dieser Effekt in 2D kaum zu erkennen, gleichwohl
auch dort vorhanden.
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Abbildung 5.14: 1. Moment (oben), 2. Moment (Mitte) und Maximum (unten)
der Clustergrofienverteilung
(links) fiir ein zweidimensionales System mit N = 10° Teilchen
(rechts) fiir ein dreidimensionales System mit N = 5-10° Teil-
chen
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5.2 Teilchencluster

Wachstumsregime bleiben dann die Cluster-Momente aber erst einmal néhe-

rungsweise konstant.

Als Ubergangszeit vom homogenen zum Wachstumsregime erwarten wir bei
den gegebenen Parametern geméif Gleichung (5.6): 7, ~ 10'...10% in 3D und
etwa halb so grole Werte in 2D. Tatsdchlich erkennen wir in den Schaubildern
auch einen starken Anstieg des 1. Moments der Clustergréfienverteilung bei die-
sen Werten. In drei Dimensionen wird dieser auch von einem starken Anstieg
der hoheren Momente begleitet, wihrend diese in zwei Dimensionen bei kleinen
Werten verbleiben und erst mit starker Verzogerung sanft anwachsen (dann je-
doch alle ungeféhr zum selben skalierten Zeitpunkt 7). Dies bedeutet, dass sich
in drei Dimensionen schon zu Beginn des Clusterwachstums auch gréfiere Clus-
ter bilden, in zwei Dimensionen dagegen zunéchst lediglich zahlreiche kleinere.
Das Wachstumsregime ist aber in beiden Féllen durch ein stetiges Anwachsen
der mittleren Clustergréfle gekennzeichnet.

Schlieflich erwarten wir zum Zeitpunkt 7.5 ~ 10° in 3D den Ubergang zum
Sattigungsregime. Tatsédchlich ist ab ungefdhr dieser Grofenordnung auch kein
bzw. nur noch ein sehr schwaches Anwachsen der Cluster-Momente zu beobach-
ten. Ebenso hat auch der grofte Cluster seine maximale Ausdehnung erreicht
und beinhaltet abhéingig von der Stirke der Dissipation bis zu 90% aller Teil-
chen. Bei geringerer Dissipation ist auch der gréfite Cluster deutlich kleiner
und zeigt stirkere relative Fluktuationen. Bei A < A ist schlief8lich gar keine
Clusterbildung mehr zu beobachten.

In 2D liegt das Sattigungsregime jenseits der maximalen Simulationsdauer, aber
ein Abflachen des Anstiegs der Cluster-Momente ist bereits zu erkennen.

Zusammengefasst kann man also feststellen, dass sich das Anwachsen der Clus-
tergrofle in dieselben drei Bereiche einteilen lisst wie der Verlauf der Abkiihlung
und zahlreicher anderer Gréflen: zundchst homogene Verteilung praktisch oh-
ne Cluster, dann starkes Anwachsen und schliellich Séttigung bei maximaler
Clustergrofle. Diese ist dabei abhingig von der Stidrke der Dissipation.

Es fallt jedoch auf, dass das Anwachsen der Cluster in zwei und drei Dimensio-
nen unterschiedlich ablduft. In zwei Dimensionen bilden sich zunéchst zahlreiche
kleinere Cluster, die dann zu einem spéteren Zeitpunkt zu einem grofien Cluster
verschmelzen. Der zweite Prozess ist unabhéngig von der Stérke der Dissipa-
tion; daher féllt der Zeitpunkt hierfiir praktisch fiir alle Restitutionskoeffizien-
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Abbildung 5.15: (links) Reduziertes 2. Moment A}, der Clustergrofienverteilung
iiber die Zeit 7 bei A = 0.44.
(rechts) Zeitpunkt 7, des Peaks von M} iiber die Dissipation
A. Die durchgezogene Linie gibt die Fitfunktion (5.15) wieder.

ten zusammen. In drei Dimensionen dagegen, bildet sich mit dem Einsatz des
Clusterwachstums schon ein grofier Cluster heraus, der immer weiter anwéchst.
Ferner ist der Beginn des Wachstums des groflen Clusters auch viel abrupter

als in zwei Dimensionen.

Zeitskalierung

In zwei Dimensionen verlduft das Anwachsen des groflen Clusters sanft und fiir

alle Restitutionskoeffizienten ungefiihr zur selben (skalierten) Zeit 7, ~ (2 .. In

opt-
drei Dimensionen dagegen vollzieht sich dieser Ubergang zum Wachstun}; viel
abrupter und ist stark abhiingig vom Restitutionskoeffizienten. Um diesen Zeit-
punkt genauer fassen zu konnen, betrachten wir das zweite reduzierte Moment,
siche Abb. 5.15 (links). Dieses weist einen deutlichen Peak beim Einsetzen des
Wachstums des groflen Clusters auf. Den Zeitpunkt, bei dem dieser Peak zu

sehen ist, nennen wir 7,,.

Wenn wir 7, in Abhéngigkeit von A untersuchen (vgl. Abb. 5.15 (rechts)), so

finden wir eine gute Ubereinstimmung mit

(1-A)?
A

Dabei sind 79 = 0.24 £ 0.02 und ¢, = 40 4+ 5 Fitparameter. Diese empirischen

Ergebnisse lassen sich wie folgt interpretieren: Nach einer Zeit 7, beginnt das

7 =To+ (1 = \)The = 0 + ¢, (5.15)
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Abbildung 5.16: Zeitlich reskalierte Momente der Clustergrofienverteilung (sie-
he Abb. 5.14) in 3D:
(links) 2. Moment, (rechts) maximaler Cluster

Wachstumsregime. Die Zeitdauer, nach der auch der grofle Cluster zu wachsen
beginnt, ist stark abhingig von der Dissipation A. Die zusétzliche Korrektur 7y,
die in der GroBenordnung der anfidnglichen kollisionsfreien Zeit liegt, verhindert,
dass 7, bei extrem starker Dissipation kleiner werden kann als 7y, da ja zum
Clusterwachstum einige Kollisionen erforderlich sind.

Dass diese empirische Formel den Einsatz des Wachstums des groflen Clusters
einigermaflen zutreffend beschreibt, zeigt Abb. 5.16, in der M; und ¢, reska-
liert aufgetragen sind und nun ungefihr zur selben Zeit 7/7, ~ 1 zu wachsen
beginnen. Ohne diese Reskalierung liegen die Zeitpunkte fiir verschiedene Re-
stitutionskoeffizienten dagegen ja um mehrere Groflenordnungen auseinander.

Abhangigkeit von der Teilchenzahl

Werfen wir nun noch einen kurzen Blick auf die Abhéngigkeit der Clustergréfien
von der Teilchenzahl N, siehe Abb. 5.17.

Der Einfluss auf den zeitlichen Verlauf ist erwartungsgeméf gering. Unsere bis-
herigen Uberlegungen lassen ja lediglich fiir die Zeit 7 einen Einfluss der Sys-
temgrofe erwarten; der Ubergang zum Sittigungsregime ist allerdings anhand

der vorliegenden Kurven schwer abzuschétzen.

Der Einfluss von der Teilchenzahl auf die Clustergrofien ist ebenfalls nur
schwach ausgeprigt: Eine Variation der Teilchenzahl um den Faktor 64 ergibt
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Abbildung 5.17: 1. Moment M; der Clustergroienverteilung (links) und maxi-
male Clustergrofie ¢, (rechts) in Abhéngigkeit von der Teil-
chenzahl N in einem dreidimensionalen System mit dem Re-
stitutionskoeffizienten € = 0.75 und einer Dichte v = 0.25.

lediglich eine Anderung des Anteils ¢, um den Faktor 2. Aufierdem nehmen
natiirlich die Fluktuationen mit sinkenden Teilchenzahlen zu.

Abhéangigkeit von der Dichte

Ebenso wollen wir zu guter Letzt auch noch die Abhingigkeit der Cluster-
groflen von der Dichte betrachten, siehe Abb. 5.18. Hier erhélt man nun einen
sehr ausgepréigten Einfluss auf die Clustergroflen und deren zeitliche Entwick-
lung. Dabei sollte man jedoch beriicksichtigen, dass all diese Daten mit der
Clusterdefinitionslinge 6/2a = 0.1 gewonnen wurden. Fiir v = 0.25 ist das eine
gute Wahl, bei geringeren Dichten werden aber Teilchen-Cluster mit diesem ¢
unter Umstidnden gar nicht mehr als solche identifiziert. Besser wire es, bei

D

kleinen Dichten die Linge & beispielsweise entsprechend & ~ v'/P zu wihlen,

1/D

da ja die mittleren Teilchenabstinde mit v*/* skalieren. Da wir im Folgenden

aber wieder zu v = 0.25 zuriickkehren, verzichten wir darauf.

Das erste Moment der Clustergrofienverteilung lasst sich iibrigens fiir die zufalli-
ge Anfangsverteilung zum Zeitpunkt 7 = 0 grob abschétzen, wenn man lediglich
1- und 2-Teilchen-Cluster berticksichtigt und n; > ns, 6 < 2¢ und v < 1 vor-
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Abbildung 5.18: Einfluss der Dichte v auf die Clustergrofen in einem dreidi-

aussetzt:

mensionalen System mit dem Restitutionskoeffizienten € =
0.75 und einer Teilchenzahl N = 512000.

Man beachte den logarithmischen Mafistab.

(links) 1. Moment M; —1 der Clustergrofienverteilung iiber die
Zeit 7. Die durchgezogenen Linien sind dabei die mit Hilfe von
Gleichung (5.19) abgeschitzten Werte.

(rechts) Maximale Clustergrofie ¢, iiber die mit v®/3 skalierte
Zeit.
My (0) =~ m + 2ny (5.16)
! - ni + neo ‘
=14 2 (5.17)
ni + N9
2a+0 v

~ 1 +/ dr g(r) (5.18)

2a vaa.rt

Ay gee (V) 2 2D

120g5(v) 5 (3D)

2a

Das geniigt allerdings schon, um die richtige Groflenordnung fiir M; zu erhalten,
vgl. Abb. 5.18 (links).

Die Zeitskalierung in Abb. 5.18 (rechts) passt mit 75 ~ A * ~ [

8/3
optNV/

zusammen, wobei allerdings zu beachten ist, dass das starke Wachstum des

groflen Clusters schon deutlich vor 7.4 stattfindet.
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Der Einfluss der Dichte auf die Clustergrofien ist alles in allem relativ kompli-
ziert, da sowohl die optische Tiefe als auch die Paarkorrelationsfunktion von
der Dichte beeinflusst werden. Gleichwohl beobachtet man grundsétzlich auch
bei geringeren Dichten ein qualitativ dhnliches Verhalten, wie es in den vorher-
gehenden Kapiteln beschrieben wurde.

Voraussetzung dafiir ist natiirlich, dass die optische Tiefe ausreichend grof}
bleibt, um Clusterbildung zuzulassen, vgl. dazu Gleichung (4.9). Bei hoher-
en Dichten gerdt man bald in den Bereich des Phaseniibergangs; dann werden
z.B. auch Reibungskrifte zwischen den Teilchen wichtig und unser Modell ist
in der vorliegenden Form nicht mehr zur Beschreibung geeignet.

5.2.4 Diskussion

Bei der Untersuchung der Dichte-Inhomogenitéten, die sich aufgrund der Dis-
sipation ausbilden, sind wir auf Unterschiede zwischen zwei- und dreidimensio-

nalen Systemen gestoflen.

In zwei Dimensionen erhalten wir dabei deutlich klarere Strukturen. Die Cluster
weisen dort eine sehr hohe Dichte auf, die jenseits des fluiden Zustands liegt.
Sowohl der blole Augenschein als auch die Untersuchung der Paarkorrelation
ldsst eine langreichweitige Ordnung erkennen. Zwischen den Clustern befinden
sich dagegen Bereiche, in denen die Dichte niedrig ist und in denen sich nur
noch sehr wenige freie Teilchen aufthalten.

In drei Dimensionen sind die Strukturen dagegen verwaschener, die Dichtever-
teilung zeigt keine klaren Maxima, die hochste beobachtete Dichte geht auch
fast nirgends iiber den fluiden Zustand hinaus und die Paarkorrelation lésst
keine langreichweitige Ordnung erkennen. Auflerdem sind auch die Regionen

zwischen den Clustern nicht so deutlich ausgediinnt wie in zwei Dimensionen.

Der Verlauf der Clusterbildung weist ebenfalls Unterschiede zwischen zwei und
drei Dimensionen auf. Zwar sind in beiden Féllen die drei Bereiche homoge-
nes, Wachstums- und Sattigungsregime zu erkennen und stimmen mit den Er-
kenntnissen aus den vorhergehenden Kapiteln {iberein. In beiden Fillen bildet
sich dabei auch ein grofler Cluster heraus, der bei ausreichender Dissipation
bis auf Systemgrofie anwichst. Aber die Dynamik dieses Wachstums ist unter-
schiedlich. In zwei Dimensionen wéchst dieser Cluster erst, nachdem sich bereits
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zahlreiche kleinere Cluster gebildet haben, langsam heran. Die Dissipationsrate
hat dabei auf den Zeitpunkt des Wachstums nur einen geringen Einfluss. In
drei Dimensionen setzt dieses Wachstum dagegen viel frither und recht abrupt
ein. Der Zeitpunkt dieses Wachstumsbeginns ist dabei stark (und auf relativ
komplizierte Weise) abhiingig von der Stérke der Dissipation.

Das schnelle Wachstum des grofien Clusters in drei Dimensionen und dessen
ungeordnete Struktur héngen sicherlich miteinander zusammen. Denn wie wir
in Kap. 4.3 gesehen haben, wird die Kristallisation bei zu schnellem Anstieg der
Dichte verhindert. In zwei Dimensionen lduft das Wachstum dagegen langsamer
ab und den Teilchen bleibt geniigend Zeit, sich in einer sehr dichten Packung

anzuordnen.

5.3 Clusterpopulationen

In diesem Kapitel wollen wir einen genaueren Blick auf die Clustergréenver-
teilung werfen. Dazu untersuchen wir zunéchst in Kapitel 5.3.1 die zuféllige
Anfangsverteilung mit den Mitteln der Perkolationstheorie. Dann stellen wir in
Kapitel 5.3.2 die Gleichungen auf, die der zeitlichen Entwicklung dieser Clus-
terpopulationen zu Grunde liegen und vergleichen die dabei erzielten Resultate
mit den Simulationsergebnissen. Daraus ziehen wir dann in Kapitel 5.3.3 einige
Folgerungen fiir die Momente der Verteilungen. Zu guter Letzt diskutieren wir
diese Ergebnisse noch einmal kurz in Kapitel 5.3.4.

5.3.1 Perkolationstheorie

Die Perkolationstheorie macht universelle Aussagen iiber Cluster in Systemen
mit zufillig angeordneten Teilchen [100]. Fiir unser System ist diese zufilli-
ge Teilchenanordnung zumindest zu Beginn der Simulation gegeben und es ist
naheliegend, diese universellen Aussagen daher auch auf granulare Gase anzu-
wenden [101].

Die Perkolationstheorie liefert fiir die Verteilung der Clustergréflen ng unterhalb
des Perkolationspunktes — wenn sich also noch kein grofler Cluster gebildet hat:

S}

ns ~ s exp(—w,s) fir s > 1 (5.20)
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ng/N
ng/N

100

Abbildung 5.19: Clustergréflenverteilung bei Simulationsbeginn:
(links) zweidimensionales System mit N = 10° und v = 0.25
(rechts) dreidimensionales System mit N = 5-10° und v = 0.25
Die durchgezogene Linie ist Gleichung (5.20).

Dabei ist w, > 0 ein Parameter, der stark von der Dichte abhéngt, und © eine
universelle Konstante:

0= (5.21)

Wie Abb. 5.19 zeigt, kann die Verteilung der Clustergrofien durch Gleichung
(5.20) recht gut beschrieben werden. In zwei Dimensionen stimmt die Gleichung
sogar noch fiir sehr kleine Clustergréfien s, in drei Dimensionen erst — wie es die
Perkolationstheorie fordert — bei grofieren s. Dass w, in unserem zweidimensio-
nalen Beispiel grofer ist als in drei Dimensionen, hingt damit zusammen, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir die Bildung von Clustern bei gleicher Dichte in drei
Dimensionen héher ist, vgl. Gleichung (5.19).

Nun konnen wir iiberpriifen, ob die Perkolationstheorie auch die korrekte Ver-
teilung der Clustergroflen am Perkolationspunkt — wenn sich also gerade ein
grofler Cluster bildet — liefert. Es gilt:

)

Ng ~ s~ fir s > 1 (5.22)
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Abbildung 5.20: Clustergréflenverteilung am Perkolationspunkt:
(links) zweidimensionales System mit N = 10°, ¢ = 0.6 und
v =20.25
(rechts) dreidimensionales System mit N = 5-10°, ¢ = 0.75
und v = 0.25
Die durchgezogene Linie ist Gleichung (5.22).

mit der universellen Konstante

g J187/91 (2D) (5.23)
2.2 (3D)

Ein Vergleich mit Abb. 5.20 zeigt, dass Gleichung (5.22) die Verteilung in drei
Dimensionen recht gut beschreibt; in zwei Dimensionen ist die Ubereinstim-

mung aber nicht besonders gut.

Dies ist nun aber nicht weiter verwunderlich, da wir ja bereits festgestellt haben,
dass das Anwachsen des groflen Clusters in zwei Dimensionen erst zu einem sehr
spaten Zustand stattfindet. Die anfdnglich zuféllige Verteilung ist zu diesem
Zeitpunkt natiirlich nicht mehr gegeben und die Perkolationstheorie ist zur
Beschreibung ungeeignet. In drei Dimensionen dagegen ist die Strukturbildung
am Perkolationspunkt noch nicht so weit fortgeschritten und kann offenbar noch
mit Hilfe der Perkolationstheorie beschrieben werden.

Die Vorhersagen der Perkolationstheorie jenseits des Perkolationspunkts

ng ~ s exp (—w),s'/P) fir s > 1 (5.24)
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Abbildung 5.21: Clustergréflenverteilung am Simulationsende:
(links) zweidimensionales System mit N = 10°, ¢ = 0.6 und
v =0.25
(rechts) dreidimensionales System mit N = 5-10°, ¢ = 0.75
und v = 0.25
In drei Dimensionen ist die Bildung des groflen Clusters be-

reits abgeschlossen, in zwei Dimensionen noch nicht (vgl.
19/ .

Abb. 5.14). Die durchgezogenen Linien sind ng; ~ s~ mit
V' & 3 sowie ng = 1/s.
mit dem Fitparameter w;, und der universellen Konstante
5/4 2D
0 = / (2D) (5.25)
-1/9 (3D)

schlieBlich stimmen weder in zwei noch in drei Dimensionen mit den Ergebnissen
bei Simulationsende iiberein, vgl. Abb. 5.21. Die Strukturbildung ist zu diesem
Zeitpunkt allerdings auch sehr weit fortgeschritten und es liegt keine zufillige
Verteilung der Teilchen mehr vor.

Stattdessen ldsst sich die Clusterverteilung fiir s << N, nach wie vor durch ein
Potenzgesetz

ng ~ s~V (5.26)

beschreiben, wobei jedoch ¥ &~ 3 > 1 ist. Fiir den groflen Cluster gilt natiirlich
ns = 1, was sich aber aufgrund der benutzten Mittelung im Schaubild als n, =
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1/s niederschliigt.” Im 2D-Schaubild ist die Bildung des Perkolationsclusters
noch nicht abgeschlossen (vgl. Abb. 5.14) und es gibt es noch einige weitere
groBere Cluster, die ng > 1/s folgen.’

5.3.2 Populationsdynamik

Gehen wir nun zu einer Betrachtung der Dynamik der Clusterpopulationen
iber. Wenn [s] einen Cluster der Grofle s bezeichne, wird das Verschmelzen
zweier Cluster bzw. das Auseinanderbrechen eines Clusters in zwei Teile durch
folgende Reaktionsgleichungen beschrieben [102]:

il + ] 25 [i + 4] (5.27)
i+ 7] 25 ] + [J] (5.28)

Dabei sind « und ( die entsprechenden Reaktionsraten. Fiir diese kénnen wir
folgenden Ansatz machen:

i = ag(i+ )" Puy A2 (5.29)
Bij = Boli + 7))~ Puy (Z :;j> (5.30)

Die Verschmelzungsrate ist dabei proportional zum Wechselwirkungsquer-
schnitt und zur Cluster-Relativgeschwindigkeit, da diese Groflen in die Kol-
lisionsrate miteingehen. Ferner haben wir iiber A'/2 noch eine Proportionalitit
zur Abnahme der Teilchengeschwindigkeiten bei der Kollision angenommen, da
nicht jede Kollision zu einer Verschmelzung der Cluster fiihrt.

®Das Auswertungsprogramm benutzt ein einfaches Glittungsverfahren fiir die ,Locher® in

der diskreten Clustergroflenverteilung. Dabei wird tiber Bereiche mit ns = 0 bis hin zum

néchstgroBeren s mit ng # 0 arithmetisch gemittelt. Im Fall des grofien Clusters der Grofie

s ist ny = 1 und der Mittelungsbereich iiber das breite ,,Loch“ hinweg bis zum né&chstkleine-
1 1

ren Cluster der Grofie r umfasst s—r. Somit liefert die Auswertung den Wert ny = = ~ <.

6Bei weiteren 2D-Simulationen mit weniger Teilchen (hier nicht abgebildet) treten im Gegen-
satz zu 3D in der Endverteilung trotzdem noch einige mittelgrole Cluster auf — allerdings
deutlich weniger als in Abb. 5.21 (links).
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Bei der Fragmentierungsrate haben wir eine Proportionalitidt zur Cluster-Ober-
flaiche und zu den Geschwindigkeiten der Bruchstiicke angesetzt. Dariiber hin-
aus haben wir noch einen Term angenommen, der dafiir sorgt, dass die Gréflen-
verteilung der Bruchstiicke einem Potenzgesetz folgt — was man bei der Frag-
mentierung im Allgemeinen tatséchlich meist beobachtet [103]. Fiir den Para-

meter £ > 1 wollen wir dabei vorerst keine weiteren Annahmen machen.

Damit kann man nun die Mastergleichung fiir die Wahrscheinlichkeiten p, =
ns /oy der Clustergrofien aufstellen:

d j—1 N—j N—j j—1
priche Z Qi j—i PiPj—i — Z Qij PiPj + Z Bij Pivs — Z Bij-ip;  (5.31)
i1 i1 i1 i1

In aller Allgemeinheit lisst diese sich natiirlich nicht analytisch l6sen. Wenn die
Verteilung sich allerdings einem Gleichgewichtszustand angenihert hat und wir
der Einfachheit halber sogar detailliertes Gleichgewicht” der einzelnen Beitrige

annehmen, so erhalten wir

Bij _ pipi (5.32)
Qi Pitj
Die Raten (5.29) und (5.30) eingesetzt:
pvi _ By (i+7)°
Dby _ _< ~ ) AT1/2 (5.33)
Di+j Qo ]
Dies wird gelost von
ps = s~ Cexp(—ws) (5.34)

und umfasst damit auch die beobachteten Verteilungen aus Abb. 5.19 bis
Abb. 5.21, solange wir den groflen Cluster gesondert betrachten. Dabei ist

= Doy-12. (5.35)

Q

"Das heifdt, dass wir annehmen, dass sich beim 2. und 3. Term bzw. beim 1. und 4. Term der
rechten Seite von Gleichung (5.31) die Beitridge mit denselben Indizes paarweise aufheben.
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Andererseits gilt aus Griinden der Normierung
d po=1 (5.36)

bzw. ohne den groflen Cluster

N;—1

Y p=1-gq. (5.37)
s=1

Wenn wir nun Gleichung (5.34) und (5.35) einsetzen, erhalten wir fiir die freien
Parameter w und ¢, die Gleichung:

N;—1

(1 —q)= 2—2)\1/2 Z s ¢ exp(—ws) (5.38)
s=1

Bei sehr geringer Dissipation verschwindet der grofle Cluster und die Losung
nimmt folgende Form an:

Bo
ao\/X

g =0 und w=wy+Inc=wy+In (5.39)

mit 0 < wy < Y, s7¢. Bei sehr schwacher Dissipation ist ¢ > 1, dann gilt in
erster Ndherung:

Wy R —— (5.40)

Da Y, s¢ und damit auch wy fiir £ > 1 nach oben beschrénkt ist und In ¢ mit
wachsender Dissipation A irgendwann negativ wird, erreicht w irgendwann 0.
Dann kann Gleichung (5.38) nur noch fiir ¢, # 0 gelost werden, wenn sich also
ein grofler Cluster bildet. Damit gilt:

Ny—1
Boycie N - ~1/2

w=0 und 1-—gq,=22"Y sTE XY 5.41
o ;:1 (5.41)

Wir erhalten also ab einer kritischen Dissipation A\q &~ (8y/a)? (D0, 5¢)? >
53/ad einen Perkolationscluster, dessen maximale Gréfle gemif Gleichung
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Abbildung 5.22: Maximale Clustergrofle ¢, in Abhéingigkeit von der Dissipation
A bei einem dreidimensionalen System mit N = 5-10° Teilchen
und einer Dichte v = 0.25.
Die Balken geben die tatsichlichen Messwerte aus Abb. 5.14
an; die Kurve entspricht Gleichung (5.41).

(5.41) von der Stérke der Dissipation A abhingt. Die kleineren Cluster ge-
horchen dem Potenzgesetz

Uz _
=cs7¢ .

(5.42)

Not
Diese Verteilung ist konsistent mit der beobachteten Verteilung (5.26). Die
Grofe des Perkolationsclusters haben wir in Abb. 5.22 aufgetragen; die Mess-
werte sind mit relativ groen Unsicherheiten belastet, sind aber ebenfalls kon-
sistent mit Gleichung (5.41).

Fiir sehr schwache Dissipation erhalten wir einen exponentiellen Abfall der
Clustergrofien
T

= cs S exp(—ws) = ¢ 57 exp(—wps) (5.43)

Mot

und keinen Perkolationscluster, siehe Abb. 5.23. Fiir den Grenzfall A — 0
schlieBlich, liefert (5.43) ny — 0 fiir s > 1. Dieses Ergebnis ist offensichtlich
falsch. Die Ursache hierfiir ist, dass wir in unseren Ratengleichungen diejeni-
gen Cluster, die dadurch zu Stande kommen, dass sich Teilchen zufillig nahe
beieinander aufhalten, gar nicht beriicksichtigt haben. Fiir sehr geringe Dissi-
pation muss daher Gleichung (5.43) durch (5.20) ersetzt werden. Da sich die
Gleichungen formal dhneln, ergibt sich in Féllen wie beispielsweise Abb. 5.23
nur ein geringfiigiger Unterschied.
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ng/N

Abbildung 5.23: Clustergroflenverteilung bei sehr geringer Dissipation A < Ay
bei Simulationsende fiir ein dreidimensionales System mit N =
5 - 10° Teilchen und einer Dichte v = 0.25.
Die durchgezogene Linie ist Gleichung (5.43) mit £ ~ 1.7 und
w = 5 - 107%; die gestrichelte Linie ist Gleichung (5.20).

Numerische Losung der Mastergleichung

Anstatt die Mastergleichung (5.31) analytisch zu untersuchen, kann man diese
auch numerisch 16sen. Eine entsprechende Zeitreihe sieht man in Abb. 5.24.

Bei schwacher Dissipation erhélt man sehr schnell eine Verteilung, die Glei-
chung (5.43) entspricht, also einem Potenzgesetz, dem ein exponentieller Abfall
iiberlagert ist.

Bei starker Dissipation entwickelt sich zunéchst eine dhnliche Verteilung. Der
exponentielle Abfall verschwindet jedoch mit der Zeit. Schliellich nimmt die
Wahrscheinlichkeit fiir sehr grofe Cluster stark zu, wihrend die Wahrscheinlich-
keit fiir mittelgrofle Cluster wieder absinkt; die Verteilung der kleinen Cluster
folgt nach wie vor in akzeptabler Niherung einem Potenzgesetz.

Diese Ergebnisse stimmen qualitativ mit den Beobachtungen und den analy-
tischen Resultaten gut iiberein, auch wenn wir hier den groflen Cluster nicht
gesondert betrachtet haben.
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Abbildung 5.24: Die numerische Losung der Mastergleichung (5.31) liefert die

112

Wabhrscheinlichkeiten p; fiir die Clustergréfien s mit von links
oben nach rechts unten fortschreitender Zeit. Die Anfangsver-
teilung ist dabei durch p; = 1 und p; = 0 fiir ©+ > 1 gegeben,;
der Fragmentierungsparameter ist £ = 2.

Die durchgezogene Linie gilt fiir starke Dissipation (A =
432 /a?), die gestrichelte Linie fiir schwache Dissipation (A =

0.2582/a2).
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5.3.3 Folgerungen

Mit Hilfe der bestimmten Clustergrofenverteilungen und Gleichung (5.12) las-
sen sich nun auch theoretische Werte fiir die Momente der Clustergrofien be-

rechnen.

Fiir die Anfangsverteilung gemif Gleichung (5.20) erhélt man

Mi(r=0)~1+ % e;p;jzw) gg; (5.44)
My(r=0) ~ 1+ g e;p(_w) (2D) (5.45)

3 exp(—w)  (3D)

fiir den Grenzfall w > 1 (also bei geringen Dichten) und N — oco. Im Fall
w < 1 dagegen erhilt man

(5.46)

fiir k> 1und N — oc.

Zusammen mit Gleichung (5.19) kann man daher bei sehr kleinen Dichten v < 1
den Parameter w und damit die vollstdndige GroéB8enverteilung berechnen:

b In(8vL) (2D) (5.47)
In(24v2v)  (3D) '

Die gute Ubereinstimmung mit dem numerischen Experiment zeigt Abb. 5.25.

Am Perkolationspunkt, wenn sich der grofie Cluster entwickelt und die Gréflen-
verteilung (zumindest in 3D) durch Gleichung (5.22) beschrieben wird, erhélt

marmn:
11.7 (2D
Mi(t=T1) S (2D) (5.48)
3.7  (3D)
My(T = 7)) ~ N*7¥ (5.49)
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Abbildung 5.25: Clustergroflenverteilung bei geringer Dichte v = 0.031 bei Si-
mulationsbeginn fiir ein dreidimensionales System mit N =
5 - 10° Teilchen.
Die durchgezogene Linie ist die mit den Gleichungen (5.20)
und (5.47) berechnete Kurve.

Am ersten Moment der Groflenverteilung sieht man, dass der Perkolationspunkt
in zwei Dimensionen wegen 5 < v3p erst bei einer deutlich héheren mittleren
Clustergrofie auftritt. Deshalb beginnt sich der grofie Cluster in zwei Dimensio-
nen erst zu entwickeln, wenn das allgemeine Clusterwachstum schon viel weiter
fortgeschritten ist. Allerdings ist zu diesem Zeitpunkt dann auch die Zufallsver-
teilung verloren gegangen und die Vorhersagen der Perkolationstheorie inklusive
der Verteilung (5.22) sind dann gar nicht mehr giiltig.

Zu noch spiteren Zeitpunkten, wenn sich schliefllich ein grofler Perkolations-
cluster entwickelt hat, werden die Momente im Wesentlichen durch den grofien
Cluster dominiert:

M (1 — o0) ~ (5.50)

— 4z

2

N
My(r — 00) ~ = (5.51)

— 4z

Zusammen mit Gleichung (5.41) erhidlt man also fiir starke Dissipation

My(T — 00) ~ A2 (5.52)

was in etwa das beobachtete Verhalten wiederspiegelt, vgl. hierzu Abb. 5.26.
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Abbildung 5.26: Vergleich der berechneten Werte fiir das 1. Moment der
Clustergroflenverteilung mit den Simulationsergebnissen: Die
durchgezogenen Linien sind Gleichung (5.48) und (5.52), die
gestrichelten Linien sind Gleichung (5.50) und die Punkte sind
die Simulationsergebnisse fiir verschiedene Restitutionskoeffi-

zienten in einem dreidimensionalen System.

Die in diesem Kapitel abgeleiteten Werte fiir die Momente der Clustergréfien-
verteilung sind allerdings mit Vorsicht zu genielen, da ja die Verteilungen (5.20)
und (5.22) eigentlich nicht fiir die ganz kleinen Cluster gelten, diese jedoch maf}-
geblich zu den Momenten beitragen.

5.3.4 Diskussion

Wir haben die Clustergrofenverteilung mit zwei verschiedenen Herangehens-
weisen untersucht. Zum einen haben wir die Perkolationstheorie benutzt, die
universelle Aussagen iiber ungeordnete Systeme macht und daher insbesondere
zur Beschreibung des Anfangszustands eines granularen Gases geeignet ist.

Zum anderen haben wir die Ratengleichungen fiir Clusterwachstum und
-schrumpfung mit Hilfe einfacher Ansétze aufgestellt. Unter vereinfachenden
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Annahmen koénnen diese fiir den Fall eines quasistationéiren Populationsgleich-
gewichts analytisch gelost werden. Damit ist diese Theorie insbesondere fiir die
Endverteilung der Clustergréfien geeignet.

Einen Einblick in die Populationsdynamik kann man auflerdem auch noch mit
Hilfe einer numerischen Losung der Mastergleichung gewinnen. Diese bestitigt
qualitativ die beobachtete Clusterentwicklung.

Der ungeordnete Anfangszustand granularer Gase kann sehr gut mit Hilfe der
Perkolationstheorie beschrieben werden. Wir erhalten fiir diesen Fall in der
Clustergroflenverteilung ein Potenzgesetz mit universellem Exponenten, dem
ein exponentieller Abfall iiberlagert ist. Die Stirke des exponentiellen Abfalls
ist dabei von der Dichte abhiingig. Bei geringer Dissipation verbleibt das System
im homogenen Zustand und kann auch zu spéteren Zeiten noch durch dieses
oder ein dhnliches Gesetz mit modifiziertem Exponenten beschrieben werden.

Ausreichende Dissipation vorausgesetzt, kommt es jedoch frither oder spéter
zur Bildung eines groflen Clusters. Wenn dessen Wachstum einsetzt, ergeben
sich — zumindest in drei Dimensionen — rein potenzverteilte Clustergréfien, wo-
bei der Exponent mit den Vorhersagen der Perkolationstheorie iibereinstimmt.
In zwei Dimensionen vollzieht sich dieses Wachstum, wie wir in den vorherge-
henden Kapiteln ja schon gesehen haben, erst zu einem recht spiten Zeitpunkt,
wenn die Strukturbildung schon recht weit fortgeschritten ist und die mittlere
Clustergrofie bereits deutlich angewachsen ist. In diesem Fall ist die Perkolati-
onstheorie zur Beschreibung nicht mehr geeignet.

Die Endverteilung, die sich schliellich herausbildet, wird von unserer Popu-
lationsdynamik recht gut beschrieben. Es ergibt sich dabei nach wie vor ein
Potenzgesetz in der Clustergroflenverteilung. Dariiber hinaus erhélt man einen
groflen Cluster, dessen Grofle von der Dissipation abhéingt und sich ebenfalls
recht gut mit Hilfe dieser Populationsdynamik beschreiben lésst.

Die Unterschiede des Verhaltens in zwei und drei Dimensionen héngen mit den
unterschiedlichen Exponenten in den Clustergrofenverteilungen zusammen. In
der Anfangsverteilung ist bei gegebener Dichte der exponentielle Abfall viel
stiarker, vgl. hierzu Gleichung (5.47). Das heifit, in zwei Dimensionen sind
zundchst nur sehr kleine Cluster vorhanden. Bis sich schliefflich ein Perkolati-
onscluster entwickeln kann, muss dagegen die mittlere Clustergrofie in zwei Di-

mensionen viel weiter anwachsen als in drei Dimensionen, vgl. hierzu Gleichung
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(5.48). Damit ist es nicht weiter iiberraschend, dass sich ein Perkolationscluster
in zwei Dimensionen erst zu einem deutlich spiteren Zeitpunkt entwickelt.

5.4 Zusammenfassung

Die Clusterbildung in einem granularen Gas wird von der Entwicklung der Tem-
peratur und der Dichte bestimmt. Daher haben wir in diesem Kapitel zum einen
den zeitlichen Verlauf der Temperatur, der Kollissionsfrequenz, der mittleren
freien Weglidnge und der Geschwindigkeitsverteilung untersucht. Zum anderen
haben wir die Entwicklung der Dichteverteilung, der Paarverteilungsfunktion
und der Clustergroflenverteilung studiert. Diese haben wir mit den Vorhersagen
der kinetischen Gastheorie und einer Stabilitdtsanalyse der hydrodynamischen
Bewegungsgleichungen verglichen. Dariiber hinaus haben wir die Perkolations-
theorie auf den ungeordneten Anfangszustand angewandt und ein einfaches Mo-
dell fiir die Evolution der Clusterpopulationen entwickelt, fiir das wir sowohl
numerische als auch analytische Ergebnisse erhalten. Die Untersuchungsergeb-
nisse lassen sich am einfachsten zusammenfassen, indem man den Verlauf der
Clusterbildung in drei Phasen einteilt:

Zunéchst befindet sich das System im homogenen Zustand. Bei starker Dissi-
pation bilden sich schon bei den allerersten Kollisionen einige kleine Cluster,
die jedoch mit zunehmender Grofle exponentiell seltener werden. Auf groflerer
Langenskala bleibt die Dichte zunéchst jedoch homogen. Die Abkiihlung folgt
den Vorhersagen der kinetischen Theorie und ist durch T'(7) = T(0)/(1 + 7)?
gegeben. Die Stédrke der Dissipation beeinflusst dabei lediglich die Zeitskala 7.
Bei sehr schwacher Dissipation A < Ay bleibt das System in diesem Zustand.

Ansonsten erfolgt ungefihr zu einem Zeitpunkt t,. ~ A~ der Ubergang zum
Clusterwachstum. Die Verteilung der Clustergrofien néhert sich einem Potenz-
gesetz an, die mittlere Clustergrofle wichst kontinuierlich und die Dichtever-
teilung wird immer breiter. Die Abkiihlung verlangsamt sich auf T'(t) ~ ¢!,
wobei sich nahezu unabhéngig von der Dissipationsstéirke alle Kurven demsel-
ben asymptotischen zeitlichen Verlauf annéhern. Die Kollisionsfrequenz beginnt
dabei immer mehr zu schwanken und nimmt ebenfalls langsamer ab als im ho-
mogenen Regime oder nimmt sogar zu. Wahrend dieser Phase beginnt sich auch
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ein grofler Cluster herauszubilden. In drei Dimensionen geschieht dies zu einem
Zeitpunkt der stark von der Dissipation abhéngig ist: fiir starke Dissipation
schon sehr friih, fiir geringe Dissipation erst spét. In zwei Dimensionen dagegen
wichst der grofle Cluster unabhéingig von der Stéirke der Dissipation erst sehr
spat heran. Die Unterschiede konnen dabei mit den verschiedenen Exponenten
der Clustergrofienverteilungen, die die Perkolationstheorie fiir 2D und 3D lie-
fert, erkldart werden. Diese Phase hilt an, bis der grofie Cluster Systemgrofie
erreicht hat.

4

opt- Die Clustergrofien haben sich

Dies geschieht ungeféhr zum Zeitpunkt ¢.q ~ [
einer Gleichgewichtsverteilung angenéhert, bei der es einen sehr groflen Cluster
und zahlreiche kleinere Cluster gibt, deren Verteilung einem Potenzgesetz folgt.
Die Dichteverteilung reicht von sehr ausgediinnten Gebieten bis zu Gebieten mit
sehr hoher Dichte. In 3D erreicht die hoéchste Dichte ungefidhr vg, in 2D geht
sie dariiber hinaus bis zur maximalen Kristalldichte. Daher ist in 2D auch eine
langreichweitige Ordnung der Teilchen zu erkennen, in 3D nicht. Uberhaupt
sind die Strukturen, die sich hierbei bilden in zwei Dimensionen viel klarer
ausgepriigt als in drei. Der Temperaturverlauf T'(¢) ~ ¢~2 folgt nun wieder der
kinetischen Theorie; der Verlauf der Kollisionsfrequenz nihert sich ebenfalls
langsam wieder fp(t) ~ t~' an — wenn auch mit starken Fluktuationen. Die
Dissipationsstirke hat asymptotisch betrachtet nur noch einen Einfluss auf die
GroBe des Perkolationsclusters; die Abkiihlrate und die meisten tibrigen Gréfien
sind davon unabhéngig.
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In dieser Arbeit haben wir uns mit granularen Medien geringer Dichte, den
so genannten granularen Gasen, beschéftigt. Diese dissipativen Systeme zeigen
ein interessantes Verhalten mit komplexer Strukturbildung. In einem anfinglich
homogenen System bilden sich mit der Zeit Dichte- und Temperaturinhomo-
genitdten, die immer weiter anwachsen, bis sie schlieflich Systemgrofle erreicht
haben.

Im ersten Teil dieser Arbeit haben wir mit der Ereignisdynamik einen Algorith-
mus vorgestellt, mit dem sich granulare Gase effizient simulieren lassen, der aber
grundsétzlich fiir eine breite Palette von physikalischen und nicht-physikalischen
Problemen geeignet ist. Die Ereignisdynamik arbeitet die Kausalkette, die von
den Teilchenwechselwirkungen — den Ereignissen — gebildet wird, schrittweise
ab. Pro Rechenschritt wird dabei jeweils ein Ereignis ausgefiihrt und fiir die be-
teiligten Teilchen werden neue Ereignisse berechnet. Fiir Probleme, bei denen
die typische Wechselwirkungsdauer zwischen Teilchen sehr viel kleiner als die
typische Zeit zwischen den Wechselwirkungen ist, ist diese Methode wesentlich
effizienter als gewohnliche Molekulardynamik.

Die Ereignisdynamik ist ihrer Natur nach ein serieller Algorithmus. Die Pro-
bleme, die die Parallelisierung dieses Verfahrens verursacht, haben wir jedoch
gelost. Da sich Kausalitéitsfehler bei der parallelisierten Ereignisdynamik nicht
grundsétzlich vermeiden lassen, greifen wir auf eine optimistische Strategie
zuriick, die zunéchst von einer korrekten Berechnung ausgeht und im Falle

eines Kausalitatsfehlers den fehlerhaften Rechenabschnitt wiederholt.
Die Rechenzeit skaliert dabei mit der Anzahl P der Prozesse gemif P~ 1/2,

der Speicherbedarf mit bis zu P~!. Die notwendige Kommunikation zwischen
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den Prozessen wurde durch Uberlapp der Randbereiche der Prozessgebiete mi-
nimiert. Um auch inhomogene Systeme effizient simulieren zu kénnen, wurde
der Algorithmus ferner mit einer dynamischen Lastverteilung versehen, die die
Gebietszerlegung bei Bedarf anpasst.

Im zweiten Teil der Arbeit haben wir uns dann mit granularen Gasen beschéf-
tigt. Ein einfaches Modell, das aber alle wesentlichen Eigenschaften eines gra-
nularen Gases zeigt, stellt das inelastische Harte-Kugel-Gas dar. Um den inelas-
tischen Kollaps, ein Artefakt dieser Idealisierung, zu vermeiden, muss dessen
Dynamik allerdings mit Hilfe des so genannten TC-Modells geringfiigig modifi-
ziert werden. Mit diesem wird der verminderten Dissipation von Mehrteilchen-
kollisionen Rechnung getragen.

Theoretische Untersuchungen des Harte-Kugel-Modells, die an die klassische
kinetische Gastheorie angelehnt sind, kénnen den homogenen Zustand eines
granularen Gases ausgezeichnet beschreiben. Fiir den zeitlichen Temperatur-
verlauf erhiilt man beispielsweise T'(7) ~ (1 + 7)72.

Auch der Mechanismus, der der Bildung von Inhomogenitéten zu Grunde liegt,
ldsst sich mittels Stabilitdtsanalyse der hydrodynamischen Bewegungsgleichun-
gen verstehen. Diese liefert eine kritische Dissipationsstéirke A, ~ lgpi in Ab-
hingigkeit von der Dichte v und Systemgrofle N, die sich in der optischen Tiefe
lope ~ V'"YPNYP zusammenfassen lassen. Der homogene Zustand ist nur fiir
geringere Dissipation als A\ stabil. Um auch den inhomogenen Zustand, der sich
ansonsten entwickelt, besser verstehen zu konnen, sind Computersimulationen
notig.

Diese ergeben einen dreistufigen Verlauf der Clusterbildung. Zunéchst befindet
sich das System im homogenen Zustand und ldsst sich mit Hilfe der kinetischen
Theorie beschreiben. Die Geschwindigkeit der zeitlichen Entwicklung ist dabei
von der Dissipationsstirke A abhéngig.

Dann beginnt das Clusterwachstum. Die Abkiihlung verlangsamt sich und die
Stéarke der Dissipation A verliert an Einfluss: alle Kurven nédhern sich derselben
zeitlichen Entwicklung an. Dabei entwickelt sich auch ein grofler Perkolations-
cluster, der einen makroskopischen Anteil der Teilchen enthilt. Dessen zeitliche
Entwicklung verlduft in zwei und drei Dimensionen jedoch unterschiedlich: In
zwei Dimensionen vollzieht sie sich erst spét, in drei Dimensionen friith und

relativ abrupt.
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Schliefflich erreicht der grofle Cluster Systemgrofle; sein Massenanteil ist von
der Dissipation A abhéngig. Die Verteilung der kleineren Cluster hat sich eben-
falls einem Gleichgewichtszustand angendhert und folgt einem Potenzgesetz.
Das System ist jetzt stark inhomogen, aber der Verlauf der Abkiihlung und
der damit zusammenhingenden Gréflen verlduft im Wesentlichen wieder dhn-
lich wie im homogenen Zustand, jedoch mit stidrkeren Fluktuationen und weit
gehend unabhéngig von der Stirke der Dissipation.

Die Verteilung der Clustergrofien ldsst sich anfangs — wenn noch ein unge-
ordnetes System vorliegt — mit Hilfe der Perkolationstheorie beschreiben. Diese
sagt den beobachteten exponentiellen Abfall der Clustergréen voraus. Mit dem
Fortschreiten der Strukturbildung im granularen Gas verlieren die Aussagen
der Perkolationstheorie aber nach und nach an Giiltigkeit. Weil sich ein grofler
Cluster in drei Dimensionen schon zu einem sehr frithen Zeitpunkt entwickelt,
stimmt die fiir diesen Zeitpunkt vorhergesagte Potenzverteilung jedoch immer
noch mit der beobachteten Clustergroflenverteilung in 3D iiberein. Dariiber
hinaus liefern die unterschiedlichen Exponenten, die die Perkolationstheorie fiir
2D und 3D liefert, einen Erkldrungsansatz fiir die beobachteten Unterschiede

in zwei und drei Dimensionen.

Zur Untersuchung der spiteren zeitliche Entwicklung der Clustergréfien ha-
ben wir ein einfaches Modell der Evolution der Clusterpopulationen entwickelt.
Eine numerische Auswertung dieser Populationsdynamik ist mit den Simulati-
onsergebnissen konsistent. Weiterhin liefert dieses Modell aber auch noch einige
analytische Resultate fiir die Clustergréflenverteilungen und deren Momente so-
wie den maximalen Massenanteil des Perkolationsclusters. Diese stimmen trotz
des einfachen Ansatzes und der benutzten N&herungen ebenfalls ausgezeichnet
mit den Ergebnissen der Computersimulationen iiberein.

Weiter gehende Fragestellungen

Zum Schluss wollen wir noch einen kleinen Ausblick auf weiter gehende Fra-
gestellungen geben: Diese Arbeit hat sich groftenteils mit granularen Gasen
beschéftigt, bei denen die mittlere freie Weglidnge der Teilchen in derselben
Groflenordnung wie die Teilchengrofle liegt. Daher erscheint es uns am viel-
versprechendsten, fiir weitere Studien zu geringeren Dichten iiberzugehen und
die entsprechenden Ergebnisse mit den in dieser Arbeit gewonnenen zu ver-
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6 Zusammenfassung

gleichen. Insbesondere wire es interessant, systematisch zu untersuchen, ob die
beobachteten Unterschiede zwischen zwei- und dreidimensionalen granularen
Gasen auch bei sehr verdiinnten Systemen erhalten bleiben.

Bei der Untersuchung von diinnen granularen Gasen ist es jedoch notwendig,
sehr grofle Systeme zu simulieren, da ansonsten die optische Tiefe nicht aus-
reicht, um Clusterbildung zuzulassen. Die stetig wachsende Rechenleistung von
Computern kombiniert mit den algorithmischen Werkzeugen, die wir im ersten
Teil dieser Arbeit vorgestellt haben, machen solche grofien Simulationen jedoch
moglich.
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A Berechnungen zur kinetischen
Theorie in D Dimensionen

In diesem Kapitel sollen die Kollisionsfrequenz, der Spannungstensor und die
Abnahme der granularen Temperatur allgemein fiir D-dimensionale homogene
Systeme hergeleitet werden (siehe dazu Kap. 4.2.2).

Einige Bezeichnungen vorneweg:

[ dr ist das D-dimensionale Volumenintegral iiber das gesamte Volumen V. Es
ist:

/m:v (A.1)

[ dv ist das D-dimensionale Volumenintegral iiber alle Geschwindigkeiten. Es

/Wwp&@?):G%vW2 (A.2)

[ dr und [ dv bezeichnen das (D — 1)-dimensionale Oberflichenintegral iiber
die D-dimensionale Kugel, die vom Einheitsvektor r bzw. v aufgespannt wird.
Es ist:

1st:

7D/2
/lﬁ::(D/ﬁ!D (A.3)
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A Berechnungen zur kinetischen Theorie

f@J_f dp bezeichnet das (D — 2)-dimensionale Oberflidchenintegral iiber die (D —
1)-dimensionale Kugel, die vom Einheitsvektor ¢ senkrecht zu r aufgespannt
wird. Es ist:

2(D-1)/2
/@Lf- 1o= (D=1)/2)! (D-1) (A.4)

Ferner werden einige der bereits in Kap. 4.2 eingefiihrten Gréflen benotigt,
namlich der Liouville-Operator

LY =Ly + L (A.5)

—Zvj Vi+ - ZC;; (A.6)
J#k
= ZVJ"V
J

1 . A
+35 > Wikt ©(=vieetsn) 0(rje — 2a) (bf, — 1), (A.7)
j#k

die Phasenraumdichte des Harte-Kugel-Gases im homogenen Zustand

 W(ry,...,ry) m O\ PN/2 mv?
¢ _f Hj der(I'1, .., IN) (271’T(t)> exp <_ ; 2T(t)) , (A.8)

die Paarverteilungsfunktion

ol — 1) = 5 3 ol r1) ol ) (29)

i£]

Z/dPg(S s — 1) 3(r; — 1) (A.10)

i£]

Z/drl dI‘N fderk N) 6(ri—r1) 5(rj—r2) (A]_l)

i#j
und der Volumenanteil

NaP 7P/
vV (D/2)!

(A.12)
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A.1 Kollisionsfrequenz

A.1 Kollisionsfrequenz

Die Kollisionsfrequenz ist:

2 .
fi = (L) (A.13)
2 1Y .
=+ [ dles > e (A.14)
j#k
1L X
N Z/Hdridvié’%@ (A.15)
iZ£k i=1
Mlt deldRQ (S(Rl — I‘J)(S(RQ — rk) — ]_:
1L X
iZ£k i=1

o eingesetzt (Gl. A.8):

m

1 pnj2 N N
fE — N (271——T> Z / Hdridvideng 6(R1 — I'j)é(RZ - rk)
2k Y i=1

Mit der Definition von g(r) (Gl. A.11) und Integration iiber dvs...dvy:

N mp m(vi +v3)
fE = W (ﬁ) /dv1dv2dR1dR2 g(Rl — RQ) exp <—T
x Cih € (A.18)

Cy, eingesetzt (Gl. A.7):

N (m \P m(vi+v3
fo = 3 (ﬁ) /dvldVQdedRQg(Rl —Ry) exp <—%>
X |V12'f‘12| @(—Vlg'f'lg) 6(7"12 — 2@) (bii—Q — 1) ¢ (Alg)
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A Berechnungen zur kinetischen Theorie

Mit (bf; — 1)€ = 1 und den Substitutionen R = R; + Ry, r = R; — Ry,
V2V =vi + v, V2v = vy — vy

N / m \P m(v? +V?)

X ‘\/iv-f' @(—ﬂv-f‘) d(r — 2a) (A.20)

Mit dr = rP~'dr di und Integration iiber dR und dV:

fe= % (%)Dﬂ/drrplg(r) d(r — 2a) /df'

mv? . N
X /dv exp <_W> ‘\/ﬁv-r‘ @(—\/ﬁv-r) (A.21)
Mit v = vv und dv = vP?~'dv dv und Integration iiber dr:
N m \D/2 P
fr= VQ(QG) <27r—T> (20)P71V2
mu?
« /dv v? exp <—ﬁ> /dfdx? 8] O(—v1) (A.22)

Mit v = £ cosd + gsind und dv = (sin )P 2d dp und Integration iiber dv:

N mAP2, o, 12\ P2 D -1y
fio =1 900) (57) - a7V (5 (E) )
« / 4 (sin 9)P=2| cos 9] ©(— cos ) / i / do (A.23)
0 Gl
Integration iiber dr und dp:

fo= %g@a) \/%r”/ “(2a)° <Dz_ 1)’ (é;j;ﬂ’)

(D-1)/2 71'
« (@ (D - 1)) / 4 (sin 9)°=2(— cos ) (A.24)

2 /2

Kiirzen und Integration iiber di:

(D-1)/2
fo = %Q(Qa)\/g@a)pl DarPP - (ﬁ) (A.25)
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A.2  Spannungstensor

Mit der Definition von v (Gl. A.12):

T 1

v 2P-p (A.26)

fr=g(2a)

A.2 Spannungstensor

Der Spannungstensor ist:

1
g=- < (iLg +iL) Zp] ®rj> (A.27)
:——Z/dFQ(VJ Vi + = ZC )mvj®rj (A.28)
2
= ——Z/dFQV](X)VJ 2V;;/dFQCle]®rJ (A.29)

1. Term iiber dr; ...dry integriert; im 2. Term Integrationen und Substitutio-
nen wie in Gln. (A.16) bis (A.20):

S i () e
_ Nv3 (2%) / dVdvdRdr g(r) exp (—W)
x [Vavi| @ (—vavi) 6 — 200"~ 1)Vav e (A.30)

1. Term iiber DN — 1 Geschwindigkeitskomponenten integriert; 2. Term iiber
dR und dV integriert, (b* — 1)v = —v eingesetzt:

B Nm<m>1/2 p muv? 21
ET TV \oar TP\ Thar ) S

N?m ;1 m \D/2 mv?
+ 72 (ﬁ) /dvdrg(r) exp (— 2T>

X |ver| O(=v-r) §(r —2a)(l+€)ver (A.31)
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A Berechnungen zur kinetischen Theorie

1. Term iiber dv integriert; in 2. Term r = rf, v = v(fcosd + gsind),
dr = rP7ldrdt und dv = vP7'dv dg (sin ¥)P~?d) eingesetzt und r ® v aus

Symmetriegriinden durch r-v % 1 ersetzt:

()" (2)

m 2 =

N?*m ; m \D/? 1 B
+ 57 (ﬁ) (1+6)5/drr9 Y(r)d(r —2a)r

2
x [ dvovP texp (—%> vz/df'/ do
/ 2T oLt

X / dV (sin )P ~* | cos Y| (cos ¥) O(— cos ) 1 (A.32)
0

1. Term gekiirzt; 2. Term iiber dr, dv, dr und dp integriert:

__ANT,
g o V =
N%m ; m \D/2 1, 5 27\ P2/ (p)2)!
-7 (gp)  L0+95(207920) ((E) >
D/2 > T (D=1)/2 /71'
X D)|—55-(D-1 dv (sin¥)® 2 cos®9  (A.33
(7 ((%)! (B=n ) 40 6n) (4.3
Kiirzen und Integration iiber d:
__NT
g - V =
N2T > 7(P-1)/2 VT (B2)!
_NT N D mP/?
= —Ti (1 + W(l +€)(2a)” g(2a) (D/Q)!) (A.35)
Mit der Definition von v (Gl. A.12):
NT
g=---1 [1+ (1+€)2°vg(2a)] (A.36)
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A.3 Granulare Temperatur

A.3 Granulare Temperatur

Die Abnahme der Temperatur ist:

d_
=T = (icl,T) (A.37)
= 2 (it} ) (A.38)
= %Z/dl“ 0CikE (A.39)

J#k

Analog zu (Gl A.16) bis (Gl. A.20) vorgehen:

d N? / m \D/2 mv? .

%T = D—V (2’]r—T> /dvdrg(r) exp (ﬁ) |\/§V'I‘|
1

x 6(r — 2a) O(—V2v-t) (b — I)va2 (A.40)

Mit (b — 1)v? = —
d ANm / m \P/2 mu?
T = — o d D+2 e
dt V2DV (27rT> / ve e ( 2T )

X /drrp_lg(r)é(r—Qa)/df/ do
oLE

X / dv (sin 9)”* | cos 9| O(— cos ¥) cos? ¥ (A.41)
0

rol>

(v-£)?, r = rf und v = v(f cos ¥ + 9sind):

Integration iiber dr, dv, dr und dp:
d.__ANm ( m )D/2 120\ P2 D41,
dt- 2DV \2xT 2 \m 2 )

o D/2 (D-1)/2
X (2a)” " g(2a) ((D/2)! D) ( (Z0); (D — 1))

« / 49 (sin 9)°2 (— cos® ) (A.42)
w/2
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A Berechnungen zur kinetischen Theorie

Kiirzen und Integration iiber di:

d ANm (T \*? (D-1)/2
= (= 2a)77" g(2 D+1)(D -1
GT=-20 () o g T o 4y - )
2
A.43
“Dr1)D-1) (A.43)
Mit der Definition von v (Gl. A.12):
d A
T = ————T*2""g(2 A44
dtT v Tma g( a) v ( )
f1(0) eingesetzt (Gl. A.26):
iT — )‘fE(O) T3/2 (A.45)
dt D\/T(0)
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B Stabilitatsanalyse des
homogenen Zustands

Betrachten wir die hydrodynamischen Gleichungen fiir ein granulares Fluid in

D Dimensionen. Es gilt [87]

D
Massenerhaltung: il = —vVev
D ar
Impulserhaltung: V—V = Yy 'V
Dt m =
: D D
Energieerhaltung: §I/ET = —V-Q + Vpart spur(ac-W) — 7

Dabei ist % die materielle Zeit-Ableitung

D d
Ft—%va-V,

W der symmetrische Geschwindigkeitsgradienten-Tensor
1 1 -
ﬂzi(V®v)+§(V®v) ;

Vpart das Teilchenvolumen und m die Teilchenmasse.

Der Spannungstensor ¢ ist durch

1
g=—Pl+2u <E — Bspurﬂ) —(Vwl

(B.4)

(B.6)
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B Stabilitdtsanalyse des homogenen Zustands

und der Wérmefluss Q durch

Q= —kVT (B.7)

gegeben.

Den homogenen Druck P haben wir bereits in (Gl. 4.45) hergeleitet, die Abkiihl-
rate 7 in (Gl. A.44). Die iibrigen Materialgesetze kann man durch Betrachtun-
gen der mittleren freien Wegléinge ableiten. Fiir den Grenzfall kleiner Dichten!
und geringer Dissipation erhélt man die Materialgesetze [105-107]:

T
Druck: pP= ; : (B.8)
par
D2Df2
Abkiihlrate: n = nAv*T3? = AT (B.9)

Vv TTma

T (B0

Temperaturleitwert: k= KkoT/? =

o m (D +2)y/ma m
Scherviskositét: = TY? = TY? (B.11
H Ho ‘/;Ja,rt D2D+1\/ m Vpart ( )
Volumenviskositit: (= CgvitﬂTl/z <L b (B.12)
par

Die homogene Losung fiir die Differentialgleichungen (B.1) bis (B.3) lautet:

v(r,t) =up (B.13)
v(r,t) =0 (B.14)
T(r,t) = Tp(t) = Th(0)(1 + t/thom) (B.15)

Betrachten wir nun eine kleine rdumliche Fluktuation A < 1 dieser homogenen
Losung der Form

v =u,(1 — hcos(kr)) Vv = vphksin(k-r) (B.16)
T = T,(1 + hcos(k-r)) VT = —T,hksin(k-r) , (B.17)

die in erster Niherung zu keinen Druckschwankungen fiihrt (P = B, + O(h?)).

'Die Korrekturterme fiir grofiere Dichten liegen in der Grofienordnung von (1 +v), betragen
also nur einige Prozent. Siehe dazu auch [87,104].
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In (B.3) eingesetzt erhalten wir

D D
51/,1(1 - hcos(k-r))ETh(l + hcos(k-r)) = — kohk? cos(k-r) Tgﬂ

— moAv; (1 — 2h cos(k-r))

3
X T,f’/2(1 + §h cos(ker))

+0(h?) (B.18)
Mit der homogenen Gleichung %l/h %Th = —UOAV}QLTI‘:’/z erhdlt man also:
D d 1
gyhThEh = —Kohk2T§/2 + 5770)‘7/2}7'T]?/2 + O(hQ) (Blg)
Die Fluktuationen h wachsen an, wenn
d h >0 (B.20)
dt '
gilt, also:
2 1 2
—kok” + 5770)‘Vh >0 (B21)

Die grotmogliche Wellenlénge 27 /k = L angenommen:

A 2o ( 21 )2 (B.22)

770Vh—L

no (Gl. B.9) und ko (Gl. B.10) eingesetzt:

(D+2)27% [ 24\’
A B.23
Z DD -1)222-1 \ L (B-23)

Mit Hilfe der optischen Tiefe [, ausgedriickt:

(D+2)? 73
r B.24
A Do, (B.24)

Die Abschétzung der kritischen Dissipation fiir die Clusterbildung liefert somit

3

5 (2D)
)\cl =~ 02p57r3 (B25)
19212 (3D) :

opt

137



B Stabilitdtsanalyse des homogenen Zustands

Fiir eine genauere Analyse, die auch fiir gréflere Dichten noch giiltig ist, siehe
in 2D auch [87].

Analog zu dieser Stabilitédtsanalyse fiir Dichte- und Temperaturschwankungen
ldsst sich auch die Stabilitit anderer Moden untersuchen und man stellt fest,
dass eine Schermode bereits bei etwas geringerer Dissipation Ag, < A instabil

wird [87]:

2 o\ 2
Aen A % (Vh—”L> (B.26)
D+2 3
e e (B.27)
DZ 22D—2 lgpt
3
7w (2D)
=9 0 (B.28)
14412 (SD) )

opt

Diese fiihrt zu Scherstromungen, aber nicht zu Dichte- und Temperaturschwan-
kungen.
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Symbolverzeichnis

Mathematische Symbole

Vektoren v = vv kennzeichnen wir durch Fettdruck; dabei bezeichnet v den
Betrag und der Einheitsvektor v die Richtung.

Die Abkiirzung vy = vi — vy wird oft fiir den Differenzvektor verwandt.

Fiir das Skalarprodukt benutzen wir das Symbol -, fiir das Kreuzprodukt X und
fiir das dyadische Produkt ®.

Tensoren 2. Stufe T werden durch doppelte Unterstreichung gekennzeichnet.
i bezeichnet die Einheitsmatriz.
Fir das Produkt eines Tensors mit einem Vektor oder einem anderen Tensor

benutzen wir ebenfalls das Symbol -.
Operatoren O sind am hochgestellten Kreuz erkennbar.

Wenn das Symbol ¢ nicht als Index auftritt, bezeichnet es die imagindre Einheit

i= L

(...) kennzeichnet gemittelte Werte — soweit sich aus dem Kontext nichts Ab-
weichendes ergibt, handelt es sich dabei um Ensemble- Mittelwerte.

d(z) ist die diracsche Deltafunktion, ©(z) die heavisidesche Sprungfunktion und
xz! =T(1 + ) die mit Hilfe der Gammafunktion verallgemeinerte Fakultt.

V= % ist der Nabla-Operator.
Das Phasenraumintegral [ dI' ist eine abkiirzende Schreibweise fiir [dI' =
f drldrg e dI‘NdvldVQ e dVN.
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Symbolverzeichnis

Physikalische Symbole

a :  Teilchenradius
. Clusterwachstumsrate (Gl. 5.29)
bt . Kollisionsoperator (Gl. 4.18)
B ¢ Clusterzerfallsrate (Gl. 5.30)
C : Zellenanzahl

C* : Wechselwirkungsoperator (Gl. 4.18))

¢ Gesamtzahl der Kollisionen (Gl. 4.31))

D Dimension

J Clusterdefinitionslénge (Gl 5.11)

€ normaler Restitutionskoeffizient (Gln. 2.7, 4.1)
n Abkiihlrate (Gl. B.9)

fe : Kollisionsfrequenz (Gl. 4.34)

¢ . tangentialer Restitutionskoeffizient (Gl. 2.7)
g Paarverteilungsfunktion (Gl. 4.35)

g Gravitation (Gl. 2.2)

r Phasenraum (GL. 4.21)

H Hamiltonfunktion (GI. 4.13)

1 Teilchen-Triagheitsmoment

k Stofirichtung (Gl. 2.7)

k  : Wirmeleitwert (Gl B.10)

g : mittlere freie Weglinge (Gl. 4.38)

lopt : optische Tiefe (Gl 4.9)
L : Kantenlinge des Simulationsraums

Lt (Pseudo-)Liouville-Operator (Gl. 4.13)
A Dissipation (Gl. 4.7)

m @ Teilchenmasse

M . k-tes Moment der Clustergrofenverteilung (Gl. 5.12)
L Viskositédt (Gl. B.11)

n Clusteranzahl

N . Teilchenanzahl

v : Volumenanteil (Gl. 4.3)

w Winkelgeschwindigkeit (Gl. 2.7)

P Wahrscheinlichkeit

P Teilchenimpuls
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Druck (GI. 4.45)
Anzahl der Prozesse
reduzierter Druck (GI. 4.63)
Massenanteil des Perkolationsclusters (Gl. 5.13)
Wirmefluss (Gl B.7)
Teilchenposition
Phasenraumdichte (Gl. 4.26)
Spannungstensor (Gl. 4.40)
Zeit
granulare Temperatur (Gl. 4.13)
: skalierte, dimensionslose Zeit (Gl. 4.56)
© : Parameter der Perkolationstheorie (Gln. 5.21, 5.23)
Teilchen-Wachstumsrate (Gl. 2.16)
Geschwindigkeit
Volumen
Wechselwirkungspotential (Gl. 2.5)
symmetrischer Geschwindigkeitsgradient (Gl. B.5)
Fragmentierungsparameter (Gl. 5.30)
Massenverteilung (Gl. 2.7)
Volumenviskositét (Gl. B.12)

J\Nm||§<<<§55\1 N e 7 O ¥ I
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Abstract

Granular media are omnipresent in everyday life. Examples range from sugar
and salt to sand dunes. They often resemble simple solids, liquids, or gases, but
their properties are not understood very well. Simple analytical descriptions
are seldom successful. So, the main research method is computer simulation.

This thesis deals with granular gases — granular media of low density. The
difference between granular gases and ordinary gases is that the former consist
of macroscopic particles and the latter consist of microscopic particles. So,
classical mechanics is sufficient to describe the dynamics of granular gases, but
one has to take into account the dissipative nature of the collisions.

Dissipation leads to a cooling of the system. However, the initial homogeneous
cooling state becomes unstable to perturbations and the system develops inho-
mogenities in temperature and density. Clusters of particles emerge and start
to grow, until finally, they reach system size.

The first part of this thesis is concerned with event-driven molecular dynamics.
This algorithm can be used to simulate granular gases efficiently, but it is also
suitable for a large variety of other problems. This method discretizes time with
a variable time-step adapted to the sequence of events. Unlike primitive event-
driven algorithms which update the whole system after each event, our method
updates only those two particles which were involved in the last collision.

Event-driven molecular dynamics is by nature a serial algorithm, but never-
theless we have developed an efficient parallel implementation by means of a
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English Abstract

complex rollback protocol which corrects inevitable causality errors. Compu-

~1/2 and memory requi-

ting time scales with the number P of processes like P
rements scale like P~!. Communication between the processes is minimized by
overlapping domains of the processes. Additionally, the algorithm makes use of
dynamic load-balancing. Hence it is especially suited to simulate inhomogenous

systems.

The second part of the thesis deals with granular gases. A simple model which
has all essential features of granular gases is the inelastic hard spheres model.
However, this model shows a problematic artifact — inelastic collapse, i.e. an
infinite number of collisions in finite time. Thus, we have to modify the inelastic
hard spheres model with the TC model, which reduces dissipation for actual
multi-particle collisions. This minor modification prevents inelastic collapse,
but the effect on real physical quantities is negligible.

The formation of clusters in granular gases can be explained via a stability ana-
lysis of the hydrodynamical equations of motion. Provided that the dissipation
is above a critical threshold, the system becomes unstable to the formation of
clusters. This can be understood as follows: If the density in a region is larger
than in a neighboring region due to a fluctuation, the collision frequency and
therefore the dissipated energy is larger in that region. So the granular tempe-
rature in the dense region will decrease, which causes a decrease in pressure.
The resulting pressure gradient will lead to a flux of particles into that region,
thus further increasing its density and decreasing its pressure. So the particle
cluster starts to grow, if the hydrodynamic mechanisms that may disperse the
agglomeration of particles are slower than the clustering process.

However, once the clusters have emerged, these theoretical concepts are no
longer sufficient to describe the evolution of the system. Thus, numerical si-
mulations are necessary. The results of these simulations show that the evolu-
tion of the cluster growth consists of three regimes. It yields the cooling law
T(7) ~ (147) 2, where T is the granular temperature and 7 is the scaled time.
Initially, the system is in the homogeneous cooling state and can be described
by means of the kinetic theory. Strong dissipation leads to a fast decay of the
temperature, weak dissipation to a slow decay.
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Then, clusters start to grow and one large cluster emerges which contains a
macroscopic fraction of all the particles. The cooling slows down to T'(7) ~ 77!
Moreover, the evolution of the system becomes more and more independant of

the dissipation and approximates an asymptotic behavior.

Finally, this large clusters reaches system size and the size distribution of the
small clusters follows a power law. The system has reached a very inhomoge-
neous state, but the evolution of the temperatue again resembles the homoge-

neous cooling state.
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